Sistemas de Ecuaciones y
Matrices

0.1 Sistemas de ecuaciones

Consideremos las graficas de dos funciones f y g como en la figura siguiente:

A

En la practica, en ocasiones hay que encontrar puntos como P(a,b) y
Q(c,d), en donde las gréficas se intersectan. Como P(a,b) estd en cada
grafica, el par (a,b) es una solucidn de las ecuaciones y = f(x) y y = g(x);

esto es:
b=fla) y b=gla)

Decimos que (a,b) es una solucién del sistema de ecuaciones (o simplemente

{ y = f()
y = g(v),

donde la llave se usa para indicar que las ecuaciones deben tratarse en for-

sistema):

ma simultdnea. Del mismo modo, el par (¢, d) es una solucién del sistema.

Resolver un sistema de ecuaciones significa hallar todas las soluciones.



Ejemplo: Consideremos el sistema

y=a’
y = 2x + 3.

Las gréaficas de las ecuaciones son una parabola y una recta.

Realizando una grafica, es facil ver que los puntos (—1,1) y (3,9) son
soluciones del sistema (Ejercicio para el lector). Sin embargo, deseamos tener
una estrategia algebraica que permita encontrar las soluciones. Una de ellas
es llamada el método de sustitucion.

Basicamente, el método de sustitucion consiste en los siguientes pasos:

1. Despejar una variable de una de las ecuaciones en términos de otra.

2. Sustituir en la otra ecuacion la expresion encontrada en el paso anterior
a fin de obtener una ecuacion solo en una variable.

3. Encontrar las soluciones de la ecuaciéon en una variable obtenida en el
paso anterior.

4. Reemplazar los valores encontrados en el paso anterior en la ecuacion
del paso 1, para hallar los valores en la otra variable.

5. Comprobar cada par (z,y) encontrado en el paso 4, en el sistema dado.

Por ejemplo, si consideramos las ecuaciones y = 2% y y = 2z + 3 del ejem-

plo en la introduccién, podemos sustituir % por y en y = 2z + 3 obteniendo:

v =2z +3
6
(x+1)(x —3) =0,
de donde se obtienen las soluciones x = —1 y x = 3.

Esto da los valores z de las soluciones (z,y) del sistema. A fin de hallar

los valores y correspondientes, podemos usar y = 22 6 y = 2z + 3. Con



y = 22, resulta

Si o =—1,entonces y = (—1)* =1

Si =3, entonces y = 3> =09.

Por lo tanto, las soluciones del sistema son (—1,1) y (3,9).

Ejemplo: Resolvamos el sistema
r+1y? =6
{ T+ 2y =3.
Para ello, despejamos x en la segunda ecuacién en términos de y:
r=3—-2y.

Sustituimos la expresion de x encontrada, en la primera ecuacion del sistema:

(B—2y)+y* =6

y* — 2y —3=0.

Resolvemos para y la ecuacion anterior. Se obtiene:

Los anteriores son los tnicos valores posibles de y para las soluciones del
sistema. Utilizamos ahora la ecuacion x = 3 — 2y a fin de hallar los valores

de x correspondientes:

Siy=3,entonces t=3—-2-3=-3
Siy=—1,entonces xt=3—-2-(—1)=05.

Por lo tanto, las soluciones posibles son (—3,3) y (5, —1).
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Las gréficas de las ecuaciones (parabola y recta) son las siguientes, donde

se muestran los puntos de interseccion:

y

Ejemplo: Resolvamos el sistema:

2 +y* =25
2% +y = 19.

Despejamos 22 de la segunda ecuacion:
2 =19 —y.
Sustituimos en la primera ecuacién, obteniendo:
(19 — y) + 9 = 25.
Simplificamos y factorizamos, obteniendo:

Yy’ —y—6=0

(y —3)(y+2)=0.



Asi, los tinicos valores posibles de y son: y = 3y y = —2. Usamos 22 = 19—y

con objeto de hallar los correspondientes valores de x:

Si y =3, entonces z* =19 — 3 = 16. Luego, v = +4
Si y = —2, entonces 2° =19 — (—2) = 21. Luego, z = +v/21.

Asi, las tnicas soluciones posibles del sistema son:
4,3), (—4,3), (VvV21,-2), (—=v21,-2).

Noétese que la grafica de 22 + y? = 25 es un circulo con radio 5 y centro en
el origen. La grafica de y = 19 — 22 es una parabola con un eje vertical. Las

graficas se muestran en la siguiente figura

. 1IN ‘
N

0.2 Sistemas de ecuaciones lineales

Podemos clasificar los sistemas de ecuaciones en lineales y no lineales. De un
punto de vista algebraico, se estudian preferentemente los sistemas lineales.

En esta seccion estudiaremos aquellos lineales con sélo dos variables.
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Una ecuacion ax + by = ¢ (o bien ax 4+ by — ¢ = 0), con a y b diferentes
de cero, es una ecuacion lineal en dos variables x e y. Del mismo modo,
ax + by 4+ cz = d es una ecuacion lineal con tres variables z, y y z.

Dos sistemas de ecuaciones son equivalentes si tienen las mismas solu-
ciones. Para hallar las soluciones de un sistema lineal podemos usar también
el método de eliminacion que consiste en manipular las ecuaciones hasta
obtener un sistema equivalente de ecuaciones mas sencillas, para las cuales
podemos hallar sus soluciones con facilidad. Algunas manipulaciones (o
transformaciones ) que llevan a sistemas equivalentes son las siguientes:

1. Intercambiar dos ecuaciones.

2. Multiplicar o dividir una ecuacién por una constante diferente de cero.

3. Sumar un “multiplo constante”de una ecuaciéon a otra ecuacion.

Se obtiene un “multiplo constante”de una ecuacién al multiplicar cada

término de la ecuacién por la misma constante k distinta de cero.

Ejemplo: Resolvamos el sistema:

r+3y = -1

20 —y = B.
A menudo multiplicamos una de las ecuaciones por una constante que nos da
el inverso aditivo del coeficiente de una de las variables en la otra expresion.
Esto permite sumar ambas ecuaciones y obtener una tercera con una sola
variable, como sigue:

Multiplicamos por 3 la segunda ecuacién, obteniendo

r+3y = -1

6x —3y = 15.
Sumamos la primera ecuacion a la segunda, y obtenemos:

r+3y = -1

Tr = 14



Del tltimo sistema vemos que 7x = 14 6 x = 2. Para hallar el correspondiente
valor de y, sustituimos x con 2 en z + 3y = —1, con lo cual y = —1. En
consecuencia, (2, —1) es la unica solucién del sistema.

Las gréficas de las ecuaciones son rectas que se cortan en el punto (2, —1)
A

r+3y=—1 20 —y =95

Observamos que, en general, el método de eliminacion suele conducir a
soluciones con menos pasos que el método de sustitucién analizado en la
seccién anterior.

Hay tres tipos de situaciones posibles al resolver un sistema de dos ecua-
ciones con dos variables: Hay exactamente una solucién, un ntmero infinito
de soluciones o no existe solucion.

Graficamente, la primera situacion, llamado también sistema consistente,
corresponde a dos rectas que se intersectan.

La segunda situacién, llamado sistema dependiente y consistente, corres-
ponde a dos ecuaciones que representan la misma recta; por ejemplo, el
sistema

dJr+y = 6
6r+2y = 12
es dependiente y consistente (Ejercicio).

La tercera situacién, llamado sistema inconsistente, corresponde a dos
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rectas paralelas. Por ejemplo, el sistema
dJr+y = 6
6z +2y = 20
no tiene solucion o es inconsistente.

Para sistemas de ecuaciones lineales con mas de dos variables, podemos
usar el método de sustitucién o el método de eliminacién. El método de
eliminacion es la técnica mas breve y facil para hallar soluciones. Ademas

lleva a la técnica de matrices que se estudia en la siguiente seccion.

0.3 Matrices

Consideremos el problema de resolver el siguiente sistema de ecuaciones

r—2y+3z2 = 4
2r+y—4z =
—Br+4dy—2 = =2

usando el método de eliminacion visto en la seccion anterior.
Sumando —2 veces la primera ecuacion a la segunda, se tiene el mismo

sistema equivalente

r—2y+3z2 = 4
oy —10z = =5
—3r+4dy—z2 = -2

Sumando 3 veces la primera ecuacién a la tercera, se tiene

r—=2y+3z2 = 4
5y — 10z = -5
—2y+8z = 10.



RT 1 s 1
Multiplicamos ahora por ¢ la segunda ecuacion y por —; la tercera

r—=2y+3z = 4
y— 22 = —1
y—4z = —5.

Sumamos —1 vez la segunda ecuacion a la tercera

rT—2y+3z = 4
y— 2z = -1
—2z = —4

Las soluciones del ultimo sistema equivalente son faciles de hallar ahora por
sustitucién: De la tercera ecuacion z = 2. Al sustituir z con 2 en la segunda

ecuacion obtenemos y = 3. Finalmente, se obtiene también x = 4.

Si analizamos el método de solucién del problema anterior, vemos que los
simbolos usados para las variables carecen de importancia; debemos tomar
en cuenta los coeficientes de las variables. Asi pues, si utilizamos simbolos

distintos en las variables (por ejemplo r, s, t), obtenemos el sistema

r—2s+3t = 4
2r +s — 4t
—3r+4s—t = -—2.

Entonces el método de eliminacién puede continuar su curso igual que en
el ejemplo. Es posible entonces simplificar el proceso, introduciendo un es-
quema a fin de seguir los coeficientes en forma tal que no haya necesidad de
escribir las variables.

Con referencia al sistema anterior, primero comprobamos que las variables
aparezcan en el mismo orden en cada ecuacién y que los términos sin variables

estén a la derecha de los signos de igualdad. En seguida anotamos los niimeros



que intervienen en las ecuaciones como sigue:

1 -2 3 4
2 1 -4 3
-3 4 -1 2

Una ordenacion de este tipo se llama matriz. Los reglones o filas de la matriz
son los nimeros que aparecen uno a continuacion de otro en sentido hori-
zontal. Las columnas de la matriz son los niimeros que aparecen uno junto a
otro en sentido vertical.

La matriz obtenida del sistema de ecuaciones lineales del modo anterior es
la matriz del sistema. Si borramos la tltima columna, la restante ordenacion
es la matriz de coeficientes. En vista de lo anterior, llamamos también a la

matriz del sistema, una matriz coeficiente aumentada o matriz aumentada.

Ejemplo: Sistema:

r—2y+3z = 4
2r+y—4z =
—Br+4dy—z = =2
Matriz coeficiente:
1 -2 3
2 1 —4
-3 4 -1
Matriz aumentada:
1 -2 3 4
2 1 —4 : 3
-3 4 -1 : =2

Notese que en la matriz aumentada introducimos un segmento de linea ver-
tical a fin de indicar donde aparecerian los signos de igualdad en el sistema

de ecuaciones correspondiente.

10



A fin de dar una definicién general de matriz, usaremos la siguiente no-

tacion para los coeficientes de la matriz:
Clij
donde i denota el nimero de fila y j el nimero de columna.

Definicién 1 Sean m, n enteros positivos. Una matriz m X n es un arreglo

de m filas y n columnas de la forma siguiente:

a3 Q12 - Qin
Q21 Q22 -+ Q2
Am1 Am2 - Amn

La expresion m x n la llamamos tamano de la matriz. Es posible considerar
matrices en que los sfmbolos a;; representen numeros complejos, polinomios
u otros objetos matemdticos. Cada a;; se llama elemento de la matriz. Si

m = n, hablamos de una matriz cuadrada de orden n y los elementos aqy,

@99, a33, ... son los elementos de la diagonal principal.
Ejemplos:
) -5 3 1
a) Matriz 2 x 3:
7T 0 =2
5 —1
b) Matriz 2 x 2:
2 3
¢) Matriz 1 x 3: (3 1 _2)
2 -1
d) Matriz 3 x 2: 0 1
3
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—4
e) Matriz 3 x 1: 0
5

El método de eliminacion para sistemas de ecuaciones nos da la siguiente

definicién.

Definicién 2 Diremos que dos matrices, del mismo tamano, son equiva-
lentes si se obtiene una de otra por una o mds de las siguientes transforma-
ciones elementales de fila:

(1) Intercambiar dos filas.

(2) Multiplicar o dividir una fila por una constante diferente de cero.

(8) Sumar un mailtiplo constante de una fila a otra fila.

Las transformaciones elementales de fila, nos permiten obtener una forma
equivalente mas sencilla que la original. Estas formas més sencillas son de
3 tipos: triangular superior, triangular inferior y diagonal, como ilustran,

respectivamente, los siguientes ejemplos en el caso 3 x 3:

a1lp Qa2 Q13 a; 0O 0 a;p 0O 0
0 axp axs az az 0O 0 axp O
0 0 oass as; asy ass 0 0 oass

0.4 Algebra de matrices

En esta seccion analizamos propiedades de las matrices que son importantes
en cursos superiores de mateméatica. Denotaremos por el simbolo (a;;) una

matriz A de orden m X n.

12



Definicién 3 Sean A = (a;;), B = (b;j), C = (c;;) matrices de orden m x n.
Entonces

(1) A= B siy sélo si a;j = b;; para toda i y j.

(2) C' = A+ B siy sdlo sicy = ay; + b para toda i y j.

1 0 5\ [ (-1 0 V25
V8 32 —2 ) 2 9 -2

Con la notacién anterior para matrices, podemos escribir la definicién de

Ejemplo:

suma como:
(aij) + (bij) = (aij + b).

Asi, para sumar dos matrices, sumamos los elementos correspondientes de

cada matriz. Dos matrices se pueden sumar solo si tienen el mismo tamano.

Ejemplos:
a)
4 =5 3 2 7 =3
0 4 + 7T -4 | = 7 0
—6 1 -2 1 -8 2
b)

) s T
()0

La matriz nula m x n, denotada por 0, es la matriz con m filas y n

columnas en que cada elemento es 0.
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El inverso aditivo —A de la matriz A = (a;;) es la matriz(—a;;) obtenida
al cambiar el signo da cada elemento de A diferente de cero.

El siguiente resultado se deduce de la definicién de suma de matrices.

Teorema 4 Sean A, B y C matrices m x n y sea 0 la matriz nula m X n.
Entonces:

(1) A+ B=B+ A

(2) A+ (B+C)=(A+B)+C

(3) A+0=A

(4) A+ (—=A) =0.

La resta de dos matrices m x n esta definida por:
A—B:=A+ (—B).

Definicién 5 El producto de un nimero real ¢ y una matriz A = (a;;) de

mXmn es

cA = (ca;j).

()00 )

Se puede probar lo siguiente:

Ejemplo:

Teorema 6 Sean A y B dos matrices mxn y ¢, d numeros reales. Entonces
(1) c-(A+B)=c-A+c-B
(2) (c+d)-A=c-A+d-A
(3) (c-d)-A=c-(d-A).

La préxima definicién del producto AB de dos matrices puede parecer poco
comun, pero tiene muchos usos en matematica y en aplicaciones practicas.

En la multiplicacién A y B pueden ser de tamanos diferentes pero el nimero
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de columnas de A ha de ser el mismo que el nimero de filas de B; por lo
tanto, si A es m X n, entonces B debe ser n X p para algtin p. Segiin veremos,

el tamano de AB es entonces m X p.

Definicién 7 Sea A = (a;;) una matriz de m xn y sea B = (b;;) una matriz

n x p. El producto AB es la matriz C = (¢;;) de m X p tal que
Cij = ainbij + aipbaj + ajsbs; + - - - + ainby;

parat=1,2,... myj=12,...,p.

L9 3 5 —4 20
Ejemplo: Consideremos A = ( ) yB=1] -1 6 31

4 0 =2
7 0 5 8
La matriz A es 2 x 3 y la matriz B es 3 x 4; por lo tanto, el producto

C = AB esta definido y es 2 x 4.

A fin de obtener el elemento ¢;; multiplicamos, correspondientemente, los
elementos de la i-ésima fila de la matriz A con los elementos de la j-ésima
columna de la matriz B. Luego sumamos.

Por ejemplo:

~18 8 -7 -22
C= .
( 6 —16 —2 —16)

Otros ejemplos de productos de matrices son los siguientes. La comprobacion

Asi, obtenemos:

queda como ejercicio para el lector.
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(1 5)(_32):(13>

La operacién del producto de matrices no es conmutativa; por ejemplo:

_ 2 2 1 2
si A= y B = entonces
-1 -1 1 2
4 8 00
-2 —4 00

Por lo tanto AB # BA. Observemos también que la ultima igualdad muestra
que el producto de dos matrices diferentes de cero puede ser igual a una matriz

nula. Otras propiedades de matrices son las siguientes:

Teorema 8 Si A esm xn, BesnxpyC espXxXq entonces
A(BC) = (AB)C.

Teorema 9 St A; y Ay sonm X n y By y By sonn X p entonces

A-(Bi+Bs) = A -Bi+ A By
(Ay+Ay)- By = A;-By+ Ay By
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Como caso especial, si todas las matrices son cuadradas, de orden n, entonces

siempre se cumplen las propiedades asociativa y distributiva.

0.5 Inversa de una matriz

En esta seccién y en adelante, restringiremos nuestro estudio a matrices
cuadradas. El simbolo I,, denotara la matriz cuadrada de orden n que tiene
1 en cada posicién en la diagonal principal y 0 en todas las demas posiciones.

La llamamos matriz identidad de orden n.

100
10
Iy = ; Ir=1010
01

0 01

Ejemplo:

Es facil ver que si A es cualquier matriz cuadrada de orden n, entonces
A-I,=A=1, A

Cuando trabajamos con un numero real b diferente de cero, el niimero par-
ticular b~ (el inverso multiplicativo de b) se puede multiplicar por b para

obtener la identidad multiplicativa (el nimero 1); es decir
b-bt=1.
Tenemos una situacién semejante con matrices.

Definicién 10 Sea A una matriz cuadrada de orden n. Si existe una matriz
B tal que
AB=1=BA

entonces B se llama inversa de A y se denota A~!.
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Si una matriz cuadrada A tiene una inversa, decimos que A es invertible.

3 5 1 4 =5
Ejemplo: Sea A = : entonces A7l = = .
1 4 7T\ -1 3

Podemos calcular A~! mediante operaciones elementales fila, como sigue:

Comenzamos con la matriz

A continuacion efectuamos transformaciones elementales de reglon hasta que
la matriz identidad I, aparezca en el lado izquierdo del segmento vertical.

Intercambiamos la primera fila con la segunda (f; «— f2)

Multiplicamos por —3 la primera fila y la sumamos a la segunda fila (—3f; +
fa— fa)

1 4 0 1

0O -7 : 1 =3

Multiplicamos por —% la segunda fila (—% fo— f2)

Multiplicamos por —4 la segunda fila y la sumamos a la primera fila (—4f +

fi — f1)

—_
@]
RIS
|
|t

. 1 3

La comprobacién que AA™! =T = A=A queda como ejercicio.
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0.6 Ejercicios

1. Use el método de sustitucién para resolver el sistema.

o) y = z2+1 b) y? = 2z
r+y = 3 r+2y+3 = 0

= 1 d 3r—4y+20 = 0
= 99?42 3r+2y+8 = 0

2?2 4+y? = 16 f) 2?4+ = 1

= 1 9y*> —4z* = 36
20 —3y—22 = 0 x4+ 2z =
r—y—22 = -1 i) 2y—2 = 4
2 — xy = 0 Yz =

{ — 24y +5 h){25y2—16x2 = 400

2. Resuelva el sistema.

dr +5y = 13 b) Tr—8y = 9
3r+y = —4 e +3y = —10
Yu+2v = 0 Q) 20+ 8y =
3u—bv = 17 3r—by =
%t—%v = % f) 3p—q 7
§t+iv = 1—52 —12p+4q =
r—95y = 2 h) x+Ty = 9
3r—15y = 6 Y =

2 4
Sy = Sty =
x . T —

i85 X S
r oy r—1 y+2
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3. Despeje a y b del sistema.

) ae®® 4 he3
a
a(3e3%) + b(—3e737)

b) ae™ + bel®
—ae™" + b(4e”)

3z

4. Utilice matrices en la solucion del sistema.

(

rT+3y—=z
a) 3r—y+ 2z
20—y +=z

T+ 3y — 32

c) 20—y + 2

\ —6x + 3y —

/

2 —y+=z
e) x—y—2z

\ 20 — 3y — z

3z

—3r+y—2z =

{ 20 —y + 4z

.

2 — 3y =
i) y+z =
Sr — 3z =

(2x+3y =
k) r — 3y
r+y =

-2

-3
1
-1

4

= =5 20 —3y+2 = 2
-3 d)S 3z +2y—2 = =5

0

0

dr—2y+z = 0
r4+y—2z = 0
f)d z—y—42 = 0
y+z =0
h) Sr+2y—z = 10
y+z = -3
(2:1:—|—3y = 2
j) T+y 1
\ r—2y = 13
( de —y = 2
1) ¢ 22 +2y
\4x—5y = 3

5. Encuentre, si es posible, A+ B, A— B, 2A y —3B.

3 0
a) A=
-1 2

)

=1
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(L) ()

4 A=(21), B=(3 -15)
6. Encuentre, si es posible, AB y BA.
5 0 0 30 0
a) A= 0 -3 0 [, B=|104 0
0 0 2 0 0 —2
5 -3 1
2 1 =10
1 2 0
b) A(i% -2 0 , B =
1 0 4
-2 1 2
0 -2 3
12 3 200
c) A= 2 3 1|, B=|0 20
3 1 2 00 2
-3
0 A1) ()
2
-2
e) A=(3—1 4), B= )
5
7. Sean

Compruebe el enunciado.
a) (A+ B)(A— B) # A*> — B? donde A*> = AAy B? = BB.
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b) (A+ B)(A+ B) # A + 2AB + B
¢) A(B+C)=AB+ AC.
d) A(BC) = (AB)C.

8. Encuentre la inversa de la matriz, si existe.

2)

-~ W
ot N
N——

@)
SN—
W N =
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