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Prefacio

Este texto de estudio esta dirigido a estudiantes de primer ciclo de ense-
nanza en la Universidad de Santiago de Chile. En él se abordan los aspectos
basicos de matematica, como son sus fundamentos axiomaticos a partir de
la l6gica y la teoria de conjuntos. Se han escrito los primeros capitulos de
este libro en la conviccién que una buena base formativa en el primer ano de
ensenanza universitaria son fundamentales para el buen avance y progreso
del estudiante en su trayecto en la universidad. De esta manera se aborda
desde un principio la idea de la demostracién o prueba matemadtica pero
de una manera simple y gradual, avanzando hacia formas mas abstractas
hacia el final del segundo capitulo. En el tercer capitulo se aborda un clasico
tema: Induccion Matematica. Se espera que con una buena comprension y
ejercitacion de los contenidos previos, el estudiante pueda abordar este topico

con menor grado de dificultad que el que tradicionalmente ocurre.

Los capitulos siguientes son una eleccién arbitraria del autor. Se pre-
tende cubrir materias que requieren de un manejo fluido y que son el minimo
necesario para tratar de asegurar el éxito posterior del estudiante. Es comun
encontrar jovenes con falencias cuya causal es motivo de discusion y preocu-
pacién en diversos estamentos. Sin embargo el objetivo aqui es ocuparse del
problema, e intentar dar los elementos para resolverlo. Para ello, el cuar-
to y quinto capitulos comienzan abordando conceptos béasicos de geometria
analitica. La idea de gréfico, recta y funciones cuadraticas son cubiertos
con gran detalle. El sexto capitulo cubre el material de funcién exponen-
cial y logaritmo. Es comun encontrar fallas en el estudiante cuando ocupa
propiedades bésicas de estas funciones que son fundamentales en algebra y
calculo avanzado. Sin embargo un adecuado estudio mediante la visualizacién
grafica y, a partir de ello, el estudio de sus principales propiedades subsana

notablemente el problema. Finalmente, el séptimo capitulo introduce la no-



cién de sistemas de ecuaciones y matrices, a fin de preparar el camino para
un curso posterior sobre teoria de matrices y algebra lineal.

No es facil escribir un texto de matematica a nivel elemental cuando ya
se han escrito muchos y de muy buena calidad. Es factible, sin embargo,
reorganizar el material ya existente en un texto que esté orientado a las
condiciones particulares de los estudiantes de una universidad o de un pro-
grama particular. Esto es precisamente lo que se ha pretendido hacer de
estos apuntes.

El autor agradece desde ya a aquellos lectores que puedan contribuir a
la mejoria de estos apuntes y a la ensenanza de la matemética mediante sus
opiniones y sugerencias.

Especiales agradecimientos a Maricel Caceres, quien escribié en Latex, en

tiempo récord y con mucha dedicacion y paciencia el material de este texto.

Dr. Carlos Lizama

Santiago, 2002.
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Capitulo 1
Loégica

1.1 Tablas de verdad

La construccion de la logica se realiza mediante proposiciones. Una proposi-
cion es una sentencia declarativa la cual puede ser verdadera o falsa, pero
no ambas al mismo tiempo, por ejemplo, “2 es mayor que 3"y “todos los
triangulos equilateros son equiangulares” son proposiciones, mientras que “xr <
37y “esta afirmacién es falsa”no lo son (la primera de estas es una senten-
cia declarativa pero no se le puede asignar un valor de verdad hasta que se
conozca lo que “x”representa; por otro lado, no es posible asignarle un valor

verdad a la segunda).

Denotaremos las proposiciones por letras mintusculas : p, ¢, r, s, etc. En
cualquier discusién dada, diferentes letras pueden o no representar diferentes
proposiciones, pero una letra que aparezca mas de una vez en una discusion
representa siempre la misma proposiciéon. A una proposicion verdadera co-
responde el valor de verdad V' (verdadero) y a una proposicién falsa un valor
de verdad F' (falso). Asi, “2+ 3 < 7”tiene un valor de verdad V, mientras

que “2 4+ 3 = T’tiene un valor de verdad F'.
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Nos interesa combinar proposiciones simples (o subproposiciones) para
construir proposiciones més complicadas (o proposiciones compuestas). Se

¢ 7

combinan proposiciones con conectivos que, entre otros, son “y 7, “o "e
implica 7.
Si p, q son dos proposiciones, entonces “p y ¢”es también una proposicién

llamada la conjuncion de p y q, y denotada por

PAg.

El valor de verdad de p A ¢ depende de los valores de verdad de las proposi-
ciones p y ¢ : p/q es verdadera cuando p y ¢ son ambas verdaderas, de otra
manera es falsa. Notar que este es el significado usual que se asigna a “y”
Una manera conveniente de describir lo anterior es por una tabla de ver-
dad. Como cada una de las proposiciones p, g tiene dos valores posibles de
verdad, juntas ellas tienen 2 x 2 = 4 posibles valores de verdad de manera

que la siguiente tabla combina todas las posibilidades :

b/Aq

D
\Y4
v
F
F

H < H <|a
H g D < | >

La tabla anterior se considera también como la definiciéon del conectivo A.

Notar que la tabla anterior no tiene nada que ver con p y ¢; estos tltimos
son so6lo variables, en la misma forma que tiene el rol de x en la notacién
funcional f(z) = 2z — 3.

Para mejor comprensién de este punto se propone el siguiente :

Ejercicio : Se define el conectivo x como p x g es verdadero soélo cuando

q es verdadero y p es falso, y es falso de otra forma.
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a) Escribir la tabla de verdad de p «g.
b) Escribir la tabla de verdad de g * p.

Otro conectivo comun es “0”, llamado también disjuncion. La disjuncién

de p y q denotada por
pVg,

es verdadera cuando al menos uno de p, q es verdadero. Este es llamado el
“o inclusivo 7. Observemos que en la conversacion habitual se usa a menudo
“0”en el sentido exclusivo, esto es, valido sélo cuando exactamente una de las
subproposiciones es verdadera. Por ejemplo, la verdad de “cuando me llames
estaré en el dormitorio o paseando al perro”no incluye usualmente ambas
posibilidades. En matematica se usa siempre el “o”en el sentido inclusivo y

su tabla de verdad es la siguiente :

p
v
v
F
F

o< ™ < |
b o< < <<

Dada cualquier proposicién p, se puede formar una nueva proposicion con el

valor de verdad opuesto, llamado la negacion de p, que se denota por

También se lee :“no p”. La tabla de verdad es

p|—p
Vi F
F| V
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Ejemplos

a)3+5>T7.

b) No es el caso que 3+ 5 > 7.

c)3+5<T.

d) 2? — 3z +2 = 0 no es una ecuacién cuadratica.

e) No es verdad que 22 — 3z + 2 = 0 no es una ecuacién cuadrética.
)

f) 2 — 3z 4+ 2 = 0 es una ecuacién cuadratica.

Observemos que (b) y (c) son negaciones de (a); (e) y (f) son negaciones de

(d). Sin embargo, (c) y (f) se prefieren sobre (b) y (e) respectivamente.

Se usara la misma convencion para — que como para — en algebra, esto
es, se aplica sélo al simbolo siguiente, que en nuestro caso representa una
proposicién. Asi —pV ¢ significa (—p) V g en vez de =(pV q), tal como —3+4

representa 1 y no —7.

La convenciéon anterior no es siempre facil de entender en el lenguaje
habitual. Supongamos que p representa “2+42 = 4”7y ¢ representa “3+2 < 4
7. Entonces “No es el caso que 242 =4 6 3+ 2 < 47 significa —(p V q) o
(-p)Vaq?

Si adoptamos la primera forma entonces ;Cémo escribimos la segunda
en palabras? Adoptaremos la siguiente convencién: la frase “no es el caso
que " (o cualquier otra similar como “es falso que”) se aplica a todo lo que
sigue, salvo por algun tipo de puntuacion gramatical. Asi “ no es el caso que
2+2=4063+2 < 4’significa —(p V ¢), mientras que “no es el caso que
2+2=14, 03+ 2 < 4"significa =-p V q.

Las tablas de verdad se pueden utilizar para expresar los posibles valores

de verdad de proposiciones compuestas. Por ejemplo, construyamos la tabla
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de verdad para —(p V —q) :

plal-q|pv-q|—(pV-q)
V|V| F \Y% F
VIF| V \Y% F
F|V| F F \%
F|F| V \Y% F

Ejercicio : Construir las tablas de verdad para

a) —pVq.

1.2 Implicacién y Bicondicional

Si escribimos las tablas de verdad de =(pAq) y =pV—q (Ejercicio (d) y (f) de la
seccién anterior) y las comparamos, notaremos que estas dos proposiciones
tienen el mismo valor de verdad de manera que, en algin sentido, son lo

mismo. Este es un concepto importante que requiere una definicién.

Definicién 1 Suponga que dos proposiciones p, q tienen la misma tabla de
verdad. Entonces diremos que p y q son logicamente equivalentes, lo cual se
denotara

p<—4q.
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Basicamente, cuando dos proposiciones son logicamente equivalentes ellas
tienen la misma forma, y se puede sustituir una por la otra en cualquier otra
proposicién o teorema. Es importante notar que es la forma y no el valor de
verdad de una proposicién lo que determina si ella es (o no es) légicamente
equivalente a otra proposicién. Por ejemplo, “2 42 = 47y “7 — 5 = 2”7son
ambas proposiciones verdaderas pero no son légicamente equivalentes ya que
ellas tienen diferentes tablas de verdad (si se representa la primera por p
entonces la otra necesita tener otro simbolo, digamos ¢, y sabemos que estas
no tienen la misma tabla de verdad). Por otra parte, “24+3 =56 3—4 = 2"y
“3—4=2062+3=25" sonlégicamente equivalentes. Para comprobar esto,
sea p que represente “3 —4 = 2”7y q represente “2 4+ 3 = 5”7. Entonces la
primera es de la forma ¢V p y la segunda es de la forma pV q. Si construimos
la tabla de verdad comprobamos que ambas son iguales (Ejercicio).

Usando la idea anterior de equivalencia logica se puede establecer la
relacién entre negacion, conjuncién y disjunciéon, llamado Leyes de De Mor-

gan : Sean p, q proposiciones. Entonces
~(pVaq) = pA—q

“(pAq) <= —pVq.

La segunda de ellas se verificé en ejercicio (d) y (f) de la seccién anterior. La

primera se deja como ejercicio.

Una de las formas proposicionales mas importantes en matematica es
la implicacién, llamado también condicional. En efecto, todos los teoremas
en matematica tienen la forma de una implicacién : Si “hipdtesis” entonces
“conclusion”.

La forma general de una implicacién es “si p entonces ¢”, donde p, ¢ son

proposiciones. Se denota lo anterior como

p—4q.
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En el condicional p — ¢, p se llama la premisa (o hipdtesis, o antecedente) y
q se llama la conclusion (o consecuencia, o consecuente). La tabla de verdad

dep— qes

plaq|p—4
V|V \Y
V| F F
FlV \Y
FIF \Y

Si pensamos sobre el sentido usual que le damos a implica, coincidiremos
en que las dos primeras lineas de la tabla anterior corresponde al sentido
comun, pero las dos ultimas no lo son. Naturalmente, esto es propio de
una definicion, sin embargo es interesante observar que la definicién anterior
también coincide con el sentido comtn en al menos un ejemplo.

Para este fin consideremos la “parabola del cliente insatisfecho”. Suponga-
mos que hemos comprado un detergente llamado Omo , después de escuchar
un anuncio publicitario que dice “Si usted usa Omo entonces su lavado serd
blanco”. ;Bajo que circunstancias nos quejariamos con el fabricante? Cier-
tamente no lo harfamos si no usamos Omo (el anuncio publicitario no dice
nada de lo que sucederd si, por ejemplo, usamos Drive). Tampoco nos que-
jariamos si usamos Omo y nuestro lavado resulta blanco. De esta manera,
solo podemos quejarnos si usamos Omo y nuestro lavado no resulta blanco
(como promete el anuncio).

Usando nuestra notacién proposicional denotemos por p “usamos Omo’y
por g “nuestro lavado es blanco”. Entonces la promesa del anuncio publici-

tario es
p—4q

y nos quejaremos (esto es, la promesa es falsa) sélo cuando

P A g
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es verdadera. Asi, p A —q deberia ser 16gicamente equivalente a —(p — ¢q).

Escribiendo la tabla de verdad de p A —q obtenemos

Pl q|pimq
V|V F
V| F \Y
FlV F
FIF F

Como la tabla anterior es légicamente equivalente a la negacién de p — ¢,
la tabla de verdad de p — ¢ deberia ser la negacién de ésta (chequee esto
observando la tabla de p — ¢). De esta forma nuestra definicién légica de
implicacién coincide con nuestro sentido comun (al menos en lo que a lavado

se refiere).

Notemos que el tinico caso en el cual p — ¢ es falso es cuando p es ver-
dadera y ¢ es falsa; esto es, cuando la hipotesis es verdadera y la conclusion

es falsa. Asi, las siguientes implicaciones son todas verdaderas.

a) Si 242 =4 entonces 1 + 1 = 2.
b) Si 2+ 3 =4 entonces 1 + 1 = 5.
¢) Si verde es rojo entonces la luna estd hecha de queso.

d) Si verde es rojo entonces la luna no esta hecha de queso.

€)7T<2si2<1.

Observando la tabla de verdad debe notarse que si una implicacién (p —

q) es verdadera entonces su conclusion (q) puede ser verdadera o falsa (Ejem-
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plos a) y b)):

plq|p—4
V|V \Y4
V| F F
FlV \Y
FIF \Y

Sin embargo, si una implicacién es verdadera y la hipdtesis es verdadera en-
tonces la conclusion debe ser verdadera (linea 1 de la tabla anterior). Esta es
la forma basica de un teorema en matematica : Si se conoce que un teorema
(una implicacién) es correcto (verdadero) y la hipdtesis del teorema es ver-
dadera entonces podemos tomar la conclusién del teorema como verdadera.

Existen varias formas de establecer el condicional en palabras. Las sigui-
entes son todas equivalentes :

a) Si p entonces q.

b) p implica gq.

¢) p es més fuerte que gq.

d) g es mas débil que p.
)
)
g)
h)

i) Una condicién necesaria para p es q.

e) p solo si q.
q sip.

p es suficiente para q.

—

g es necesario para p.

j) Una condicién suficiente para q es p .
La mayoria de las veces usamos las dos primeras, pero es importante familia-
rizarse con el resto.

Si observamos la tabla de verdad de p — ¢ se nota que no es simétrica
con respecto a p y ¢; esto es, la tabla de verdad de p — ¢ no es lo mismo que
la tabla de verdad de ¢ — p. En otras palabras, estas dos proposiciones no

son logicamente equivalentes de manera que no podemos sustituir una por la



1.2. IMPLICACION Y BICONDICIONAL 15

otra. Debido a esta pérdida de simetria es conveniente hacer las siguientes
definiciones:

Dada una implicacién p — q :
g — p se llama la reciproca,

-p — g se llama la nversa,
-q — —p  se llama la contrapositiva .

Nétese que la contrapositiva es lo mismo que la implicaciéon. No asi la inversa.

Uno de los errores l6gicos mas comunes es el de confundir una implicacién
con su inversa. Por ejemplo si nos dicen “Si usa Omo entonces su lavado
serd blanco” (lo cual puede ser cierto) uno podria creer que si no usamos
Omo entonces nuestro lavado no serd blanco. Pero esto es la inversa de la
afirmacion original.

Sin embargo, una implicacién y su contrapositiva son légicamente equiva-
lentes y se pueden usar indistintamente. En este caso, esto significa que si
nuestro lavado no es blanco entonces no usamos Omo (forma equivalente del

aviso publicitario).

El dltimo conectivo que trataremos sera el bicondicional. Si p, ¢ son dos
proposiciones entonces la proposiciéon “p si y sélo si ¢” (abreviado “p ssi ¢”),
se denota por

p—4q,
y se llama el bicondicional. Diremos que p «— ¢ es verdadero cuando p, ¢
tienen el mismo valor de verdad y falso cuando tienen distintos valores de
verdad. La tabla es :

D—4q

P
\Y
\Y
F
F

H < = <|<

< =9I
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Otras formas de expresar p «—— ¢ son :

p es necesario y suficiente para q.

p es equivalente a q.

Como los nombres (bicondicional, si y s6lo si) y notacién sugieren, exis-
te una conexion entre condicional y bicondicional. En efecto, p «— ¢ es

légicamente equivalente a (p — ¢) A (¢ — p) (Ejercicio).

1.3 Tautologias

Una clase importante de proposiciones son aquellas cuyas tablas de verdad
contienen sélo V' en la columna final; esto es, proposiciones que son siempre
verdaderas y el hecho que ellas lo sean depende sélo de su forma y no del
significado que se le asigne a ellas. Por ejemplo : pV —p. Tales proposiciones
son llamadas tautologias.

Es importante distinguir entre proposiciones verdaderas y tautologias.
Por ejemplo “2 + 2 = 4”es una proposicién verdadera, pero no es una tau-
tologia debido a que su forma es p, la cual no es siempre verdadera (por
definicién de proposicién). Por otro lado “5 es una raiz de 17 6 5 no es una
raiz de 17”es una tautologia independientemente de lo que signifique “raiz”.
Esta es una tautologia en virtud sélo de su forma (p V —p).

La negacién de una tautologia, esto es, una proposicion que es siempre
falsa, es llamada una contradiccion. Debemos distinguir entre contradicciones
y afirmaciones falsas en la misma forma en que distinguimos afirmaciones
verdaderas y tautologias.

Como ejemplo considere : p — (pV ¢) una tautologia y (p — ¢) A (p A

—q), una contradicciéon (Ejercicios).
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La siguiente es una lista de las tautologias mas comunes.

1.
2.
3.

10.

11.

12.

13.
14.

15.

pV p

=(p A —p)

p—Dp

a) p«—(pVp)
b) pe—(pAp)

f s o EoZTEIZTE T T
— T ~— T ~—

} leyes de idempotencia

pVq)— (q¢Vp)
pAq)— (gNAp) leyes conmutativas
p—q) (¢ <—p)
pv<qu>>%<<pvq>vr>} | -
eyes asoclativas
pA(gAT)) = ((PAg) AT)
pA(gVr)) = ((pAgV(pAT) o
leyes distributivas
pV(gnr) ——((pVgA(pVr)
pVe)—p
pAc)«—c . :
leyes de identidad
pVt)—t
pAt)—— D

(PAa)— (o ) leyes de De Morgan
—|(p V q) — (—|p N —|q)
——q)— (p—q)N(g—p)
—q)— (pAq)V (=pA—q) equivalencias

p q) (—p —q)

p—q) < (-pVyq) } o
implicacién

—|(p — q) — (p/\ —|q)

q) «— (g — —p) contrapositiva

q) «— ((pAN—q) — ¢) reduccion al absurdo

(p—r)A(g—71) —((pVa) —r)

P—Np—r1))— @ — (A7)
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16. (pAg) — 1) «— (p— (g — 1))
17.p— (pVyq)

23.
24.
25.

18. (pANg) —p
19. (pA(p—1¢q)) —¢q modus ponens
20. (p — @) N—q) — —p modus tollens
2. (p — @ N(g—1) — (p—1) silogismo
22. ((pV g N—p) —q silogismo disjuntivo
(
(
(

En general se debe conocer la tabla anterior lo cual no es dificil si notamos

que muchas de las tautologias anteriores estdn ya incorporadas en nuestra

manera de pensar. Por ejemplo, si decimos “Este chaleco es de nylon o lana.

No es de nylon” ; Qué podemos concluir sobre el chaleco? Concluimos que es
4

un chaleco de lana, y en esto hemos usado el siguiente silogismo :

(V@) AN=p) —q.

Similarmente, si decimos “Si hago las tareas entonces me gusta la clase. Yo
hice las tareas hoy”, concluimos que a la persona en cuestion le gusta la clase

de hoy. Esto es una aplicaciéon de Modus Ponens

(A (p—1q) —q

1.4 Argumentos y el principio de demostracién

., Cémo ganar un argumento? Aparte de intimidacién, abuso de poder, coer-

cion, ete. Estamos hablando de convencer a alguien por medio de un razona-
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miento logico. Si decimos : jAceptas que p, ¢ y r son verdaderas? y la
respuesta es : Si, por supuesto; se puede decir : Entonces concluimos que t
debe ser verdadera. Para ganar un argumento, entonces, debemos hacer uso
de que

(pAgNAT)—1

es una tautologia, esto es, no hay forma que p, ¢, r sean verdaderas (aceptadas
por nuestro oponente) y nuestra conclusion t sea falsa.

En matematica las demostraciones llevan la misma idea : Se debe mostrar
que siempre y cuando las premisas del teorema sean verdaderas, la conclusion
es también verdadera.

En lo que sigue, intentaremos poner esta idea de manera formal.

Por un argumento (o teorema) entenderemos una proposicién de la forma

(Pt Apa A Apn) — g

Llamaremos a py, po, . .., pn las premisas (o hipdtesis) y ¢ la conclusion.

Un argumento es vdlido (o el teorema es verdadero) si este es una tau-
tologfia.

Observemos que un argumento valido es una implicacién logica. Asi, silas
premisas son todas verdaderas y el argumento es véalido entonces la conclusion
debe ser verdadera. Note que si un argumento es valido, la conclusiéon podra
ser verdadera o falsa; todo lo que se asegura es que si las premisas son
todas verdaderas entonces la conclusion debe ser verdadera. Por ejemplo,

consideremos el siguiente argumento

(mg N (p— q) — —p.

El argumento anterior también se podria escribir como sigue
-q
p—4q
-p
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Para probar la validez del argumento se puede usar una tabla de verdad:

pla|-p|l-qglp—q|"gANDP—0q|(~aN{P—4q)— P
V|V| F | F \Y% F \Y%
V|F| F |V F F \Y%
F|V|V | F \Y% F \Y%
FIF| V|V \Y% \% %

Como el argumento es una tautologia, este es una argumento valido. Note

que esto significa que siempre y cuando las premisas sean todas verdaderas

(en este caso la linea 4), la conclusién es también verdadera.

Ahora consideremos el siguiente argumento

Escribimos la tabla

-p

E

pla|=p|oqglp—q|pAN{DP—09|(~pPAN(P—0q)— ¢
VIV F | F \% F \Y
VIF| F |V F F \Y
FIV|V |F \% \% F
FIF| V|V \% \% \Y%

Como este argumento no es una tautologia (en linea 3 se observa que las

premisas son verdaderas pero la conclusién es falsa) éste no es vélido.

Para hacer los ejemplos anteriores un poco mas concretos, sea p que

representa “2 + 2 = 47y ¢ representa “3 + 5 = 77. Entonces el primer

argumento se traduce como
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3+5#T7
Si2+2=4entonces3+5=7
24+2#4

El segundo es

24+2#4
Si2+2=4entonces3+5=7
3+5#£T

En el primer caso (un argumento valido) se ve que la conclusién es falsa,
mientras que en el segundo caso (un argumento no valido) se ve que la con-
clusién es verdadera. ;Qué sucede? La respuesta es que la validez (o no) de
un argumento esta basada solamente en la forma del argumento y no tiene
nada que ver con la validez o falsedad de las proposiciones involucradas.

Otra vez, es importante recordar que la validez de un argumento garantiza
la verdad de la conclusién sélo cuando todas las premisas son verdaderas.
En el primer argumento observamos que la segunda premisa, “Si 2 + 2 =4
entonces 3 + 5 = 7"es falsa.

Aunque el procedimiento anterior usando tablas de verdad para chequear
la validez de un argumento es simple, no es muy conveniente cuando hay un
gran nimero de proposiciones.

Otro método de probar la validez de un argumento es llamado el principio
de demostracion :

Una demostracion que el argumento (p; Apa A---Ap,) — ¢ es valido es
una secuencia de proposiciones s, Sa, . . ., Sy tal que s, (la ltima proposicién
en la secuencia) es q y cada s;, 1 < i <k, en la secuencia satisface uno o mas
de los siguientes requerimientos :

a) s; es una de las hipétesis

b) s; es una tautologia
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c) s; es una légica consecuencia de proposiciones anteriores en la secuen-
cia.
Como un ejemplo de esto, consideremos el siguiente, que chequeamos

anteriormente usando tabla de verdad

g
p—4q
-p

Una demostracion seria como sigue :

Proposicion Razon
1. —q hipétesis
2. p—q hipotesis
3. —q — —p contrapositiva
4. -p modus ponens

Existen varias maneras de hacer una demostracion correctamente y aun en

este simple caso se puede proceder de manera un poco diferente :

Proposicion Razon
1. —q hipotesis
2. p—q hipotesis
3. —p modus tollens

Ejercicio : Establezca la validez del siguiente argumento usando el método

de demostracion

pVyq

q—7Pp

p—4q
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Una extension del principio de demostracion, llamado el método de prue-
ba indirecta (o prueba por contradiccién), esta basada en la reduccion al

absurdo. Aplicando esta forma a nuestro argumento, obtenemos

(prApa Ao App) — q) «— ((p1 Apa Ao App Aq) — c).

Ya que esta es una equivalencia logica podemos substituir el lado derecho por
el lado izquierdo. Esto significa, en lo que se refiere a nuestra demostracion,
que se tiene una hipétesis adicional, —¢ (la negacién de la conclusién) y
nuestra demostracién estara completa cuando se obtiene una contradiccién
(cualquier contradiccién).

Como un ejemplo de este método, consideremos el siguiente ejemplo:

pVyq
q——7p
pP—4q
q
Proposicion Razon

1. -q hipétesis
2. pVq hipétesis (negacién de conclusién en prueba indirecta)
3. p consecuencia de 1y 2 (£ 22 de la lista)
4. p —q hipétesis
5. q consecuencia de 3 y 4 (modus ponens)
6. qA—q consecuencia de 1y 5
7. q consecuencia de 6 (prueba indirecta)

Es interesante notar que la hipdtesis ¢ — —p no fue usada en esta de-
mostracion. Se deja como ejercicio hallar una prueba directa de la validez

del argumento sin usar esta hipotesis.
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El principio de demostracién nos da un buen método para establecer
la validez de argumentos pero tiene la desventaja de no mostrar que un
argumento no es valido. El hecho que no se pueda dar una demostracién de
un argumento particular, no es suficiente para demostrar que un argumento
no es valido.

Sin embargo, existe otra manera, distinta a usar tablas de verdad, de
mostrar que un argumento no es valido. Si recapitulamos a que se entiende
por un argumento valido, recordaremos que la conclusion debe ser verdadera
siempre y cuando todas las premisas sean verdaderas. De esta manera, si
se puede hallar solo un caso donde las premisas son verdaderas pero la con-
clusién es falsa, entonces se tendra probado que el argumento no es valido.

Por ejemplo consideremos el siguiente argumento

p—4q
AL
q—p

Se observa que si g es V' y p es F' entonces
p—q es \%4

—-pVq es \%

pero ¢ — p es F'. Luego, el argumento no es valido.

1.5 Cuantificadores

Vimos en la seccion anterior que “xr < 3”no es una proposicion. Sin embargo,

se puede considerar como una funcidn proposicional (x es una variable).
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Lo anterior es similar al concepto de funcién : Por ejemplo, si f(x) =
2z + 3, entonces f(—1)= -5y f(5) =T.

Denotemos por p(z) a “x < 3"y consideremos como dominio de p(z)
a R (conjunto de los nimeros reales). Luego, si x = 2 se obtiene p(2) :
“2 < 3"que es una proposicién con valor de verdad V. En cambio si x = 8
se obtiene p(8) : "8 < 2”que es una proposicién con valor de verdad F.

Otro ejemplo de funcién proposicional es: “x < y”. Denotémosla: p(x,y).
Entonces: p(1,2), p(—2,14) y p(0,5) son proposiciones con valores de verdad
V vy p(0,0), p(2,1) y p(m, 3) son proposiciones con valores de verdad F'.

Sea D el dominio de una funcién proposicional p (en general este dominio
se da explicitamente o bien se infiere del contexto).

Un método de hacer de una funciéon proposicional una proposicién, es
substituyendo elementos de D en p, como vimos. Un segundo método se
denomina cuantificacion.

Bésicamente hay dos formas de cuantificar una funcién proposicional. La
primera es anteceder la funcién proposicional con “Para todo x en D tal
que”. La notacién es:

Vzen D, p(x).

La segunda es anteceder la funcién proposicional con “Existe un x en D tal

que”. La notacion es:
dren D> p(x) 6 Jzen D tal que p(x).

V se denomina cuantificador universal
3 se denomina cuantificador existencial.

Se asignan valores de verdad a las proposiciones anteriores: Asi,
Vzen D | p(x)

tiene un valor de verdad V si p(x) es verdadero para cada interpretacion de

z en D. De otra manera tiene el valor de verdad F.
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Por ejemplo, si D = {x1, 2y, ...,2,} entonces
Vazen D, p(x)
es equivalente a la conjuncion:
p(z1) Ap(xe) Ap(ag) A~ Ap(z,).

Por otra parte,

Jxzen D 3 q(x)

es equivalente a la disjuncion, esto es:

p(x1) Vp(x2) V p(x3) V-V p(xy).

Por ejemplo, si D = {1,2,3,4}, S = {—1,0,1,2} y p es la funcién proposi-

cional p(z) : “x < 3”entonces
Vzen D, p(x)
es falsa (ya que p(3) es falsa). Por otra parte,
VezenS, p(x);dzen D> p(r)
son verdaderas.

Observacion : El valor de verdad de una funcién proposicional cuantifi-

cada depende del dominio utilizado.

1.6 Métodos de Demostracion

La mayoria de las demostraciones en matematica estan escritas de manera

“informal”. Sin embargo, ellas utilizan la misma estructura légica en cada
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caso: Asumiendo que las hipdtesis son verdaderas, se escribe una secuencia de
proposiciones que son consecuencia logica de lo que se ha escrito previamente,
finalizando con la conclusion del teorema.

Por ejemplo:
Teorema 2 Sim yn son enteros pares entonces m +n es un entero par.

(Recordemos que un entero n es par si existe un entero k tal que n = 2k; n

es impar si existe un entero k tal que n = 2k + 1.)

Demostracion. Sean m y n enteros pares. Entonces existen enteros j, k
tales que m = 25, n = 2k. Asi m+n = 2j + 2k = 2(j + k). Por lo tanto,

m + n es par. n

La demostracién anterior es directa.
Observemos que en el enunciado del Teorema hay cuantificadores “bajo

la superficie”. Un enunciado méas cuidadoso debiera ser :

“Ym ,Vn (mesparynespar) — (m-+mnespar)”.
., Cémo es que probamos el teorema considerando sélo dos enteros (m y n)
siendo que queremos probar que el resultado vale para todos los enteros?
. Habria sido diferente si hubiésemos solamente observado que 2 y 4 son en-
teros pares y que su suma, 6, es también par?

En efecto, es muy diferente. La demostracion anterior contiene un ejemplo
de el uso de: wvariables fijas pero arbitrarias.

Hay otros métodos usados comunmente para una demostracion:

- Contrapositiva

- Reduccién al absurdo.

Ambas estan basadas en las correspondientes equivalencias logicas:

(p — q) = (—q — —p)
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(p—q) = ((pA—q) — c).

Ejemplo: Prueba contrapositiva del Teorema 2. Nuestra hipotesis es m +n

no es par (la negacién de la conclusién).

Demostracion. Supongamos que m, n son enteros y m+n no es par, entonces
impar. Luego existe un entero k tal que m +n = 2k + 1.
Ahora, m es ya sea par o impar.
Si m es impar, entonces la demostracién esta concluida.
Si m es par, entonces existe un entero j tal que m = 2j.
Luego
n=m+n)—m=2k+1-2j=2(k—j)+ 1

Esto prueba que n es impar y la demostracién es completa. .

Analicemos esta demostracion en detalle:
Sea p: “m es un entero par”

q: “n es un entero par”

r: “m -+ n es un entero par”

Entonces el Teorema es:

(pAg) — .

Asi, la contrapositiva es:

-r — =(p A q).

Usando las leyes de De Morgan, se obtiene la forma equivalente:
—r — (pV —q)

y esta es la forma que se utilizé en la demostracion anterior. Una traduccion

de lo anterior en palabras seria:

“Sim 4+ n es impar entonces m es impar é n es impar 7.
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Asfi la forma contrapositiva del teorema tiene una disjunciéon como conclusién
y, recordemos, una disjuncién es verdadera cuando al menos una de sus
subproposiciones es verdadera. Asi, para demostrar que la conclusion es
verdadera se necesita demostrar que m es impar o n es impar.

La demostracién anterior hizo esto diciendo que m es impar o par (recor-
dar que p V —p es una tautologia) y entonces se consideran ambos casos (un
ejemplo de andlisis exaustivo): Si m es impar entonces “m es impar o n es
impar”es verdadero y la demostracién esta concluida. Si m es par entonces
n es impar (aqui se requirié un poco mas de trabajo), luego “m es impar o
n es impar”es verdadero, lo que concluye la demostracion.

Ejemplo: Prueba indirecta o por contradiccion del Teorema 2

(p—4q <= (p—14q9 —c)

> ((pA—q) — c).

Observe que esta prueba involucra partir con una hipdtesis adicional: La
negacion de la conclusién. La demostracion estd completa cuando se obtiene

una contradiccion.

Demostracion. Supongamos que m y n son enteros pares tales que m +n
es impar. Entonces existen enteros j, k tales que m =25 y m +n = 2k + 1.
Asi

n=m+n)—m=2k+1-2j=2(k—j)+1
por lo tanto n es al mismo tiempo par e impar, una contradiccién, lo cual

completa la demostracion. "

Una de las ventajas de la prueba indirecta es que nos da una hipdtesis
adicional con la cual podemos trabajar. Esto es particularmente 1util para

demostrar la no existencia de objetos matematicos.

Resumiendo las tres formas de demostracion, se tiene:
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a) Prueba directa : Se asume hipotesis
(cuerpo de la demostracion)

Conclusién.

b) Prueba contrapositiva: Se asume negacién de la conclusién
(cuerpo de la demostracion)

Conclusién.

¢) Prueba indirecta: Se asume hipdtesis y negacién de la conclusion
(cuerpo de la demostracion)
Conclusion.

Es importante notar que: No existe una forma de demostracion en la cual
se asuma la conclusion. Tampoco existe forma de demostracion en la cual se
asuma la negacion de la hipotesis.

Si el teorema a demostrarse tiene la forma p <— ¢ entonces la de-
mostracion se puede realizar en dos partes, una mostrando que p — q y
la otra mostrando que ¢ — p.

Usualmente no se puede usar una técnica de demostracion para mostrar
que una conjetura es falsa. En este caso se procede por contraejemplos.

Como ilustracion, la conjetura:
“Si z es un entero impar e y es un entero par entonces x + y es par ”

se puede mostrar que es falsa produciendo el contraejemplo x =3, y =2y
observando que x + y = 5 es impar. Asi, se ha construido un ejemplo que

satisface las hipdtesis pero no la conclusién.
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1.7 Ejercicios

1. Indique si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas.

a) Si241=4 entonces 3+ 2 =5.

b) Rojo es blanco si sélo si verde es azul.

¢) 24+ 1=3y3+1=>5implica que 4 es impar.
d) Si4 es impar entonces 5 es impar.

e) Si4 es impar entonces 5 es par.

f) Si 5 es impar entonces 4 es impar.

2. Sean p: “T esun entero par”’, ¢ : “3+1=4"y r: “24 es divisible por
877

a) Escriba en forma simbdlica y asigne valores de verdad:
i) 3+ 1+#4y 24 es divisible por 8.
ii) No es cierto que 7 es impar o 3+ 1 = 4.
iii) 3+ 1 =4 pero 24 no es divisible por 8.
b) Escriba en palabras y asigne valores de verdad:
i) pV—gq.
i) —(rAq).
iii) —rV —g.
3. Suponga que se define el conectivo x diciendo que p x ¢ es verdadera

solamente cuando ¢ es verdadera y p es falsa y es falsa en cualquier

otro caso.

a) Escriba la tabla de verdad para p % q.



32

CAPITULO 1. LOGICA

b) Escriba la tabla de verdad para ¢ * p.

c) Escriba la tabla de verdad para (p *p) xq.

4. Dé ejemplos de proposiciones légicas con las siguientes condiciones.

a) Implicacién verdadera con la conclusién falsa.

b) Implicacién verdadera con la conclusién verdadera.
¢) Implicacién falsa con la conclusién verdadera.

d) Implicacién falsa con la conclusién falsa.

e) Implicacién falsa con la hipotesis falsa.

f) Implicacién falsa con la hipétesis verdadera.

g) Implicacién verdadera con la hipétesis verdadera.
h) Implicacién verdadera con la hipétesis falsa.

5. Suponga que las proposiciones p, ¢ y r son verdaderas. ;Cuéles de

las siguientes proposiciones son verdaderas?

p—4q
q—D-

p— (qVr).

p<—T.

)
)
)

d) p—yq
)
) (aVp) —p
) (aAp) —aq.

6. ;Cudles de las siguientes proposiciones son tautologias, contradicciones

o contingencias?
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a) (~gAp)— (qV-p).

o

-p—D-

o

o

—pAp) — p.

¢}

(
(-pAp) —q.
f) (mgAp)— (p—q).

g

)
)
)
)
)
)
)

(p—q) «—r]—[p—(g—r)]
7. Emncuentre:

a) La contrapositiva de —-p — q.

=3

La reciproca de ~q — p.

o

o,

La negacion de p — —q.

)
)
) La inversa de la reciproca de ¢ — —p.
)
e)

La reciproca de —p A q.
8. ;Cual de las siguientes proposiciones es correcta?
a) (pe—q) = (p—q)
b) (p—q) = (p—0q)
) p—a)=q¢
9. (Es — asociativa?; estoes: (p —¢q) — )<= (p — (¢ — 1)).

10. ;Es «— asociativa?; esto es: ((p «— q) «— 1) <= (p «— (q «—

T)).

11. ;Cuéles de las siguientes proposiciones son tautologia?

a) Si2+ 2 =4 entonces 5 es impar.
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b) 3+1=4y5+3=8implica3+1=4.

¢) 3+1=4y5+3=38implica 3+2=05.

d) Rojo es amarillo o rojo no es amarillo.

e) Rojo es amarillo o rojo es rojo.

f) Si4 esimpar 6 2 es par y 2 es impar implica que 4 sea impar.
g) Si4 esimpar 6 2 es par y 2 es impar implica que 4 sea par.

12. Determine la validez de los siguientes argumentos usando tablas de

verdad.

a)p —q b) pVyq c)pV g
qV p r—q -p
q—p -7 —q

13. Dé ejemplos de proposiciones con las condiciones, donde sea posible y

si no es posible explique por qué.

a) El argumento no vélido con la conclusién falsa.

b) El argumento valido con la conclusién verdadera.

¢) El argumento no vélido con la conclusién verdadera.

d) El argumento vélido con la conclusién falsa.

e) El argumento vélido con la la hipdtesis verdadera y la conclusion

falsa.

f) El argumento no valido con la la hipdtesis verdadera y la con-

clusion falsa.

g) El argumento vélido con la la hipétesis falsa y la conclusién ver-

dadera.
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14. Establezca la validez de los siguientes argumentos usando las propiedades

logicas o, dé contraejemplos en caso que estos no sean validos.

a) "pVyq b) p—q c) ~pVyq
P r— g -r — g
q p— p—
d)p—gq e)pVg f)p—q
—q — T q— —r —q — T
s— (pVr) —r — p r— p
s —(pAq) —p



Capitulo 2

Conjuntos, Relaciones y

Funciones

2.1 Conjuntos

El término conjunto y elemento de un conjunto son términos primitivos y no
definidos. De un punto de vista intuitivo parece ser que cualquier coleccion de
objetos puede ser considerado un conjunto. Sin embargo esto no es asi, ya que
de lo contrario se llega a paradojas. En general podemos decir informalmente
que los conjuntos no pueden ser “demasiado grandes”. (El lector interesado
puede consultar la referencia: Charles C. Pinter, Set Theory, Addison-Wesley,
1971)

De esta manera, siempre supondremos que todos los conjuntos son el-
ementos de un conjunto universal, U. A menudo U no se menciona ex-

plicitamente, tal como ocurre con el dominio de una funcién proposicional.

Los conjuntos los denotamos por letras maytsculas:

A, B,C,...

36
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y los elementos por letras minusculas
a,b,c,....

“a es un elemento del conjunto A” (o “a es un miembro de A” o “a estd
en A” o “a pertenece a A”) se denota: a € A.
Si un conjunto no tiene muchos elementos se pueden escribir todos ellos.

Por ejemplo si A es el conjunto con los elementos 1, 2, 3, 4 se indica como:
A=1{1,2,3,4}.

Otra forma de especificar los elementos de un conjunto es dando una regla.
Por ejemplo:

A={a:aesunenteroy 1 <a <4}

A={z:(z—2)(x—1)(z—4)(z —3) =0}

representan el mismo conjunto.

La notacion {a : p(a)} se lee: “El conjunto de todos los a tales que p(a)
es verdadero”. También se escribe {a /p(a)}.

Note que el orden en el cual se escriben los elementos de un conjunto no

es importante.

Definicion 3 Un conjunto A es igual a un conjunto B, denotado A = B, si
y solo si cada elemento de A es un elemento de B y cada elemento de B es

un elemento de A. En simbolos:

(A=B)«— [Vx, 2 € A— 2 B)ANNVz,z2€B—zc A

(A=B)«— (Vo ,z€ Az € B).
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Ejemplo
{1,2,3} ={2,3,1} ={x:1 <2 <3y z es un entero }.

Los siguientes conjuntos son usualmente empleados en matemaética:

N = {z:x es un nimero entero z > 1}
= {1,2,3,4,...} (Conjunto de los nimeros naturales)
Z = {x:x esun entero }

., —2,-1,0,1,2,...} (Conjunto de los niimeros enteros)

Q = {gzx,yez,y#()}

4 3 2 101
= {..., Ty T T3 .} (Conjunto de los niimeros racionales)
R = {x:x es numero real }.

Definicién 4 Sean A, B conjuntos. Se dice que A es un subconjunto de B

st y solo si cada elemento de A es un elemento de B. Se denota por:
ACB ] B D A.

En simbolos:
ACB+«— Vz,z€ A— 2z €B).

Si A no es subconjunto de B, se escribe A ¢ B.
Note que A C A. Si A C B pero A # B se dice que A es un subconjunto

propio de B, v se escribe

ACB 10) B D A.
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Si A no es un subconjunto propio de B, se escribe:
Ad B.

Es posible tener un conjunto sin elementos. Por ejemplo, el conjunto de
todos los estudiantes que miden 6 metros. Tal conjunto se llama conjunto

vacio y se denota (). En simbolos:

0= {x:p(x) N=p(x)}

donde p(z) es cualquier funcién proposicional.

Definicién 5 Sean A, B conjuntos. La unién de A y B (denotada AU B)

es el conjunto de todos los elementos que estdn en A o en B. En simbolos:
AUB={x:x€ AVz € B}.

La interseccion de A y B (denotada AN B) es el conjunto de todos los

elementos que estdn en A y en B. En simbolos:
ANB={z:x€ ANz € B}.

Si AN B = 1), se dice que A y B son disjuntos.
El complemento relativo de A en B (o0 complemento de A con respecto a B),
denotado por B — A (0o B~ A) es el conjunto de todos los elementos en B

que no estan en A. En simbolos:
BNA={x:x € BAx¢g A}.

Si B es U, el conjunto universal, entonces U~ A={x:x € UANzx¢ A} =
{z : x¢ A} es llamado el complemento de A y se denota A° (o CyA).

Es 1til representar la definicién anterior en términos de Diagramas de Venn:
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a.>>a.
D)
G2 |5

AUB

L &

< B

Andlogamente se puede representar, por ejemplo, AN (B UC):

;‘p

Note que un diagrama de Venn con dos conjuntos consiste de 4 regiones,

mientras que un diagrama con tres conjuntos consiste de 8 regiones (2x2x2 =
8). Asi, un diagrama con 6 conjuntos requiere de 2% = 64 regiones. Esto hace

que los diagramas de Venn sean de uso limitado.

Definicién 6 Sea A un conjunto. El conjunto de todos los subconjuntos de
A, denotado por P(A) (0 24) se llama conjunto potencia de A (o partes de
A ). En simbolos:

P(A) = {B: B C Al.
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Ejemplo: Sea U =N ={z:x es un entero, x > 1} = {1,2,3,4,...}.

Sean A={x:zespar} , B={x:z=2k—1paraalgink € N},
C={y:y<4} ., D={1,3}.

Entonces

AUB=U ; AnNnB=0) ; A°=B ; A~B=A;
Be=A ; B~NA=B ; CnD=D ; C¢D;
D~C=0 ; DCC ; DcC ; D°DA;

P(D) ={0,{1},{3},{1,3}} ; 1¢D; 1eD; AUC=AUD;
0eP(D) ; {l}ePD) ; 1¢P(D).

En lo que sigue veremos algunos teoremas con respecto a propiedades de

conjuntos.
Teorema 7 Sean A y B conjuntos, tales que AN B = A. Entonces A C B.

Demostracion. Sean A y B conjuntos, tales que AN B = A. Sea a € A.

Entonces
“Algo usando la hipétesis AN B = A”

Asi, a € B. Por lo tanto A C B.

Comentarios

Se comenzo la demostracion “copiando el enunciado”. Esto es positivo
pero, en general, las demostraciones en matematica y especialmente en textos
avanzados, omiten esto y asumen que el lector lo infiere del contexto.

,Cuan detallada debe ser una demostracién? No hay una respuesta a

ello, pero por regla general se debe incluir suficiente informacién como para
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que una persona de un nivel menor a lo que se lee, sea capaz de entender la
demostracion.

Cuando se comienza a hacer demostraciones en matematica una buena
idea es escribirla con el suficiente detalle de manera que al volver a leerla, a
la semana siguiente, seamos capaces de entenderla. De lo contrario, debemos
incluir mayores detalles.

Note que la demostracion comienza: “Sea a € A”. Este es otro ejemplo
del uso de una variable “fija pero arbitraria”. Se asume que a es un elemento
de A pero nada maés.

Observemos que en “Sea a € A”estamos en realidad incluyendo dos casos,
uno de los cuales no hemos mencionado. Cuando se dice “Sea a € A”,
estamos asumiendo que A # ). ;Qué sucede si A = ()7 La razén de lo anterior
es que si A = () la demostracién es trivial. En efecto, () es subconjunto de
cualquier conjunto, en particular de B. Asi, cada vez que escribamos algo de
la forma :

“Sea a € A”

debemos estar siempre seguros que el caso A = () no causa problemas.
Ejercicio: Complete la demostracién anterior.

Teorema 8 Sean A y B conjuntos. Entonces

A—B=AnNDB"

Demostracion. Sean A y B conjuntos. Primero se prueba que A — B C
AN Be.

Sea v € A — B. Entonces ¢ € Ay x¢ B (definicion de A — B). Pero
x¢ B implica que = € B¢. Por lo tanto z € Ay z € B®. Luego = € AN B°.
Esto prueba que A — B C AN B°.
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Supongamos ahora que z € AN B°. Esto significa que z € Ay = € B¢
(por definicién de interseccién). Pero x € B¢ significa que ¢ B. Por lo
tanto z € Ay x¢ B, estoes, t € A— B. Asit ANB°C A— B. Ya que se ha
probado que A — B C ANB¢y AN B° C A — B, se tiene demostrado que
A—B=AnNB". .

Teorema 9 Si A, B, C son conjuntos con A C By B C C entonces A C C.

Demostracion. Sean A, B, C' conjuntos con A C By B C C. Sea a € A.
Ya que A C B se tiene a € B. Ademas, ya que B C C'y a € B se tiene que
a € C. Por lo tanto A C C. "

Teorema 10 Sean A, B conjuntos. Entonces

ACB+«— ANnB=A.

Demostracion. Sean A, B conjuntos. Primero, mostraremos que A C B
implica AN B = A.

Supongamos que A C B. Sea z € ANB. Entonces z € Ay z € B. Luego
z € Ay, por lo tanto, AN B C A.

Ahora, sea z € A. Yaque AC B, z€ B. Porlotanto z€ Ay z € B, lo
que significa z € AN B. Asi, hemos probado que A C AN B. Esto, junto a
AN B C A, implica que A = AN B.

Ahora, para demostrar que AN B = A implica A C B, supongamos que
ANB = A. Sea a € A. Entonces, ya que A = AN B, a € AN B. Luego,
a € B. Esto implica que A C B. "

Teorema 11 Sean A, B conjuntos. Entonces AN (B — A) = 0.
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Demostracion. Sean A, B conjuntos. Como () es un subconjunto de cualquier
conjunto se tiene ) C AN(B—A). De esta manera, sélo debemos mostrar que
AN (B — A) C (. Haremos esto indirectamente, esto significa que asumire-
mos que existe un elemento en A N (B — A) que no es un elemento de ()
y obtendremos una contradiccién. Note que como @) no tiene elementos, lo
unico que se puede hacer es asumir un elemento en AN (B — A) y llegar a
una contradiccién.

Suponga que existe y € AN (B — A). Entonces y € Ay y € B— A. Pero
y € B— A implica que y € By y¢ A. Asi, se tiene que y € Ay y¢ A, una

contradiccion. Esto completa la prueba. "

2.2 Conjuntos de validez de funciones proposi-

cionales

Como una aplicacion de la teoria de conjuntos desarrollada, consideremos la

siguiente definicién.

Definicién 12 Sea p una funcion proposicional con dominio D. El conjunto

de validez de p es:

P:={x € D : p(x) es verdadero }.
Ejemplos

a) Sea D = {1,2,3,4,6}, p(z) : “ z es par’”y ¢(x) : “ x es un primo”.
Entonces se tiene:
P =1{2,4,6} Q ={2,3}.
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b) Sea D =R, p(x) : “z? —3x+2 = 0"y g(x) : “sin?(z) + cos?(z) = 1".
Entonces
R

P=1{1,2) Q

(Verificacién: Ejercicio).

En algebra se denominan también a los conjuntos anteriores: Conjuntos
solucion.

Se pueden usar las operaciones entre conjuntos para expresar los conjuntos
de validez de funciones proposicionales compuestas. Asi, por ejemplo, si P,
@ corresponden a los conjuntos de validez de funciones proposicionales p, ¢

respectivamente, entonces
PNQ=A{z: plx)Ag(x)},
es el conjunto de validez para p(z) A q(z).
PUQ={z: p(z) Vq(x)},
es el conjunto de validez para p(z) V q(z).
Pe={z : —p(a)},

es el conjunto de validez de —p(x).

. Qué ocurre con p(x) — ¢(z)? Recordemos que

(p—¢q) <= (-pVa)

entonces se ve que
PCUQ = {z : ~p(z) V q(z)}

es el conjunto de validez de p(x) — q(z).
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Ejemplos

a)Sea D ={1,2,3,4,5,6}; p(x) : “zespar”, q(z) : “xesimpar”’, r(z) : “x
es 2 6 3”. Entonces :

i) El conjunto de validez de p(z) V q(z) es:
PUQ=D.
ii) El conjunto de validez de p(x) A q(z) es:
PNQ=0.
iii) El conjunto de validez de p(x) — ¢(x) es:
PrUQ=1{1,3,5).
iv) El conjunto de validez de —r(z) es:
R = {1,4,5,6).

b) Sea D = Ry p(x) : “o? — 3z + 2 > 0”. Entonces sabemos que,

algebraicamente, p(z) es equivalente a:

(x —2)(x—1) > 0.

Sean : pi(x): “c—2>0"
pa(z) : ‘o —1>07
p3(x) s ‘o —2<0”
pa(z) : “z—1<0”

Entonces p(x) es equivalente a:

[p1(z) vy p2(2)] 0 [ps(z) y pa()].
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Observemos ahora que (en notacién de intervalos):

P = (2,00)
P, = (1,00)
Py = (—0,2)
P, = (—o0,1).

Entonces, el conjunto de validez para p(z) es:
(PN P)U (PN Py),
esto es :
[(2,00) N 1,00)]U[(—00,2) N (—00,1)] = (2,00) U(—00,1) =R —[1,2].

(Verificacion: Ejercicio).

2.3 Relaciones

Sabemos que un conjunto esté determinado por sus elementos; esto es, {a, b} =
{b,a} y que el orden en el cual los elementos aparecen no hace diferencia.

En ocasiones, deseamos distinguir cuando los mismos elementos estan
puestos en orden diferente. Para hacer esto introducimos el concepto de par
ordenado.

Es posible realizar lo anterior en términos de conjuntos (ver lista de ejer-
cicios), sin embargo esta definicién no es muy 1til, de manera que conside-
raremos un par ordenado como un término indefinido. La notacién serd

estandar:

(a,b)
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donde a es el primer elemento y b es el sequndo elemento. La propiedad en

la cual estamos realmente interesados es:
Definicién 13 Sean (a,b), (c¢,d) pares ordenados. Entonces (a,b) = (c,d)
sty solo sia=cyb=d.
Note que la definicién anterior distingue orden: (a,b) # (b,a) a menos que
a=b.

Con el concepto de par ordenado, se puede definir una nueva operacion

entre conjuntos: El producto cartesiano de dos conjuntos:

Definicién 14 Sean A, B conjuntos. El producto cartesiano de A con B,
denotado A x B; es el conjunto de todos los pares ordenados con primer

elemento en A y sequndo elemento en B. En simbolos:
Ax B={(a,b) : a€ Aybe B}.
Ejemplo: Si A ={1,2,3}, B ={a,b}, C = () entonces:

Ax B = {(1,a),(1,b),(2,a),(2,0),(3,a),(3,b)}
Bx A = {(a,1),(a,2),(a,3),(b1),(b,2),(b,3)}
AxC = 0
BxC = 0.

Se puede graficar A x B en un arreglo rectangular:

b (1,b) (2,b) (3,b)
B
a (Lya) (2,a) (3,a)

1 2 3
A

Observe en este ejemplo que Ax B # Bx Ay que Ax C = B x C no implica
que A = B.
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Definicion 15 Sean A, B conjuntos. Una relacion de A a B es un sub-
conjunto de A x B. Si R es una relacion de A a B entonces un elemento

(a,b) € R serd denotado como:
aRb.

El dominio de R (denotado Dom(R)) es el conjunto de todos los primeros

elementos de R; en simbolos
Dom(R) ={a : (a,b) € R} ={a : aRb}.

La imagen de R (denotado por Im(R)) es el conjunto de todos los segundos

elementos de R; en simbolos
Im(R)=A{b: (a,b) e R} ={b : aRb}.

Observe que Dom(R) C Ay Im(R) C B.

Si A = B se dice que R es una relacion en A.

Ejemplo: Sea A = {1,2,3} y R la relacién “menor que”’en A; esto es:

aRb siy sélo si a < b. Se puede ilustrar lo anterior con un diagrama:

3 (1,3) (2,3) (3,3)
A 2 2) (2,2) (3,2)
1 , 1) (3,1)
1 2 3
A

donde cada elemento de este arreglo es un elemento de A x Ay, (1,3), (2,3)
y (1,2) son los pares ordenados de la relacién R.

En este ejemplo: Dom(R) = {1,2}, Im(R) = {2, 3}.
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Antes de seguir adelante con la teoria, veremos una serie de ejemplos para

fijar ideas.

a) Sea A el conjunto de todas las personas (vivas) del mundo. Para

x,y € A definimos:
xRy siy sélo si y es el padre de .

Entonces R es una relacién en A. Los pares ordenados son de la forma:

(x, padre de ) y Dom(R) = {z : uno de los padres de z esta vivo }.

Ejercicio: Encuentre Im(R).

b) Sea A = R. Para x,y € R definimos
TRy siy sélo si y = 22,

Entonces R es una relacién en R y los pares ordenados son de la forma (z, 22).
Note que lo anterior corresponde a nuestra familiar pardbola. Dom(R) =R,
Im(R) = {x : x > 0}. En general todas las funciones que conocemos son

relaciones.

¢) Sea A cualquier conjunto. Para x,y € A se define
xRy siy sélo si x =y.

Entonces R es una relacion en A. Los pares ordenados son de la forma (x, x),

Dom(R)=Ay Im(R) = A.
d) Sea A cualquier conjunto. Si B, C' son subconjuntos de A se define:
BRC siysélosi B CC.

Entonces R es una relacién en P(A) y Dom(R) = Im(R) = P(A). En

particular, si A = {1,2}, entonces

R ={(0,0),(@,{1}), (@,{2}), (0, 4), ({1}, {1}), ({1}, A), ({2}, {2}), ({2}, A), (A, A)}
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e) Sea A el conjunto de todos los chilenos y sea B el conjunto de enteros

positivos menor que 100.000.000. Para x € Ay y € B definimos
xRy siy solo si y es el numero de carné de .

Entonces R es una relacion de A en B. Los pares ordenados son de la forma:
( persona , nimero de carné de la persona ),

Dom(R) = {z : x es una persona que tiene un nimero de carné}y Im(R) =

{z : 2 es algin numero de carné }.

f) Sea A = {1,2,3}, B = {1,2}. Entonces R = {(3,1),(3,2)}, S = 0,

7 = A x B son todas relaciones de A en B.

Dom(R) = {3}, Im(R)={1,2}
Dom(S) = 0, Im(S)=10
Dom(T) = A, Im(T)=B.

Note que las relaciones no necesariamente “tienen sentido”, o poseen una

particular regla de formacion.

g) Sean A, B conjuntos de proposiciones y para p € A, ¢ € B se define:
pRq siy sélo si p — ¢ es una tautologia. Entonces R es una relaciéon de A
en By un par ordenado (p,q) € R siy sélo si ¢ es una consecuencia logica

de p.

Ejercicio: Encuentre Im(R).

h) Sea A el conjunto de todos los tridngulos en el plano. Si s,t € A

diremos que sRt siy s6lo si s es similar (semejante) a ¢. Entonces R es una
relacion en Ay Dom(R) = Im(R) = A (Verificacion: Ejercicio).
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i) Para z,y € R se define 2Ry si y sélo si + < y. Entonces R es una
relacién en R con Dom(R) = Im(R) = R.

j) Para x,y € Z se define xRy si y sélo si x divide a y (lo cual se denota:

x|y) y se define como:
x|y —— Iz €Z >y = xz.

Ast: 316, 2|8, —3]6, 3| —9, 2|0 y 2 no divide a 9, que se escribe 2 [9. Entonces
R es una relacién en Z, con Dom(R) = Im(R) = Z (ya que cada entero se di-
vide a si mismo). Elementos tipicos de R son: (1, 3), (7,21), (1001, 1001), (—1, 3).

k) Para z,y € N se define Ry si y sélo si 5|(x — y). Entonces R es una
relacién en N con Dom(R) = Im(R) = N (Verificacién: Ejercicio).

Existen ciertas propiedades que una relacién puede o no poseer; algunas

de las mas importantes son las siguientes:

Definicién 16 Sea R una relacion en el conjunto A. Diremos que:

a) R es reflexiva si y solo siVa € A, aRa.

b) R es simétrica si y solo si Va,b € A, aRb — bRa.

c) R es transitiva si y solo si Va,b,c € A, (aRbADRc) — aRe.

d) R es antisimétrica si y solo siVa,b e A, (aRbAVRa) — a =b.

e) R es irreflexiva si y solo siVa € A, =(aRa) (6 aRa).

f) R es completa si y sélo siVa,be A, a#b— (aRbV IRa).

g) R es asimétrica si y solo siVa,be A, aRb — —(bRa).

h) R es una relacion de equivalencia si y solo si R es reflexiva, simétrica
y transitiva.

i) R es un orden parcial si y solo si R es reflexiva, transitiva y anti-
simétrica.

7) R es un orden parcial estricto si y solo si R es irreflexiva y transitiva.

k) R es un orden total si y solo si R es un orden parcial y completa.
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1) R es un orden total estricto si y sélo si es un orden parcial estricto y

completa.
Ejemplo: Sea A= {1,2,3,4} y

R = {(1?2)7(273)}
S = {(171)7(
T = {(1,1),(

Entonces:

R no es reflexiva, no es simétrica, no es transitiva, es antisimétrica, es
irreflexiva, no es completa, es asimétrica.

S no es reflexiva, no es simétrica, es transitiva, no es antisimétrica, no es
irreflexiva, no es completa, no es asimétrica.

T esreflexiva, es simétrica, es transitiva, es antisimétrica, no es irreflexiva,

no es completa, no es asimétrica.

Se puede también tener una idea grafica de las propiedades anteriores.
Por ejemplo, si A = {1,2,3,4}, entonces para que R sea reflexiva, debe

contener al menos la diagonal principal.

4 (L4 (2,4) (3.4) (4,4)
3 (1,3) (2,3) (3,3) (4.3)
2 (12) (2,2) (3.2) (4,2)
1 (1L,1) (21 (3,1) (41)
1 2 3 4
A

Si R es simétrica, entonces su grafico debe ser simétrico con respecto a la

diagonal principal: Asi, si (2,3) y (4,2) son elementos de R entonces (3,2)
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y (2,4) deben también estar en R.

4 (L,4) (2,4) (3.4) (4,4)
3 (1,3) (2,3) (3,3) (4,3)
2 (1,2) (2,2) (3,2) (4,2)
1 (L) (21) 3.1) (4,1)
1 2 3 4
A

Algunos de los ejemplos dados (a)-k)) también satisfacen algunas propiedades
de la definicién 16. Por ejemplo:

= : es una relacién de equivalencia.

<y C : son ordenes parciales.

<y C : son ordenes parciales estrictos.

< : es un orden total.

< : es un orden total estricto.

En general, podemos pensar en relacion de equivalencia como una idea
abstracta de igualdad y en orden parcial como una idea abstracta del concepto

de orden en los numeros reales.

Definicién 17 Sea R una relacion de A en B. La relacion inversa, denotada

R, eslarelacion de B en A dada por: xR~y siy sélo siyRx. En simbolos:
R ={(x,9) : (y,7) € R}.
Se observa que Dom(R™!) = Im(R) y Im(R™') = Dom(R).

Por ejemplo, si R es la relacién “padre”del ejemplo a), entonces R~ es
la relacién “hijo”: xR~y si y sélo si y es un hijo de z.
Otro ejemplo es el siguiente: Si R es la relacién en N dada por 2Ry si y

sélo si x < v, entonces xR~y si y sélo si y < x.
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Definicién 18 Sea R una relacion de A en B y sea S una relacion de B en
C. Entonces R compuesta con S, denotada S o R, es la relacion de A en C

dada por
SoR={(x,z) : 3ye B3 [(z,y) € RA(y,2) € S]}.

La razén de revertir el orden de § y R en la notacién anterior tendra sentido
al trabajar con funciones posteriormente. Observe que, en efecto, S o R es
una relaciéon de A en C pues si (z,y) € R entonces v € Ay, si (y,2) € S
entonces z € C'. Luego So R C A x C.

Como un ejemplo de compuestas de relaciones, sean

A=1{1,2,3,4} , B={a,b,c} , C ={4,5,6}

R ={(L,a),(1,0),(3,a)} , S = {(a,5),(b,;4), (a,6), (c,6)}.
Entonces nos preguntamos: ;Qué segundas coordenadas de elementos de R
coinciden con primeras coordenadas de elementos de §7 Esto producira los
elementos de S o R.

Por ejemplo, (1,a) € Ry (a,5) € S nos da (1,5) € S o R. Continuando,

obtenemos:

(1,4) € SoR pues (1,b) e Ry (b4) €
(3,5) € SoR pues (3,a) e Ry (a,5) €
(1,6) € SoR pues (1,a) e Ry (a,6) €
(3,6) € SoR pues (3,a) e Ry (a,6) €
(1,5)

Asi, SoR = {(1,5), (1,4), (3,5), (1,6), (3,6)}.

Definicién 19 Sea A un conjunto. La relacion identidad en A, denotada

por 14, es definida por

Iy={(z,x) : z € A}
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Asi alab siy sélo sia=b.

Ejemplo Sea A = {1,2,3} y R larelacién en A dada por R = {(1,2),(1,3),(2,3)}.

Entonces

a) R = {(27 1)7 (37 1)7 (372)}

b) Iy = {(1’ 1)7 (272)v (3’3>}

C) R1oR = {(17 1)7 (1v 2)’( 72)7 (27 1)}

d) RoR = {(2,2), (2,3), 3,3), (3, 2)}

e) RoR = {(1,3)}

) R1oR = {(3,1)}.

o) Rols=1I10R={(1,2),(1,3),(2.3)}

W) R oIy = [0 R = {(2,1), (3,1), (3,2)}.

Una conclusién adicional que podemos obtener de este ejemplo es:
RoR '#R 1ToR

luego la composiciéon no es conmutativa.

Ejemplo: Sea A = {1,2,3}, B={4,5,6}, C' ={2,3,4} con
R ={(1,4),(1,5),(2,6),(3,4)}
una relacion de A en B, y
S ={(42),(4,3),(6,2)}

una relacién de B en C.

Lo anterior se puede mostrar con un diagrama:

ONOR®
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Algunos calculos muestran que:
a) SoR ={(1,2),(1,3),(3,2),(3,3),(2,2) }.
b) R ={(4,1),(5,1),(6,2), (4,3)}.
) 87 ={(2,4),(3,4),(2,6)}.
d) R 1oS1t={(2,1),(3,1),(2,3),(2,2),(3,3)}.
e) (SoR)™={(2,1),(3,1),(2,3),(3,3),(2,2)}.
Se observa que R oS y 87! o R™! no estan definidos y que R "1 oS! =
(SoR)!
A fin de practicar un poco mas con demostraciones, veremos que esta

ultima igualdad es siempre verdadera.

Teorema 20 Sean A, B,C' conjuntos; R una relacion de A en B y S una

relacion de B en C. Entonces

(SoR)'=R1'oSL

Demostracion. Es de ayuda considerar la siguiente figura para tener en

mente los diferentes tipos de relaciones involucradas:

ONORO

Primero, observamos que (S o R)™! es una relacién de C' en A, de la
misma forma que lo es R™! o S71. Asi, al menos hay una chance que sean
iguales.

Recordando que las relaciones son conjuntos, para demostrar que son
iguales debemos probar que los conjuntos son iguales.

Sea (x,z) € (SoR)~!. Entonces (z,2) € SoR. Luego, existe y € B tal
que (z,y) € Ry (y,x) € S. Concluimos que (y,z) € R™'y (z,y) € S "
Por lo tanto (z,z) € R™' oS!, Esto prueba que (SoR)"! C R 10871
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Para probar la inclusién opuesta, sea (z,2) € R"'oS~!. Entonces existe
y € B tal que (z,y) € Sty (y,2) € R™'. Luego (y,z) € Sy (2,9) € R.
Por lo tanto (z,2) € So R, de donde (z,2) € (S0 R)™! como querfamos. =

Ejemplo: Sea A = {1,2,3}, B = {4,5,6}, C = {6,7,8} y D = {1,4,6}.

Definimos las siguientes relaciones

R = {(1,4),(3,5),(3,6)} relacion de A en B
S = {(4,6),(6,8))} relaciéon de B en C
7 = {(6,1),(8,6),(6,4)} relacién de C' en D.

Estas relaciones se ilustran en la siguiente figura:

OROROR®

Entonces podemos formar

SoR ={(1,6),(3,8)} una relaciéon de A en C

T0oS8={(4,1),(4,4),(6,6)} una relacién de B en D.

Ahora, las relaciones anteriores se pueden componer con 7 y R para obtener

To(SoR)=1{(1,1),(1,4),(3,6} una relacién de A en D

(T oS)oR ={(1,1),(1,4),(3,6)} una relacién de A en D.

Observemos que son iguales. Esto no es excepcional a este ejemplo. La
propiedad se denomina: Composicién de relaciones es asociativa. El resulta-

do es como sigue:
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Teorema 21 Sean A, B,C, D conjuntos y R una relacion de A en B, S una

relacion de B en C' y T una relacion de C' en D. Entonces
To(SoR)=(ToS)oR.

Se deja la demostracién del resultado anterior como un ejercicio, asi como

la del siguiente:
Teorema 22 Sea R una relacion en A. Entonces R es transitiva si y solo
St

RoR CR.

2.4 Particiones y relaciones de equivalencia

Veamos con un poco méas de detalle la relaciéon de equivalencia del ejemplo

siguiente: R es una relacion en N dada por:
TRy siy sélosib|(z—y) («—Ike€Z,bk=1x—y).
Si definimos
S;={x : 2Ri} ,i €N,

se tiene

S = {x:2R1} ={1,6,11,16,...
Sy = {x:2R2} ={2,7,12,17,...
Sy = {x:2R3}=1{3,8,13,18,...
Sy = {x:2R4} ={4,9,14,19,...
Ss = {x:2R5} ={5,10,15,20,...}

Se = {x:2R6}=1{1,6,11,16,...} = 5]
S; = Sy, 53 =053, etc.

— e
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Graficamente

6| 78] 9110
1111213 14| 15

Sy Sy S3 Sy S5

Hay varias cosas interesantes de observar.

En una primera impresion, se podria haber supuesto que los conjuntos S;
eran infinitos, pero sélo hay 5 de ellos.

También, la unién de estos conjuntos es N: esto es, dado cualquier ele-
mento y € N, y es un elemento de estos cinco conjuntos. Més precisamente,
hay exactamente uno de estos conjuntos que tiene “y”’como un elemento.

Lo anterior significa también que, dados dos conjuntos .S; entonces ya sea
son iguales o disjuntos.

Veremos que cada relacién de equivalencia genera conjuntos con las propie -
dades anteriores. Para ello necesitaremos previamente de algunas defini-

ciones.

Definicién 23 Sea A un conjunto no vacio. Una particion I1 de A es una
coleccion de subconjuntos no vacios de A tales que cada elemento de A es un

elemento de exactamente uno de estos conjuntos.

Observe que si II es una particién de A, entonces los elementos de II son
subconjuntos de A, que denominaremos bloques de II. Se nota que si By C
son bloques de II, entonces B = C' 6 BNC = (). También, la unién de todos
los elementos de II es A.

Podemos pensar de una particién de un conjunto como en un “corte”del

conjunto en pedazos disjuntos.
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Ejemplos

a) Sea A un conjunto no vacio. Entonces Iy = {{z} : v € A} y I, = {A}
son particiones de A. En cierto sentido, II; es la particion “mas fina”de A
mientras que Il es la particion “menos fina”.

b) Sea A ={1,2,3,4}. Entonces II; = {{1},{2,3},{4}} v
I, = {{1,4},{2,3}} son particiones de A.

¢) Con respecto a los conjuntos S; de la introduccién, se observa que
{51, 52,53, 54, 55} es una particion de N.

Hay una interrelacion muy estrecha entre particiones y relaciones de
equivalencia. En efecto, dada una relacién de equivalencia en un conjun-
to se puede generar una particiéon (Ejemplo de N anteriormente) y dada una
particion se puede generar una relacion de equivalencia.

Para analizar lo anterior en detalle, requerimos la siguiente definicion.

Definicién 24 Sea R una relacion de equivalencia en un conjunto no vacio
A. Sea x € A. La clase de equivalencia de x mddulo R, denotada |x]g (¢
z|R), es el conjunto de todos los elementos de A que estin R-relacionados
a x. En simbolos:

[zlr ={y € A : yRz}.

El conjunto de todas las clases de equivalencia se denota [A]g (6 A|R) y se

llama A moddulo R. En simbolos
[Alr = {lz]r : = € A},
Con respecto al ejemplo de la introduccion, tenemos:
2, = S =1{2,7,12,17,..}
[z = [z =[14x
Nz = {llz: [2Ir: Blr: 4z, Blr}
= {l6]g, [12]g, [18]g, [9]x, [25]x }
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Como otros ejemplos, sea A un conjunto no vacio y R la relacion de igualdad:
TRy siysolosiz =y. SeaS = Ax A (también una relacién de equivalencia).

Entonces, para cada = € A:
[ty = {o} y ls=4
[Alg = {{z} rze A}y [Als={4}.

Algunas propiedades generales de las clases de equivalencia se presentan en

el siguiente resultado.

Teorema 25 Sea R una relacion de equivalencia en el conjunto no vacio A.

Entonces
a)Va €A, [z, #0.
b)Vae,ye A, [z]n N[ylg # 0 siy solo st xRy.
c)Vr,ye A, [zl = [yl sty sdlo si xRy.
)Vay € A, gl # e si y sdlo si [alg O gl = 0.
Demostracion.

a) Ya que R es reflexivo, 2Rx Vo € A. Luego, z € [z] vy, por lo tanto
Vo e A, [z], #0.

b) Suponga que z, y son elementos de A y que [z], N[yl # 0. Sea
z € [x]n N[ylr. Entonces 2Rz y yRz. Ya que R es simétrica, 2Ry. Ademéds
R es transitiva por lo que 2Ry como deseabamos.

Supongamos que zRy. Entonces y € [z],. Pero y € [y|, también.
Luego, [z]x N[yl # 0.

c) Si [z], = [y]x entonces y € [z]5, luego 2 Ry.

Supongamos ahora que xRy y sea z € [z],. Entonces zRz. Por la
simetria de R se tiene yRz. Luego, por transitividad, yRz. Luego z € [y].
Esto prueba que [z, C [y]x.
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Se deja como ejercicio probar que [y], C [z]5.
Finalmente, observe que d) se obtiene directamente de b) y ¢). ]

Teorema 26 Sea A un conjunto no vacio y R una relacion de equivalencia

en A. Entonces [A] es una particion de A.

Demostracion. FEjercicio.

Hemos visto que una relaciéon de equivalencia induce una particién del
conjunto. Este proceso también trabaja en reversa, esto es, una particion de

un conjunto induce una relacién de equivalencia en el conjunto.

Antes de probar lo anterior, daremos un nombre a dicha relacién.

Definicién 27 Sea Il una particion de un conjunto A. Se define una relacion
AT (“A mdédulo 11" ) en A por: (x,y) € A|ll si y sdlo si existe B € 11 tal
que {z,y} C B.

En palabras: z esta relacionado con y si y sélo si x e y son ambos elementos

del mismo bloque de la particién.
Ejemplo: Sean A ={1,2,3,4} y II, = {{1,4},{2,3}}, entonces
Allly = {(1,1),(1,4),(4,1),(4,4),(2,2),(2,3),(3,3),(3,2)}.

Teorema 28 Sea I1 una particion de un conjunto no vacio A. Entonces A|Il

es una relacion de equivalencia en A.

Demostracion. Sea Il una particién de A. Por conveniencia, denotemos R

a A|Il. Debemos probar que R es reflexiva, simétrica y transitiva.
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R es reflexiva: Sea x € A. Como x es un elemento de algin bloque de II,

se tiene xRx. Luego, R es reflexiva.

R es simétrica: Si 2Ry, donde = e y estan en el mismo bloque de II lo

cual implica que yRx. Asi R es simétrica.

R es transitiva: Suponga que xRy y yRz. Entonces existen B, C' € Il
tales que {z,y} € By {y,z} C C. Ahora, y € BNC, luego BNC # (). Por
lo tanto, B = C. Asi {x, 2z} C B lo que dice que Rz. Concluimos que R es

transitiva y luego una relacion de equivalencia. .

2.5 Funciones

Las funciones juegan un papel muy importante en matematica. Una precisa

definicién es la siguiente.

Definicion 29 Sea f una relacion de A en B. Entonces f es una funcion
de A en B (denotado f: A — B y se lee “f es una funcién de A en B”) si
y solo si

a) Dom(f)=A

b)Vee A, Vy,z€ B [(z,y) € fA(x,2) € fl >y ==z

En palabras, lo anterior dice que si f es una relacién de A en B tal que para
cada x € A existe exactamente un y € B tal que (z,y) € f, entonces f es
una funcion.

La condicién a) garantiza que para cada x € A existe al menos un tal “y”
y la condicién b) garantiza que hay a lo mds uno. Asi, tomados juntos, hay

exactamente uno.



2.5. FUNCIONES 65

Si f es una funcién de A en B entonces la “propiedad funcional”de cada
x € A relacionado a ezxactamente un y € B permite el uso de la notacién

funcional
y = f(z).
Como ejemplos de relaciones que son funciones y algunas que no lo son,

consideremos los siguientes:

A = {1,2,3,44 |, B=1{1,2,345}
fo={(1,2),(2,3),(3,4), (4,5)}

9 = {(1,2),(1,3),(2,4),(3,5),(4,5)}
ho= {(L1),(2.2).(3.3)}

Entonces f, g y h son relaciones de A en B, pero s6lo f es una funcién; g
no es funcién ya que (1,2) y (1,3) son elementos de g. Tampoco h es una
funcién ya que Dom(h) = {1,2,3} # A.

Observemos que f tiene una simple forma y puede ser descrita por una

férmula: Vo € A, f(z) =2+ 1.

La mayoria de las funciones conocidas en céalculo son dadas por una
férmula. Sin embargo esto no es necesario y, en general en matemaética,

las funciones no estan dadas por férmulas.

Usaremos las siguientes notaciones y nombres cuando trabajemos con

funciones.
Sea f: A— By (x,y) € f entonces escribimos y = f(x).

Observe que el nombre de la funcién es f y que f(z) no es el nombre de

la funcion sino un elemento de B.

Siy = f(x) entonces decimos que y es la imagen de x y que = es una

preimagen de y.



66 CAPITULO 2. CONJUNTOS, RELACIONES Y FUNCIONES

Observe que se usa “la”cuando se habla de imagen y se usa “una’”cuando
se habla de preimagenes ya que un elemento de B puede tener varios elemen-
tos de A relacionados.

Ya que f es una relacion se puede hablar de su dominio e imagen, com-
poner f con otras relaciones y analizar su inversa.

Note que aunque Dom(f) = A, no necesariamente es I'm(f) = B. De
esta manera es conveniente tener también un nombre para B. Usualmente

se le denomina codominio de f.

Ejemplo: Sean A = {1,2,3,4,5}, B = {a,b,¢,d} y definamos f : A — B
por f(1)=b, f(2) =0, f(3) =a, f(4) =d, f(5) = a. Graficamente:

La imagen de 2 es b. Una preimégen de a es 5 (otra es 3). ¢ no tiene

preimagenes.

El siguiente resultado es ttil para determinar cuando dos funciones son

iguales.

Teorema 30 Sean f: A — B yg: A — B. Entonces f = g si y sélo si
VreA, f(x) =g(x).

Demostracion. Primero, supongamos que f = g y sea z € A. Entonces
JyeB 3 (zy) € f Yaque f=g, (z,y) €g. Luegoy=g(z) yy = f(2).
Esto prueba que g(z) = f(z).

Ahora supongamos que Vo € A, f(z) = g(z). Ya que funciones son
relaciones y relaciones son conjuntos de pares ordenados, para mostrar que
f = g se debe mostrar que ellos son iguales como conjuntos de pares orde-

nados. Con este fin, sea (w,z) € f. Entonces z = f(w) = g(w). Luego
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(w,z) € gy se tiene f C g. Intercambiando los roles de f y g se puede

mostrar que g C f de lo cual se obtiene que f = g. .

Existen ciertas propiedades que las funciones pueden o no tener. Si estas
propiedades son usadas frecuentemente entonces requieren nombres. Algunos

de estos son dados en la siguiente definicion.

Definicién 31 Sea f: A — B. Entonces:
a) Se dice que f es uno a uno (o f es inyectiva) si y sdlo siVw,z € A,
f(w) = f(2) implica w = z.
b) Se dice que f es sobre (o f es sobreyectiva) si y sdlo si Im(f) = B.
c) Se dice que f es biyectiva (o biunivoca) si y sélo si f es a la vez uno

a uno y sobre.

Las siguientes figuras ilustran varias posibilidades.

OROENOR®

Sobreyectiva pero no 1-1 1-1 pero no sobre
No es sobre y no es 1-1 1-1 y sobre

Recordemos que ya que funciones son relaciones, ellas tienen inversas que
son relaciones. Asi, podemos hablar de la inversa de cualquier funcién, pero
no hay razén para esperar que esta inversa sea también una funcién.

En este sentido las funciones biyectivas son importantes, ya que ellas son

exactamente aquellas funciones cuyas inversas son también funciones.
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Teorema 32 Sea f : A — B una funcién. Entonces f~': B — A es una

funcion si y solo si f es biyectiva.

Demostracién. Primero, supongamos que f~! es una funcién de B en A.
Debemos mostrar que f es 1-1 y sobre.

Supongamos que f(x) = f(y) = z. Esto significa que (z,2) € fy (y,2) €
f. Entonces f~1(z) =z y f7!(z) =y. Pero f~! es una funcién, luego = = y.
Esto muestra que f es 1-1.

Para mostrar que f es sobre, seay € B. Ya que Dom(f~!) = B, existe un
r € Atal que f~1(y) = x. Luego (y,z) € f~1, lo cual implica que (z,y) € f.

Asi, y € Im(f). Esto prueba que B C Im(f). Ya que es evidente que
Im(f) C B se tiene mostrado que I'm(f) = B.

Ahora supongamos que f es 1-1 y sobre. Se debe mostrar que f~! es una
funcién de B en A; esto es, se debe mostrar que Dom(f~!) = B y que si
(y,z) € f1y (y,2) € f~! entonces x = 2.

Primero, sea y € B. Entonces ya que f es sobre, existe un x € A tal que
f(x)=y 6 (x,y) € f. Asi (y,z) € f~! y luego x € Dom(f~'). Esto prueba
que B = Dom(f™1).

Ahora, supongamos que (y,z) € f~'y (y,2) € f~*. Entonces f(z) =y
v f(2) = y. Pero f es 1-1, luego lo anterior implica que x = z. Luego f~! es

una funcion. n

Se observa que el hecho que f es 1-1 implica que f~! tiene la propiedad
de funcién y que f~! sobre implica que Dom(f~!) = B.

Asi, si f: A — B es tal que f es 1-1 pero no sobre B, entonces f~! es
una funcién de Im(f) en A pero no es una funcién de B en A.

Se deja como un ejercicio mostrar que la composiciéon de funciones es
también una funcion.

Si f: A— ByG: B — C entonces (go f) : A — C denota la
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composicion de fy g.

Si (go f)(x) = z, entonces (z,2) € (go f), lo cual significa que existe
y € B tal que (z,y) € fy (y,2) € g. Luego, f(x) =y y g(y) = z. Porlo
tanto, z = g(y) = g(f(z)) 6

(g0 [)(x) = g(f(2)),

que es la notacion usual.
Ya que funciones son relaciones se pueden componer y, en consecuencia,
los resultados para relaciones valen para funciones. Asi, si f, g son funciones

con dominios e imagenes apropiadas, entonces
1 =1 -1
(gof)™ =/ oy

aunque (go f)7!, f~! y ¢! pueden no ser funciones.
El teorema 32 nos dice que si f, g son biyectivas entonces f~!y g~! serdn

funciones.

Teorema 33 Sean f : A — B yg: B — C biyectivas. Entonces (g o f) :
A — C es biyectiva.

Demostracion. Debemos probar que (go f): A — C' es biyectiva.

Primero, supongamos que existen x,y € A tales que (g o f)(x) = (g o
f)(y). Entonces g(f(z)) = g(f(y)). Como g es 1-1, f(z) = f(y). Ahora,
como f es 1-1, x = y. Luego, go f es 1-1.

Segundo, para demostrar que go f es sobre, sea z € C. Ya que g es sobre,
existe y € B tal que g(y) = z. Pero f también es sobre, luego exsite z € A
tal que f(z) = y. Por lo tanto, z = g(y) = g(f(x)) = (go f)(x). Asi, go f
es sobre. .

La demostracién anterior es tipica para mostrar que una cierta funcion

es biyectiva. Sin embargo hay otras alternativas.
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Sea f : A — B. Una demostracién directa para probar que f es 1-1

podria tomar la siguiente forma: Sean z,y € A con f(x) = f(y).

“Alguna cosa u otra dependiente de f”

Asiz=yy fesl-l.

Una demostracion contrapositiva deberia ser de la forma: Sean z,y € A,

con x # y.

“Alguna cosa dependiendo de f”

Ast f(x) # f(y) y [ es 1-1.

Una demostracién directa para mostrar que f es sobre, podria ser: Sea

ye B

“Algo dependiente de f”

Asi, existe z € A tal que f(x) =y. Luego f es sobre.
En resumen: Para mostrar que f es 1-1 se debe probar que distintos ele-
mentos en el dominio tienen distintas imagenes y para mostrar que f es sobre

se debe probar que cada elemento de B tiene una preimagen.

Ejemplo: Demostremos que f : R — R dada por f(z) = ax +0b, a # 0, es

biyectiva.
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Primero una prueba directa que f es 1-1.
Sean z,y € R con f(z) = f(y). Entonces ax + b = ay + b, lo cual implica
que ax = ay. Ya que a # 0, se tiene x = y y por lo tanto f es 1-1.

Una prueba contrapositiva podria ser: Sean z,y € R con x # y. Entonces

ya que a # 0, ax # ay. Luego se tiene ax + b # ay+ by asi f(x) # f(y).

z— N
Para mostrar que f es sobre, sea z € R. Entonces es también un

a

elemento de R (ya que a #0) y

f(Z;b> =a<z;b>+b:z—b+b:z.

Luego f es sobreyectiva.

fué el resultado de resolver la ecuacién

Observe que la eleccién de
a

f(z) = ax + b=z para x.
Teorema 34 Sean f: A — B yg: B — C biyectivas. Entonces (go f)~!:
C—-AyvVeed,

(go /) Ha)=(fTTog)(x)=f (g7 (2)).

La demostraciéon queda como ejercicio. Sin embargo note que la mayor parte

ya fué mostrada previamente.

Observemos que la relacién identidad en A, I4, es una funciéon de A
en A que llamaremos funcion identidad. Usando una notaciéon funcional:
Iy(z) =z,Vx e A

La razén del nombre anterior se aclara en el siguiente resultado.

Teorema 35 Sea f: A— B. Entonces

a) fols=f.

b) Ipo f=f.

c) Si f es biyectiva entonces flof =14y foft =1 (6Vr € A,
fHf(@) =2 yVaeB, f(f(x) =)
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Demostracion.

a) y b) son faciles de probar, pues si z € A, entonces

(f o La)(x) = f(Ia(2)) = [f(z)

(Upo f)(x) =Ip(f(x)) = f(x).
Para mostrar c), observemos primero que como f es biyectiva, f~! es una
funcién, de modo que f(x) =y siy sélosi f~1(y) = z.

Ahora, sea x € Ay sea y = f(x). Entonces
(fho @)= f(f(@) = f(y) =2 = La(2).
Anélogamente, sea © € By sea f~!(x) = y. Entonces
(fo f (@) =f(fT'(2)) = fly) = = = Ip(x).

Se puede extender la idea de funcion en una manera natural desde elemen-
tos individuales del dominio a subconjuntos del dominio. Estoes, f: A — B
puede ser extendido a f : P(A) — P(B).

Definicién 36 Sea f: A — B. Si C C A entonces se define
f(C)=A{f(z) : z € C}.
Si D C B entonces
fHD)={z : f(z) € D}.
f(C) se llama la imagen de C' y f~1(D) la preimagen de D.

Ejemplo: Sea f: A — B donde A =1{1,2,3,4}, B=1{1,3,5} y f es dada
por f(1) =1, f(2) =1, f(3) =5, f(4) = 5. Entonces

f({173}) = {1’5} ) f({172}) = {1} )

) = L2y, {4 =0
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Teorema 37 Sea f: A— B y sean C C D C B. Entonces
fH(C) C fU(D).

Demostracién. Sea z € f~'(C). Entonces v € Ay f(z) € C. Ya que
C C D, f(x) € D. Pero esto dice que = € f~1(D). .

Observemos que nuestras familiares operaciones aritméticas (4, —, -, <)
son funciones, como también lo son los conectivos 16gicos (V, A, —, «—)
y las operaciones entre conjuntos (N,U,\). Hay un nombre especial para

funciones de esta clase.

Definiciéon 38 Sea A un conjunto. * se llama una operacion binaria en A

siy solo si x: AX A— A es una funcion.

Se observa que una operacién binaria en A asocia a cada par de elementos de
A otro elemento de A. Debido a esto, en este caso nos apartamos de nuestra

notacién usual y escribimos
axb=c envezde *((a,b))=c.

Por ejemplo, con + : RxR — R (suma de niimeros reales) se escribe 2+3 = 5
en vez de +((2,3)) = 5.

Hay varias propiedades que una operacién binaria puede o no poseer.

Definicién 39 Sea x una operacion binaria en un conjunto A. Entonces:

a) Se dice que x es conmutativa si y sélo si ¥V a,b € A,
axb=>bxa.
b) Se dice que * es asociativa si y sélo si ¥V a,b,c € A,

ax(bxc)=(axb)xc.
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c) Se dice que e € A es una identidad para % si y sélo si Va € A,
axe=ex*xa=a.

d) Si e es una identidad para x y x € A se dice que x es invertible si y
solosidye A>xxy=yx*xx=-e. El elemento “y” es llamado una inversa
de x.

e) Se dice que a € A es idempotente para * si y sélo si a*a = a.

Ejemplos:

a) + en R es conmutativo, asociativo, tiene 0 como una identidad y cada
elemento es invertible (el inverso de x es —x). El tinico elemento idempotente
es 0.

b) — en R no es conmutativo, no es asociativo, no tiene elemento identidad
y el tnico elemento idempotente es 0.

c) U en P(A), para algin conjunto A. Esta operacién es conmutativa,

asociativa, () es una identidad y cada elemento es idempotente.
Algunos resultados sobre operaciones binarias son los siguientes.

Teorema 40 Sea x una operacion binaria en A. Entonces existe a lo mas

una identidad para *.

Demostracion. Supongamos que e y €' son identidades para *. Entonces,

(Observe que la primera igualdad es verdadera pues €’ es una identidad y la
segunda es vélida pues e es una identidad). Concluimos que e = €’ y luego *

tiene a lo méas una identidad. n

Teorema 41 Si x es una operacion binaria asociativa con identidad e en A

yx € A, entonces x tiene a lo mds una inversa.
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Demostracion. Suponga que x € A tiene y e y' como inversas. Entonces
rxy=yxx=cyx*xy =y xx=-e. Luego
y=yxe=yx(@xy)=(yxz)xy =exy =y
n

En virtud de los teoremas anteriores podemos hablar de la identidad y el

inverso de un elemento (si existe).



76 CAPITULO 2. CONJUNTOS, RELACIONES Y FUNCIONES

2.6 Ejercicios

1. Sean U = {1,2,3,4,5,6,7,8}, A={1,2,3,4}, B={z : (z — 2)*(x —
3) =0}y C={x : z esimpar}. Hallar

a) AUB b) AN (BUCQC) c)C—A d) CUA°
e) (AUC)° f)y AcnCe g) P(B)

2. Sean A, B, C conjuntos y U el conjunto universal. Demuestre las

siguientes propiedades

a) AUD=A b) AND =0

) A—P=A d) AUU =U
e) ANU=A fy AUA=U
g) ANAc =10 h)y A—A=10

1

k

A-BCA JJANBCA
AUBDA ) ANBC AUB
(A9)c=A n) (AU B)¢ = A°N B¢
(AN B)¢ = A°U B¢ p) AU(B—A)=AUB

)
)
)
)
) (AUB)—(ANB)=(A—B)U(B-A)
)
)
)

m

(€]

Q0

r) A—(BUC)=(A—B)N(A-C)
AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

N

t

3. Sean A, B conjuntos. Considere las conjeturas siguientes. Demuestre
que son verdaderas 6 bien de un contraejemplo para mostrar que son

falsas.

a) P(A)UP(B) C P(AU B)
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b

o

o,

e

)
)
)
)

4. Sean A ={a,b,c}, B={1,2}, C ={4,5,6}.

a) Dé la lista de los elementos de A x B, B x A, A x C.

77

b) Dé ejemplos de relaciones de A en By de B en A, con 4 elementos

cada una.

5. Sean A, B, C, D conjuntos. Demuestre o de contraejemplos para las

siguientes conjeturas.

a

ol o o

¢}

—h

g

)
)
)
)
)
)
)
h)

6. Sean A, B conjuntos y R, S relaciones de A en B. Demuestre:

a

=3

o,

)
)
c)
)

Ax (BUC)=(AxB)U(AxC(C)
Ax (BNC)=(AxB)Nn(AxC)

(Ax B)Nn(A°x B) =10

(ACBANCCD)— AxCCBxD
AU(BxC)=(AUB) x (AUC)
AN(BxC)=(ANB)x (ANC)
(AxB)N(CxD)=(ANC)x (BND)
Ax(B-C)=AxB—-AxC

Dom(R U S) = Dom(R) U Dom(S)
Dom(RNS8) C Dom(R) N Dom(S)
Im(RUS) =Im(R)UIm(S)
Im(RNS) C Im(R) N Im(S)
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7. Se define el par ordenado (a,b) por: (a,b) = {{a}, {a,b}}. Demuestre

que con la definicién anterior se tiene:

(a,b) = (¢,d) «— (a=cNb=4d).

8. Sean A = {1,2,4}, B ={1,3,4}. Sean R = {(1,3),(1,4), (4,4)} una
relacién de A en B, S = {(1,1),(3,4),(3,2)} una relacién de B en Ay

T = () una relaciéon de A en B. Encuentre:

a) Dom(R) b) Dom(S) ¢) Dom(T).
d) Im(R) e) Im(S) £) Im(T).
g) SoR h) Ro S.

i) Dom(SoR) j) Im(S o R).

k) Dom(Ro S) 1) [m(Ros)
m) R~ n) S

o) Ia p) Ip

q) R1toS! r) S~'o R

s) (RoS)™! t) (SoR)™!

u) T v) 15t

w) (RoS)oR x) Ro (SoR).

9. Sean R una relacion de A en B y S una relacién de B en C. Muestre
que:
a) Dom(So R) C Dom(R).
b) Im(SoR) C Im(S5).
c) Im(R) C Dom(S) implica Dom(S o R) C Dom(R).
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10. Sean A = {1,2,3,4,5,6} y II = {{2,4,6},{1,5},{3}}. Liste los ele-
mentos de A|Il. Encuentre [2]qpm.

11. Sea A=1{1,2,3,4,5,6} y sea f: A — A una funcién dada por

r+1 ,six#6;
f<:c>={ ! .

1 , sl x =06.

a) Encuentre f(3), £(6), f o £(3), F(f(2)).

b) Encuentre una preimagen de 2 y de 1.

¢) Muestre que f es inyectiva.

12. Muestre que f : R — R dada por f(z) = 23 es 1-1 y sobre mientras
que g : R — R dada por g(z) = 22 — 1 no es 1-1 ni es sobre.

13. Sean A, By f: A — B tales que
A={1,234}
B ={1,2,3}
f=A{(1,3),(2,1),(3,1)(4,2)}.

Encuentre f~!o f.

14. Sean A ={1,2,3,4,5,6}, B={2,3,4,5} y f: A — B dada por

~
—~
—_
S~—
Il
~
—~
N
SN~—
Il
~
—~
D
N~—
I

3;f(2)=5y f(3) = f(5) =4
Encuentre:
a) f({1,2,3}), f(A—{2}), f(4) — {2}

b) SHHBD, {4 5)), ST {2,
o) f({1,2}Nn{2,6}), F({1,2}) N f({2,6}).



Capitulo 3
Induccion matematica

A menudo deseamos probar proposiciones de la forma Vn € N, p(n). Por
ejemplo:

(1)VneN, 1+2+3+---+n=3n(n+1).

(2)VneN, (n—2)?2=n%—2n+4.

(3) Vn € N, n par implica n? par.

Proposiciones (2) y (3) se pueden probar usando la técnica de variable
“fija pero arbitraria” que vimos anteriormente (ejercicio para el lector), pero
esto no funciona para la proposicién (1).

Una razon para esta dificultad es que el lado izquierdo de la igualdad no
estd en forma cerrada y, por lo tanto, no se puede manipular algebraicamente.

En efecto, atin para entender que significa la expresién del lado izquierdo
tenemos que recurrir a una propiedad de los nimeros naturales: Dado un
numero natural k£ existe un “siguiente” niimero natural, que se llama k + 1.

Asi, podriamos esperar que una demostracién de (1) involucre esta pro-
piedad “siguiente”de los niimeros naturales.

En efecto, la propiedad de N a que nos referimos es uno de los cinco

postulados de Peano para los niimeros naturales. El lector interesado en los

80
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fundamentos axiomaticos de N puede consultar la bibliografia: E. Landau,
Foundations of Analysis, Chelsea, New York, 1951.

Axioma 42 (Principio de induccién matematica) Sea S C N con la
propiedad que:

a)les.

b)VEeR ke S—k+1eb.

Entonces S = N.

podemos usar el principio de induccion matematica para probar una proposi-

cién de la forma Vn € N, p(n) haciendo
S ={neN: p(n) es verdadera }.

Asi, consideramos que p(1) es verdadero (1 € S) y p(k) — p(k+1) (k €
S—k+1€S) entonces S =N 6

VneN, pn).

En consecuencia, demostraciones usando el principio de inducciéon matematica
toman la siguiente forma:
a) Mostrar que p(1) es verdadero.

b) Mostrar que p(k) — p(k + 1).

Ejemplo: Demostrar que Vn e N 1+24+3+---+n= %n(n +1).
Aqui p(n) es “1+2+4+3+4---+n=3n(n+1)". Asi p(1) es

U= )1+ 1)

que es claramente verdadero.
Para completar la induccién se debe demostrar que una cierta implicacion
(VE, p(k) — p(k + 1)) es verdadera.
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Usaremos nuestro método directo de demostracién para esta proposicién:
Elegimos un niimero natural & fijo pero arbitrario, asumimos que la hipétesis
(p(k)) es verdadera y deducimos la validez de la conclusién(p(k + 1)).

Para comenzar, sea k € N. Supongamos que p(k) es verdadero, esto es,

1
L2434+ k= Sk(k+1).

Entonces,

14243+ +k+k+1 = -k(k+1)+(k+1)

I
= N~

k:+1)(%k:+ 1

(k +1)(k +2).

N | —

Asi, p(k 4+ 1) es verdadero, lo que completa la demostracién.
Ejemplos

a) Six > 0 entonces Vn € N, (1+2)" > 1+ 2"
Demostracion por induccion: Cuando n =1 se tiene 1 +x > 1+ x lo cual
es verdadero.

Supongamos que x > 0, k € Ny (14 2)* > 1+ 2*. Entonces

(1+2)" = Q421 +2)

> (1+mk)(1+$)
= 1+ + 2+ 2"
2 1+$k+1,

lo que completa la demostracion.

b) Vn € N, n? <n.

Cuando n = 1 se tiene 12 < 1 lo cual es verdadero.
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Supongamos que k € N y k? < k. Entonces
(k+1°<k+1

implica

BP4+2k+1<k+1

k> 42k <k

lo cual implica

k* <k,

que es nuestra hipotesis original, supuesta verdadera. Esto completa la de-
mostracion.

Observe lo sorprendente que resulta la proposicion anterior.

Ciertamente el resultado anterior es falso, de manera que debe existir
algin error en la demostracion.

El ejemplo b) muestra un error comun que se comete al empezar a manejar
el método de induccion.

Un analisis muestra que en la prueba anterior se asume la conclusion y
entonces se obtuvo la hipdtesis, una forma de demostracién que nunca es
valida.

Si todas las las implicaciones pudiesen ser revertidas, se podria construir
una demostracién valida invirtiendo el orden de los pasos, pero en este caso
el ltimo paso no puede ser invertido (k? < k no implica k? + 2k < k).

El punto es: Mientras se puede intentar “trabajando a la inversa”desde la
conclusion a la hipotesis, buscando un método de demostracion; para tener
una demostracién valida debemos ser capaces de revertir todas las implica-
ciones.

Veamos ahora otro ejemplo (esta vez correcto).
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c)Vn € N, Dyz" = na™ ! (aqui D, representa la derivada con respecto
ax).

1

Cuando n =1 se tiene D,z' =1- 2! =1 lo cual es verdadero.

Supongamos que k € Ny Dyz* = kz*~!. Entonces

Dyt = Dyr-ab =12+ 2 kab!

= 2"+ ka* = (k+1)aF

lo que completa la demostracion.

3

d) Para cada nimero natural n, n° — n es divisible por 3. En simbolos:

Vn €N, 3|n® —n.
Recordemos que alb sy y sélo si 3¢ € Z 5 b = ac.
Cuando n = 1 se tiene 3|1*> — 1 6 3|0 lo cual es verdadero ya que 0 = 3-0.
Supongamos ahora que k € N y 3|k* — k. Esto significa que existe un

entero, digamos m, tal que k* — k = 3m. Luego,

(k+1P—(k+1) = K +3+3k+1-k—1
= (K°—k)+3(k*+k)
= 3m+3(k* + k)
= 3(m+k*+k)

asi (k+1)> — (k+ 1) es divisible por 3, completando la prueba.

El principio de inducciéon matematica puede ser generalizado de la si-
guiente forma: Si S C Z tiene las propiedades:

a)ng € S

b)VneZ,n>ng,neS—n+leS, entonces{n €Z : n>ng} CS.

Si ademas, ng es el menor elemento de S, entonces

{neZ :n>ny} =S5
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Observe que el principio de induccién matematica es un caso especial con

nozl.

Como un ejemplo de aplicacién, consideremos el siguiente:
e)VneN, n>13 n? < ()"
Aqui nuestro paso base es n = 13. Observemos que

1594323 3N\ "
132 =1 194 <« =7 [ 2
3 69 < 194 < 3192 (2)

por lo tanto nuestro paso base es verdadero.

ahora, supongamos que n > 13 y n? < (%)” Entonces

(n+1)* = (1+l>2n2
< ()
3
2
3
2

2

-0

Esto completa la prueba.

3.1 Formas equivalentes de induccion

En esta seccién discutiremos dos proposiciones equivalentes al principio de
induccién matematica. En algunas situaciones una de estas formas puede ser
mas facil de usar que otras. La primera es conocida como el principio del
buen orden:

Sea S un subconjunto no vacio de N. Entonces S tiene un menor elemento;

esto es, existe y € S tal que para cada xz € S, y < x.
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El segundo es conocido como el principio de induccion completa:

Si S es un subconjunto de N tal que :

a)les,

b)VneN, {1,2,3,...,n} CS —n+1€S5, entonces S = N.

Observe que el principio de inducciéon completa parece estar cercanamente
relacionado con el principio de induccién matematica. Por otra parte, la
conexion entre los dos anteriores y el principio del buen orden no parece ser
tan clara.

En lo que sigue demostraremos que los tres principios enunciados son,
realmente, equivalentes. Asi, podriamos elegir cualquiera de ellos como axio-

ma y probar el resto como teorema.

Teorema 43 Suponga que el principio de induccion matemdtica es verdadero

y sea S un subconjunto no vacio de N. Entonces S tiene un menor elemento.

Demostracion. Haremos una prueba indirecta. Supongamos que S es un
subconjunto no vacio de N que no tiene un menor elemento. Sea S¢ el com-

plemento de S; esto es, S¢ =N — 5. Se define
T={xreN: paracaday <z ,ye S}

Entonces ya que 1 € S¢ (pues si 1 € 5, entonces 1 debe ser el menor elemento
de SyaqueVe e N, 1<z),1e€T.

Supongamos ahora que k € T'. Debido a la forma en que T esta definido,
esto significa que 1,2,--- , k deben ser todos elementos de S°.

., Qué podemos decir de k+1 7

Si k41 € S, entonces debe ser el menor elemento de S (pues 1,2,--- , k
estan en S°) lo que no es posible ya que S no tiene un elemento menor. Por
lo tanto, k + 1 € S¢. Esto implica que k+1 € T.

Luego por el principio de induccion matematica, T = N. Esto significa

que S¢ =N (por la definicién de T'). Pero, como S¢ = N — S, entonces S = )
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lo que es una contradiccion. Por lo tanto, S debe tener un menor elemento.

Teorema 44 Suponga que el principio del buen orden es verdadero y sea S
un subconjunto de N tal que

a)les,

b)VneN, {1,2,3,...,n} CS—n+1es.
Entonces S = N.

Demostracion. Suponga que S es como antes y consideremos S¢. Si S¢ = (),
entonces S = N. Supongamos, por lo tanto, que S¢ # ().

Por el principio del buen orden, S¢ tiene un menor elemento, digamos .
Observemos que y # 1 ya que 1 € S (por hipdtesis a)). ;Qué podemos decir
sobre 1,2,...,y — 17

Notese que todos ellos deben ser elementos de S, pues de otra manera
uno de ellos deberia ser el menor elemento de S¢ en vez de y.

Asi, por hipdtesis b), y € S. Pero esto es una contradiccién pues y € S°.

Luego, S¢ = () lo que significa que S = N. .

Teorema 45 Suponga que el principio de induccion completa es verdadero
y sea S un subconjunto de N tal que

a)les

b)VneN,neS—n+1es.
Entonces S = N.

Demostracion. Suponga que S tienen las propiedades a) y b) anteriores.
Usaremos el principio de induccién completa para probar que S = N.
Ya que Vn € N, {1,2,3,...,n} € S — n € S es una proposicién

obviamente verdadera, se tiene por b)

VneN, ({1,2,3,....n} CS—neS)A(neS—n+1ecb)
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lo que implica Vn € N, {1,2,3,...,n} C S —n+1€5.
Luego, S satisface las hipotesis del principio de induccién completa y, en

consecuencia, S = N. .

Veamos ahora como podemos utilizar estas formulaciones alternativas del

principio de inducciéon matematica para probar proposiciones.

Teorema 46 \/5 es irracional.

Demostracion. Procederemos indirectamente.
Supongamos que V2 es racional; esto es, supongamos que existen nimeros

naturales 7, s tales que v2 = " Entonces
s
S ={k €N : k=nv2 para algin n € N}

es un conjunto no vacio de nimeros naturales (en particular, sv/2 = r, luego
res).

Sea y € N tal que = = yv/2.

Ahora y(v/2 — 1) = x — y es un niimero natural menor que y (puesto que
0<vV2-1<1—0<y(\V2-1)<ye—0<z—y<y).

Luego, z := y(v/2 — 1)/2 es menor que z (ya que y(v/2 — 1)v/2 = (z —
YIV2 < yv2 = ).

Pero 2 = 2y —yv/2 = 2y —z. Luego, 2 € Ny z € S (yaque z —y <
y—x<2yyz=y(vV2-1)v2cony(v2—1) =z —y un nimero natural
menor que y segin vimos).

Asi, se tiene una contradiccion pues z € S y es menor que x. Luego, S

debe ser vacio. Por lo tanto v/2 es irracional. n

Como otro ejemplo del uso del principio del buen orden, probaremos el

siguiente resultado.
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Teorema 47 (Algoritmo de divisiéon) Sean a, b € N. Entonces existen

enteros q, r tales que

a=>bqg+r con 0<r<hbh.

Demostracion. Sean a,b € N y sea
S={a—-bk:keZ,a—0bk>0}.

Observamos que S # ) puesa=a—b-0¢€ S.

Por el principio del buen orden, S tiene un menor elemento, digamos
r=a—bq.

Claramente, r es un entero y a = bg + r. Por lo tanto, s6lo debemos
probar que 0 < r < b.

Por la definicion de S, r > 0. Si r > b, entonces

a—0blg+1)=r—>b>0,

por lo que r — b debe ser un elemento de S. Pero r > r — b lo que es una

contradiccién (pues r es menor elemento de S). Asi, r < b. n

Como un ejemplo de un resultado usando principio de induccion completa,

consideremos el siguiente.

Teorema 48 Sea n € N. Entonces n =1, n es un numero primo on es un
producto de nimeros primos (recuerde que un nimero primo es un numMero

natural cuyos unicos factores son 1y el mismo niumero).

Demostracion.  Si se define p(n) como la proposicién “n = 1 é n es un primo
6 n es un producto de primos”entonces deseamos probar que ¥n € N, p(n).
Sea
S ={neN: p(n) es verdadero }.
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Claramente 1 € S.

Ahora supongamos que 1,2, ...,k son todos elementos de S y considere-
mos k + 1.

Si k + 1 es un primo, la prueba esté concluida.

Supongamos que k + 1 no es primo.

Ya que k + 1 no es un primo este debe tener factores menores que él

mismo (y mayores que 1), digamos r y s; esto es,
E+1=r-s.

Ahora, r y s son ambos elementos de S (pues son menores que k + 1) y asi
son primos o bien productos de primos.
Pero entonces se ha escrito k£ + 1 como un producto de primos, y luego

k+ 1€ S. Por el principio de induccién completa, se tiene S = N. .

3.2 El binomio de Newton

Como una aplicacién adicional del principio de inducciéon matemaética, vamos
a probar en esta seccion el conocido Teorema del binomio de Newton.
A fin de enunciar el resultado, requerimos definir el siguiente objeto

matematico: Dados n, k € N tales que k£ < n denotamos

n n!
( I ) " Kl(n— k)

donde p! =1-2----p (p € N) corresponde al llamado factorial de un nimero

natural p. Asi, por ejemplo,
=1
2 = 1-2=2
3l = 1-2-3=6.
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n
El simbolo ( L ) se lee “n sobre k7 y posee las siguientes propiedades, entre

otras.

n n
1 = =1
n—+1 n n
(2) = +
k k k—1
La demostraciéon de las identidades anteriores no son dificiles y se dejan
como ejercicio para el lector.
Recordemos que el simbolo
>
k=1

donde a; € R para cada n € N, denota la suma:
ay +ay+asg+---+ a,.

Con las notaciones precedentes, podemos enunciar y probar el siguiente.

Teorema 49 Dados a,b € R yn € N se tiene

(a+b)" = i ( Z ) a™ o>,

k=0

1
1
Demostracién. Cuando n = 1, se tiene (a + b)! = Z L > a'7*b* 1o cual

k=0
es claramente verdadero ya que la suma del lado derecho es igual a:

e () e
0 1
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Supongamos ahora que el teorema es verdadero para n. Debemos probar que

n+1
1
(a+b)™+! = Z < n;: ) Q" —kpk

k=0
Para este fin, escribimos:

" a" "ok | a + " a” ko | b
k o \ K

n

k

an+1—kbk + Z ( n ) an—kbk-H
) o \ F

n n+1,.0 - n nt+l—kpk - n n—kpk+1
= a" b + a b® + arhu T,

Desarrollamos el tercer sumando, haciendo t = k£ + 1. Luego

n n+1

n n—kpk+1 n ntl—tpt
E a” b = g a b,
k=0 ( k ) < t—1 )

(a+b)"t =

t=1

Como t es una variable fija pero arbitraria podemos escribir

n n+1

n n—kpk+l _ ( n > ntl—kpk
E a” "b = E a b".
k=0 ( k ) k=1 k—1

Luego, queda:

n n+1
(CL + b)n—l—l — n an—l—lbO + Z < n ) an+1—kbk + Z ( n ) an-l—l—kbk
0 = \ K = \ k—1
n n+1
_ ;L an—l—lbO + Z < : ) an+1—kbk + Z ( . n 1 ) an+1—kbk
k=1 k=1 o

+ " a’pntt
n n n an kR n aObn-i-l(*)‘
k k—1 n

n n
— an—i—lbO + Z
0 k=1
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Usando la propiedad (2) vista previamente, obtenemos que lo anterior es

n an+1b0+i n+1 anHi-kpk n Ot
0 1 k n

Ahora, no es dificil ver, por definicién, que

()= (0t) = )0

Luego, la expresion () es lo mismo que
n+1 ST Z n+1 ant ik [T +1 aOprt
0 =1 k n—+1

i 1
_ < n+ ) an—i—l—kbk,
k=0 k

que es lo que queriamos probar. .

igual a
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3.3 Ejercicios

1. Pruebe usando induccién:

a)

Vn €N, Zz = (2n—|—1)

n 2
Vn €N, Zf’ = {@} .
=1

- 1 n

N - .
vn e ’;(2@'+1)(2@'—1) o+ 1

n

vneN, Y (3i-1)= g(?m +1).

i=1

n ' n—l
vneN,Z?)H:S o

n

1
vneN,Ziz‘(z‘H):

=1

n(n+1)(n+ 2)'

VneN, Y 27t =1+ (n—1)2"
=1
VneN, ) (3i-2) =

=1

n(3n —1)
—

2n —1)(2 1
VneN,12+32+52+...+(2n_1)2:”(” )(2n + ).

3
VneN 14+24+...+n4:”(”+1)(2n+1)(3n2+3n—1)
7 30 )
VneN 15+25+...+n5:”2(”+1)2(2n2+2n—1)
’ 12 )
Vn eN, 16+26+-~-—|—n6:n_+n_+n__n_+£‘

VneN 1-24+2-34+---4+nn+1)=
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)
o)

p

o)

-

S

t

et

v
w

X

y

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)

Z

1)(4n —1
VnGN,1-2+3-4+5.6+...+(2n_1)(2n):n(n+ )3(” )
VneN 1-2:3+2:3:443-4-5+---+nn+1)(n+2)=
n(n+1)(n+2)(n+ 3)

I :
Vn €N, 22" — y*" es divisible por (x — y).

Vn e N, 22771 4 ¢! es divisible por (z + y).
Vn € N, n? + 2n es divisible por 3.

Vn €N, 2n+ (—1)""! es divisible por 3.

Vn €N, 10" + 3 - 4" 4 5 es divisible por 9.

Vn €N, 5" + (—1)"*! es divisible por 13.

Vn €N, 72" + 16 — 1 es divisible por 64.

Vn € N, 2304|(7%" — 48n — 1).

VneN, 1/VI+1/V2+-+1/yn<2yn—1.
VneN, 1F 428 ... pnk < phtl

VneN (14+z2)">1+nx,sixz>—1.

2. Encuentre el menor entero positivo j para el que el enunciado es ver-

dadero; con el principio extendido de induccién matematica pruebe que

la férmula es verdadera para todo entero mayor que j.

a

o

o

d

¢}

)
)
)
)
)
)

f

n+12 < n?
n? + 18 < nd.
5+ logyn < n.
n? < 2",
2n+ 2 < 2™,

nlogy,n + 20 < n?.
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3. Exprese la suma en términos de n.

n

a) > (K*+3k+5).

k=1
b) i(?)k? — 2k +1).
) > (2k—3)"

n

d) ) (K428 — k+4).
k=1

4. Evalte la expresion.
a) 26!

b) 710!
8l
51

5
a 5)

7
e) 5)

13
0 4)

5. Reescriba las siguientes expresiones sin factoriales.

(2n +2)!
(2n)!
(3n+1)!
(3n —1)!

a)
b)

6. Utilice el teorema del binomio para expandir y simplificar.
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a

@) o

o

e

)
)
)
)
)
f)
)

g

97

7. Sin expandir por completo, encuentre los términos indicados en la

expansion de la expresion.

d

¢}

g

)
)
f)
)
h)

3¢2/5 4 04/5)25;

(
(4b1 — 3b)1%;

(2y + %)%

(3% — 2a?)%;
6

(32— 2)";

N
= 3
N~
I

n
n—1

primeros tres términos.

ultimos tres términos.
sexto término.

séptimo término.
término del medio.
término que contiene z'°.

término que contiene b°.

término que no contiene .

);paranzl.

n n
( )z( );paranZO.
0 n



Capitulo 4
Funciones y graficas

En este capitulo estudiamos las propiedades de funciones, para lo cual usa-
mos métodos algebraicos y graficos que incluyen la localizacién de puntos,

determinacion de simetrias y desplazamientos horizontales y verticales.

Introducimos un sistema de coordenadas rectangulares o cartesianas en
un plano por medio dos rectas coordenadas perpendiculares llamadas ejes
coordenados, que se cortan en el origen O (ver figura). La recta horizontal
recibe el nombre de “eje "y la vertical el de “eje y”; se indican con X e Y
respectivamente. Con lo anterior, se trata de un plano coordenado o plano xy.
Los ejes coordenados lo dividen en cuatro partes llamadas primero, sequndo,
tercero'y cuarto cuadrantes (ver figura; I, II, III, IV). Los puntos de los ejes
no pertenecen a cuadrante alguno.

Y

y

17 1

117 98 v
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A cada punto P de un plano zy se le puede asignar un par ordenado (a, b),
segun se aprecia en la figura siguiente. El primer elemento del par ordenado
es llamado la coordenada x (o absisa) de P y el segundo elemento del par
ordenado es llamado la coordenada y (u ordenada) de P. Decimos que P
tiene coordenadas (a,b) y nos referimos al punto (a,b) o al punto P(a,b). A

la inversa, todo par ordenado (a,b) determina al punto P con coordenadas a

y b.

<

Podemos utilizar el teorema de Pitdgoras para definir la distancia entre

dos puntos de un plano coordenado.

Definicién 50 La distancia d(Py, Py) entre dos puntos cualesquiera Py (z1,y1)

y Py(x9,ys) de un plano coordenado es

d(Py, Py) = /(22 — 21)2 + (y2 — y1)%.

La férmula anterior para defininir la distancia entre dos puntos del plano no

es la unica. Otra definicidon es:

d(P17P2) = max{|:v2 - 931|7 |y2 - y1|}.
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Podemos hallar el punto medio de un segmento de recta de P(z1,y1) a

Py(x9,7,) como:

1+ 22 Y1+ Y2
2 ’ 2 '

Noétese que la coordenada = del punto medio corresponde al promedio de las

coordenadas x. Analogamente para la coordenada y.

Ejemplo: El punto medio M del segmento de recta de P;(—2,3) a Py(4, —2)

Y (_22+473+§—2)) B (1%)

observemos, adicionalmente, que la distancia de P, a M es igual a la distancia

es

de P, a M ya que:

d(P17M>=\/(1+2>2+<%—3>2=m

d(Py, M) = \/(1—4)2+(%+2)2: \/9+%T5'

Asf, d(Py, M) = d(Py, M).

4.1 Graficas de ecuaciones

En ocasiones, dos cantidades se relacionan por medio de una ecuacién o
férmula con dos variables. Por ejemplo y = 22 6 y> = 5x — 1. En esta
seccion, analizaremos cémo representar geométricamente tal ecuaciéon con
una grafica en un plano coordenado. La gréafica puede servir para descubrir

propiedades de las cantidades que no eran evidentes en la simple ecuacién.
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Cada solucién (a,b) de una ecuacién en x y y tiene un punto P(a,b) en
un plano coordenado. El conjunto de todos estos niimeros es la grafica de la

ecuacion.

Para trazar la grdfica de la ecuacion, ilustramos las caracteristicas re-
levantes de la grafica de un plano coordenado. En casos sencillos se traza
localizando unos cuantos puntos, si los hay. Con una ecuacién complicada,
la ubicacién de puntos puede dar muy poca informacién sobre la grafica. En

tales casos, conviene utilizar métodos de calculo.

Ejemplo: Trazar la gréafica de la ecuacién y = 22 — 1.

Deseamos encontrar los puntos (x,y) de un plano coordenado que corres-
pondan a las soluciones de la ecuacion. Es 1til anotar las coordenadas de
varios de tales puntos en una tabla, donde para cada x obtenemos el valor

de y para y = 2x — 1:

Es evidente que los puntos con estas coordenadas se encuentran en una recta

por lo que trazamos la siguiente grafica:

(3,5)
(2,3)

(1,1)

/(07 _1)

~1,-3)
(+2,-5)
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Es imposible trazar toda la grafica del ejemplo, pues se pueden asignar
valores a x tan grandes como se desee. En general, el trazo de una grafica ha
de ilustrar sus caracteristicas esenciales, de manera que las partes restantes

(no dibujadas) sean evidentes.

Ejemplo: Dibujar la gréfica de la ecuacién y = z? — 3.

Al sustituir los valores de = y hallar los valores correspondientes de y con
y = 2% — 3, llegamos a una tabla de coordenadas con varios puntos de la

grafica

z|-31-2|-110]1/|2
y|l 6|1 ]-2-3]-2|1]|6

Localizar los puntos dados por la tabla y dibujar una curva suave que pase

por estos puntos nos da el siguiente trazo:

A

La gréafica anterior es una pardbola, y el eje y es el eje de la pardbola. El
punto més bajo (0, —3) es el vértice de la pardbola y decimos que la parabola
abre hacia arriba. Si invertimos la gréfica, la parabola abre hacia abajo y el

vértice es el punto mas alto de la grafica.
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En general, la grafica de cualquier ecuacion de la forma
y=ar’+c,a#0

es una parabola con vértice (0, ¢) que abre hacia arriba si @ > 0 o hacia abajo
si @ < 0. Cuando ¢ = 0, la ecuacién se reduce a y = az? y el vértice estd
en el origen (0,0). Las pardbolas también pueden abrir a la derecha o a la
izquierda o en otras direcciones.

La gréfica de una ecuacién puede cortar (o no) el eje de las x o al eje de
las y.

Una interseccion con el eje de las x se conoce también como cero de la

grafica de una ecuacion o como raiz de una ecuacion.

Ejemplo: Encontremos las intersecciones en z y en y de la grafica de
y = x? — 3.

a) Intersecciones en z: Hacemos y = 0 en la ecuacién y despejamos x.
0=2"-3

obtenemos 22> = 3 6 = ++v/3. Por lo tanto, los puntos en que la gréfica
cruza el eje x son (—/3,0) y (v/3,0).

b) Intersecciones en y: Hacemos = = 0 en la ecuacién y despejamos y.
y=0-3
obtenemos y = —3. Asi, el punto en que la gréfica cruza el eje y es (0, —3).

Diremos que una gréfica es simétrica con respecto al eje y siempre que el
punto (—z,y) se encuentre en la grafica cuando (z,y) también lo esté. La
grafica de y = 22 — 3 del ejemplo anterior tiene esta propiedad, ya que la

sustitucién de —z por z da la misma ecuacion:

y=(—x)?-3=2"-3.
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Diremos que una grafica es simétrica con respecto al eje x siempre que la
sustitucién de y con —y lleve a la misma ecuacién. Por ejemplo z = y? es

simétrica con respecto al eje x y su grafica es como sigue

Anélogamente, diremos que una grafica es simétrica con respecto al origen
si la sustitucion simultanea de x con —x y y con —y lleva a la misma ecuacién.

Por ejemplo 4y = 22, ya que

es equivalente a 4y = 3. La grafica de esta ecuacién es como sigue

y

Y
Si una grafica es simétrica con respecto a un eje, basta determinar la
grafica en la mitad del plano coordenado, ya que el resto se puede trazar

tomando una imagen espejo, o reflexion, en el eje apropiado.
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Recordemos que si C'(h, k) es un punto en un plano coordenado, entonces
un circulo con centro C' y radio r > 0 estd formado por todos los puntos
del plano que estan a una distancia r de C. Asi, la ecuacion estandar de un

circulo con centro (h, k) y radio r estd dada por la férmula
(x —h)*+ (y — k)* =r>

Sih =0y k=0, esta ecuacién se reduce a % + y?> = r2, que es la ecuacién
de un circulo de radio r con centro en el origen. Si r = 1, la grafica es un

circulo unitario

22y = 17

Ejemplo: Encontremos la ecuacién de un circulo que tiene centro C(—2,3)
y contiene el punto D(4,5).
Puesto que D estd en el circulo, el radio r es d(C, D). Por la férmula de

la distancia,

r=/(4+2)2+ (5 —3)2 = /36 + 4 = V40.

Escribiendo la ecuacion estandar de un circulo con h = —2, k = 3y r = /40,
obtenemos
(z+2)* + (y — 3)% = 40,

equivalentemente,

22+ +4x — 6y — 27 = 0.
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Obsérvese del ejemplo anterior que al elevar al cuadrado los términos de una
ecuacién de la forma (z—h)?+ (y—k)? = r? y simplificar lleva a una ecuacién
del tipo

P4y +ar+by+c=0

donde a, b, ¢ son ntmeros reales.
A la inversa, si comenzamos con esta ecuacion es posible, al completar los

cuadrados, obtener una ecuacion de la forma
(x—h)?*+ (y— k)* =d.
Ejemplo: Encontremos el centro y radio del circulo cuya ecuacion es
322 + 3y — 120 4+ 18y = 9.

En vista de que es més facil completar el cuadrado si los coeficientes de 22 y

y? son 1, comencemos dividiendo la ecuacién entre 3:
2%+ y° — da + 6y = 3.

En seguida reescribimos la ecuaciéon como sigue (los espacios subrayados re -

presentan nimeros por determinar):

(@ —dz+ )+ (P +6y+_)=3+_+

Luego, completamos los cuadrados para las expresiones dentro de paréntesis,
cuidando de sumar los nimeros adecuados a ambos lados de la ecuacion. A fin
de completar el cuadrado para una expresién de la forma z? 4 az, anadimos
el cuadrado de la mitad del coeficiente de z (esto es (g)Z) a ambos lados de
la ecuacién. En este ejemplo, a = —4, luego (£)? = (=2)> =4y a = 6 lleva

a (£)? = (3)> = 9. Estas operaciones llevan a:

(22 —dx+4)+ (> +6y+9)=3+4+9
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equivalentemente

(x —2)*+ (y+3)* = 16.

Al comparar la tltima ecuacién con la ecuacién estandar de un circulo, vemos

que h =2y k = —3. Concluimos que el circulo tiene centro (2, —3) y radio

V16 = 4.

En algunas aplicaciones es necesario trabajar con sélo la mitad de un
circulo; es decir, un semicirculo. El préximo ejemplo indica como hallar

ecuaciones para semicirculos de circulos con centro en el origen.

Ejemplo: Encontremos ecuaciones para las mitades superior, inferior, derecha
e izquierda del circulo 2% + y? = 81.

Notemos que la grafica de 22 +1? = 81 es un circulo de radio 9 con centro
en el origen. Despejemos y en términos de x con objeto de hallar ecuaciones

para la mitad superior e inferior.

:r2+y2:81
= > =81—2a

— y==+1Vv8l — a2

Puesto que v/81 — 22 > 0, se deduce que la mitad superior del circulo tiene
la ecuacion y = /81 — z2 (y es positiva) y la mitad inferior esta dada por

y = —v/81 — 22 (y es negativa).

A

y= VB -2 :

™ =
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Del mismo modo, a fin de hallar ecuaciones para las mitades derecha e
izquierda, se despeja z en términos de y de la ecuacién 22 + y? = 81 y se
obtiene

x = 14/81 — 32
Dado que \/w > 0, se deduce que la mitad derecha del circulo tiene la
ecuaciéon x = \/817—312 (x es positiva) y la mitad izquierda estd dada por

r = —4/81 — y? (x es negativa).

A

r=—/81—y?
x = 4/81— 1?2

4.2 Rectas

Uno de los conceptos basicos en algebra es el de recta. FEn esta seccién
limitaremos nuestro estudio a las rectas de un plano coordenado, lo que nos
permitira el uso de métodos algebraicos para estudiar sus propiedades.

El concepto que sigue es fundamental para el estudio de las rectas.

Definicién 51 Sea | una recta que no es paralela al eje y y sean Py(x1,y1),
Py(z9,y2) puntos diferentes de l. La pendiente m de | es

Y2 — 1
m = .
To — X1
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En la figura siguiente la pendiente es positiva y decimos que la recta se levanta

o sube.

En la figura siguiente la pendiente es negativa y diremos que la recta baja

O cae.

Al hallar la pendiente de una recta no importa que punto marquemos
como P y P;. Asimismo, la eleccién de los dos puntos que se escojan en [

no afectan la definicion de pendiente.

Ejemplo: Trazar la recta que pasa por Pi(—1,4) y P»(3,2) y encontrar
su pendiente.
Usamos la definicién de pendiente y encontramos
2—4 —2 1

MEsT 1
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un grafico es:

A continuacion encontramos una ecuacion de la recta [ que pasa por un
punto Pj(x1,y1) con pendiente m.
Si P(x,y) es cualquier punto con = # x, entonces P estd sobre la recta
[ siy sélo si la pendiente de la recta que pasa por P; y P es m; es decir, si
Y—H
T — T

=m.
Esta ecuaciéon se puede escribir en la forma
y =y =m(z —z).

Esta ecuacién para [ se conoce como forma de punto-pendiente.
La forma anterior es solo una posibilidad para una ecuacién de una rec-
ta. Hay muchas ecuaciones equivalentes. A veces simplificamos la ecuacion

obtenida usando la forma de punto-pendiente a
ar+by=c 6 ar+by+d=0

donde a, b y ¢ son enteros sin factor comun, a >0y d = —c.

Ejemplo: Encontrar la ecuacién de la recta que pasa por P(2,1) y tiene

pendiente g
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Usando la forma punto pendiente, encontramos

5
y = §($—2)+1
_ 5 _10
3 3
5 7
= —-r — —
3 3

Ejemplo: Encontrar una ecuacién de la recta que pasa por P(1,7)y P»(—3,2).

La férmula de la pendiente m nos da
7T—2 5

T

Podemos usar las coordenadas de P; 6 P, para (x1,%;) en la forma punto-

m

pendiente. Con P;(1,7) tendremos

y—7=§@—D

equivalentemente 4(y—7) = 5(z—1) 6 4y—28 = 5x—5, que también podemos
escribir como bx — 4y = —23.
La tltima ecuacion es una de las formas deseadas para la ecuacion de una
recta. Otra es
br — 4y +23 = 0.
La forma de punto-pendiente para la ecuacién de una recta se puede reescribir

como: y = mx —mxy + yi, que es de la forma
y=mx+b

con b = —mazy + y;. El ntumero real b es la interseccion en y (6 abscisa al

origen 6 ordenada al origen) de la gréafica como muestra la siguiente figura:

/ 0,b)
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Dado que la ecuacion y = max +b muestra la pendiente m y la interseccion
igual a b en y de [; se llama forma de pendiente interseccion o pendiente-
ordenada al origen para la ecuacion de una recta. A la inversa, si comenzamos

con y = mx + b, podemos escribir
y—b=m(z—0).

Al comparar esta ecuacién con la forma de punto-pendiente, vemos que la

grafica es una recta con pendiente m que pasa por el punto (0, b).

Ejemplo: Escribamos la ecuacion 2z — 5y = 8 en forma de pendiente-
interseccién. Nuestro objetivo es despejar y de la ecuacion dada para obtener

la forma y = mx + b. Tenemos:

2¢ — by = 8
<~ —by = —2x+8
—2 8
<~ Yy = (_—5)$+_—5
2 -8
= Yy = 5x+?

La ultima ecuacion es de la forma pendiente interseccién y = mx + b con
pendiente m = % y ordenada al origen igual a b = —%.

De la forma de punto-pendiente, se deduce que toda recta es una grafica
de una ecuacién

axr + by = c,

donde a, b y ¢ son ntmeros reales y a, b no son cero ambos. Esta ecuacién
se denomina ecuacion lineal en x e y.

Por lo visto anteriormente, resulta claro que la grafica de una ecuacién
lineal ax + by = ¢ es una recta y, reciprocamente, toda recta es la grafica de

una ecuacion lineal.
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Ejemplo: Trazar la gréifica de 2z — 5y = 8.

Por nuestro anélisis anterior sabemos que la grafica es una recta, de modo
que basta hallar dos puntos de la grafica. Encontremos las intersecciones en
x y y sustituyendo y = 0 y © = 0, respectivamente, en la ecuacién dada,
2x — by = 8.

Interseccién x: Si y = 0, entonces 2x = 8, 0 bien x = 4.
=8
=
), tendemos una recta que pase

Interseccién y: Si x = 0, entonces —5y = 8, o bien y =

-8

Graficamos las intersecciones (4, 0) y (0, =°

por ellos, y llegamos a la gréafica siguiente:

El resultado a continuacion especifica la relacion entre rectas paralelas

(rectas en un plano que no se cortan) y pendiente.

Teorema 52 Dos rectas no verticales son paralelas si y solo si tienen la

misma pendiente.

La demostracién del teorema anterior es un ejercicio para el lector.

Ejemplo: Encontremos una ecuacién de la recta que pasa por P(5,—7)
que es paralela a la recta 6z + 3y = 4.

Primero se expresa la ecuacién dada en forma pendiente-interseccion:

9 4+ 4
=2+ .
y 3
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Deducimos que m = —2. Puesto que las rectas paralelas poseen la misma
pendiente, la recta la recta requerida también tiene pendiente —2.

Con el punto P(5,—7) usamos la forma punto-pendiente y obtenemos

y— (=7 = —2(z-5)
— y+7 = —2z+10
= y = —2z+3.
Una grafica es como sigue:
—2r+3

6x + 3y = \'{)

El resultado que sigue nos da informacién sobre rectas perpendiculares

(rectas que se cortan en angulos rectos).

Teorema 53 Dos rectas con pendientes my y mo Son perpendiculares si y

solo si

myi Mo = —1.

Demostracion. Por simplicidad, consideremos el caso especial de dos rectas
que se cortan en el origen O. Las ecuaciones de estas rectas son y = my - x
y y = mgy - x. Escojamos, como en la figura siguiente, puntos A(zy,m; - x7)

y B($2,m2 . 1’2).
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Y = Mol

B(xzg, max2) /./ A(x1,myzy)

Y =mix

Entonces las rectas son perpendiculares si y sélo si el angulo AOB es un
angulo recto. Con el teorema de Pitagoras vemos que el angulo AO B es recto
si y solo si

[d(A, B)]* = [d(O, B)* +[d(O, A))*

o bien, por la férmula de la distancia,
(9 — 1) + (Mawy — my21)? = 25 + (Max2)? + 25 + (mya1)”.
Al elevar al cuadrado los términos, simplificar y factorizar, obtenemos
—2mimex1T9 — 220129 = 0

—2x1x2(m1m2 + ].) =0.

Dado que x; y x5 no son cero ambas, podemos dividir ambos lados entre
—2x129, con lo cual obtenemos m; - my + 1 = 0; por lo tanto, las rectas son

perpendiculares si y solo si my - my = —1. .

Ejemplo: Encontrar la forma pendiente-interseccién para la recta que pasa
por el punto P(5,—7) perpendicular a la recta 6x + 3y = 4.
Reescribiendo 6x + 3y = 4, obtenemos y = —2x + %. Luego, la pendiente

es —2. Por lo tanto, la pendiente de la recta requerida es el reciproco negativo
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—(+L+), o sea, . Con P(5,—7) llegamos a:

(=2) r 20
1
g (-7 = S5
— y = so-2
2 2

La tultima ecuacion estd en forma pendiente-interseccién pedida.

4.3 Grafica de una funcion real

Recordemos que una funciéon con dominio D es un conjunto W de pares
ordenados tales que, para cada x € D, hay exactamente un par ordenado
(z,y) € W con x en primera posicion.

Por ejemplo, los pares ordenados (x, v/x — 1) establecen la funcién f(z) =
VT —1.

En esta seccion la frase “f es una funcién’significa que dominio y ran-
go son conjuntos de numeros reales. Si una funcién se define por medio de
una expresion, como en el ejemplo anterior, y el dominio D no se expresa,
entonces consideramos que D es la totalidad de nimeros reales x tales que
f(z) es real. A veces esto recibe el nombre de dominio implicito de f. Para
ilustrar lo anterior, si f(z) = v/z — 1, el dominio implicito es el conjunto de
nimeros reales = tal que vz — 1 es real; esto es, z —1 > 0 6 > 1; por
lo tanto, el dominio es el intervalo infinito [1,00). Si = estd en el dominio,
decimos que “f esta definida en 2”7 o que “f existe”. El concepto “f no esta
definida en z” quiere decir que x no esta en el dominio de f.

Ejemplo: Sea g(z) = At Y la expresiéon anterior es un numero real

1—=x
si y sélo si el radicando 4 + = es no negativo y el denominador 1 — x no es

igual a 0; por lo tanto, g(x) existe si y sélo si

4+2>0 v 1—-a240
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o bien, lo que es igual,
x>—-4 vy x#l
Podemos expresar el dominio en términos de intervalos como

[—4,1) U (1,00).

Si f es una funcion, podemos emplear una gréafica para indicar el cambio de

f(x) a medida que = varia en todo el dominio de f.

Definicién 54 La grdfica de una funcion f es la grdfica de la ecuacion y =

f(z) para x en el dominio de f.

Con frecuencia colocamos la leyenda y = f(z) en un dibujo de la grafica.
Si P(a,b) es un punto de la gréfica, coordenada y igual a b es el valor de la

funcién f(a), segin se ilustra en la figura siguiente

Rango de f

Dominio de

La figura muestra el dominio de f (conjunto de valores posibles de x) y
el rango de f (valores correspondientes de y). Atn cuando hemos trazado el
dominio y el rango como intervalos cerrados, pueden ser intervalos infinitos
u otros conjuntos de ntimeros reales.

Puesto que hay exactamente un valor f(a) para cada a en el dominio de
f, sélo un punto de la grafica de f tiene una coordenada x igual a a. En

consecuencia, la grafica de un conjunto de puntos de un plano coordenado es
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la gréfica de una funcién si toda recta vertical corta la grafica a lo mas en un
punto. Asi, la grafica de una funcién no puede ser una figura circular, pues
una recta vertical podria cortarla en méas de un punto.

Las intersecciones x de la grafica de una funcién f son las soluciones de
la ecuacion f(z) = 0. Estos nimeros se llaman ceros de la funcién. La inter-

seccién y de la grafica es f(0), si existe.

Ejemplo: Sea f(r) = vz — 1y tracemos la grafica de f.
Por definicion, la grafica de f es la grafica de la ecuacion y = v/x — 1. La

proxima tabla enumera las coordenadas de varios puntos de la grafica.

5 6
2 | vVb=a22

x 1 2 3 4
y=f(z) | O 1 | V2=14|V3=17
Al trazar los puntos se obtiene el dibujo de la figura siguiente:

Y
‘ y=vT—1

Rango: [0, 00)

474.—>X

1
' Dominio: [1,00)

Al consultar la figura anterior vemos que el dominio de f esta formado
por todos los nimeros reales = tales que x > 1 6, lo que es equivalente, el
intervalo [1,00). El rango de f es el conjunto de todos los nimeros reales y
tales que y > 0 6, lo que es equivalente, [0, 00).

La funcion raiz cuadrada, definida por f(r) = \/x, tiene una grafica
similar a la figura anterior pero el punto extremo esta en (0,0). Esta relacién

gréfica puede ayudarnos a recordar que v/9 es 3 y que v9 no es +3.
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En el ejemplo anterior, a medida que x aumenta, igual ocurre con la
funcién f(x) y decimos que la gréfica de f “sube’. Consideremos que una
funcién de este tipo es creciente.

Para ciertas funciones, f(z) disminuye a medida que x aumenta. En este
caso la grafica “cae”’y f es una funcion decreciente. Las definiciones precisas

son las siguientes:

Definicién 55 Una funcidn se dice creciente en un intervalo I si f(x;) <

f(xa) siempre que x1 < xo.

Graficamente se puede interpretar como en la figura siguiente:

]/’

15 T2

Definicién 56 Una funcion f se dice decreciente en un intervalo I si f(x1) >

f(xza) siempre que x1 < xo.

Ty o)
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Un ejemplo de funciéon creciente es la funcion identidad, cuya ecuacion es
f(z) = x y cuya gréfica es la recta que pasa por el origen con pendiente 1.
Un ejemplo de funcién decreciente es f(x) = —z, ecuacién de la recta que
pasa por el origen con pendiente —1. Si f(x) = ¢ para todo nimero real z,

entonces f se llama funcion constante.

Utilizaremos en forma indistinta las frases “f es creciente’y “f(z) es
creciente”, al igual que los términos “decreciente”y “constante”.
Ejemplo: Sea f(x) = v/9 — 22. Por definicién, la grifica de f es la gréfica
de la ecuacién y = v/9 — 22. Por nuestro trabajo con circulos en la seccién
anterior sabemos que la grafica de 2% + y? = 9 es un circulo de radio 3 con
centro en el origen. Al despejar y de la ecuacién 2? + y?> = 9 obtenemos
y = +v9 —22. Deducimos que la grafica de f es la mitad superior del

circulo como en la figura siguiente:

Al consultar la figura anterior, vemos que el dominio de f es el intervalo

[—3,3] y el rango de f es el intervalo [0, 3].

La grafica sube a medida que x aumenta de —3 a 0, asi que f se incrementa

en el intervalo cerrado [—3,0]; por lo tanto, si z; < x9 en [—3,0], entonces
f(x1) < flw2).

La grafica cae conforme x aumente de 0 a 3, de manera que f decrece

en el intervalo cerrado [0,3]. En este caso, si 1 < x5 en [0,3], entonces

f(x1) > [f(22).
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El siguiente tipo de funcién es fundamental en algebra.

Definicién 57 Una funcion f es funcion lineal si
flx)=ax+0b
donde x es cualquier numero real y a, b son constantes.

La grafica de f de la definicion anterior es la grafica de y = ax + b, que, por
la forma pendiente-interseccion, es una recta con pendiente a y ordenada al
origen igual a b; por lo tanto, la grdfica de una funcion lineal es una recta.
Dado que f(z) exsite para toda z, el dominio de f es R. Es claro que, si

a # 0, el rango de f es también R.

En lo que sigue estudiaremos otros conceptos que nos ayudaran a trazar

las graficas de ciertos tipos de ecuaciones.

Definicién 58 Una funcion f se llama par si f(x) = f(—x) para toda x en

su dominio.

En este caso, la ecuaciéon y = f(x) no cambia si x se sustituye por —z y, por
lo tanto, por lo estudiado en la seccién anterior, la grafica de una funcién par

es simétrica con respecto al eje y.

Definicién 59 Una funcion se dice impar si f(—x) = —f(x) para toda x en

su dominio.

Si aplicamos lo estudiado en la seccién anterior a la ecuacién y = f(z), vemos

que la grafica de una funcién impar es simétrica con respecto al origen.

Ejemplos:
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a) La funcién f(z) = 3z* — 2z + 5 es par ya que
f(=z) =3(—2)" = 2(—2)* + 5=32" — 22> + 5 = f().
b) La funcién f(z) = 22° — 7T2® + 4z es impar ya que
f(=2) =2(—2)° = 7(—2)* + 4(—2) = —22° + T2° — 4 = — f(x).
c) La funcién f(z) = 2% + 2% no es par y no es impar, ya que
fla) = (~2)" + () = —a? + a2

Como f(—x) # f(z) y f(—z) # —f(x), la funcién no es par ni impar.

Para el préximo ejemplo, recordemos que el valor absoluto de un niimero

T six >0
2| = :

real x se define por
—x siz<O0

Ejemplo: Sea f(z) = |z|. El dominio de f es R porque el valor absoluto de

x existe para todo niimero real x. Si x estd en R, entonces

f(=2) = [ =] = |z| = f(2).

Por lo tanto, f es una funcién par. Asi, su gréfica es simétrica con respecto
al eje y. Six > 0, entonces |z| = x; as{ pues, la parte de la gréfica del primer
cuadrante coincide con la recta y = x. Trazamos esta semirecta, usamos

simetria y llegamos a la figura siguiente:

4

y = |zl
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Al consultar la grafica vemos que f decrece en (—o00, 0] y crece en [0, 00).

Si conocemos la grafica de y = f(x), es facil graficar

para cualquier ntimero real positivo c.

Para y = f(z) + ¢, se suma c¢ a la coordenada y de cada punto de la
grafica de y = f(x). Esto desplaza la gréafica “hacia arriba” una distancia c,

como muestra la figura siguiente

y=f(z)+ec

Para y = f(z) — ¢ con ¢ > 0, se resta ¢ de cada coordenada y, lo cual
corre la grafica de f una distancia ¢ “hacia abajo”. Estos cambios se llaman

desplazamientos verticales de graficas.

También podemos considerar desplazamientos horizontales de gréficas.
En particular, si ¢ > 0, consideremos las graficas de y = f(z) y y = f(x —¢)

trazadas en el mismo plano coordenado segtn se ilustra en la figura siguiente
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y = f() y=flz—o0)

a «—c>0— a+c

Puesto que f(a) = f(Ja + ¢] — ¢) el punto con coordenada z igual a a
en la grafica de y = f(x) tiene la misma coordenada y que el punto con
coordenada z igual a a + ¢ en la grafica de y = f(z — ¢). Esto significa que
la grafica de y = f(z — ¢) se obtiene desplazando la grafica de y = f(x) a
la derecha una distancia c. En forma andloga, la grafica de y = f(x + ¢) se

obtiene corriendo la grafica de f a la izquierda una distancia ¢ > 0.

Los desplazamientos horizontales y verticales también se denominan trasla-

ciones.

Con el objeto de obtener la grifica de y = c¢f(x) para algin ntimero real c,
multiplicamos por ¢ las coordenadas y de los puntos de la gréfica de y = f(z).
Por ejemplo, si y = 2f(x), duplicamos las coordenadas y; o si y = %f(x),
multiplicamos por % cada coordenada y. Este procedimiento se conoce como
alargar verticalmente la grafica de f (si ¢ > 1), o comprimir verticalmente la

grafica (si 0 < ¢ < 1).

Y y = cf(x)
c>1
y = f(x)
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Podemos obtener la gréfica de y = — f(x) multiplicando por —1 la coor-
denada y de cada punto de la grafica de y = f(z); por lo tanto, todo punto
(a,b) de la gréfica de y = f(x) que se encuentre “arriba”’del eje , determina

un punto (a, —b) de la gréfica de y = —f(z) que estd “abajo”del eje z. La

grafica de y = — f(x) es una reflexion de la gréfica de y = f(z) en el eje x.
A
y=a’
y =—a’

A veces es 1til comparar las graficas de y = f(x) y y = f(cz) si ¢ # 0.

En este caso los valores de la funcién f(z) para
a<x<b

son los mismos que los de la funcién f(cz) para a < cx < b o bien
a b
—<r<-
c

Cc

Esto significa que la gréafica de f estd horizontalmente comprimida (si ¢ > 1)

u horizontalmente alargada (si 0 < ¢ < 1).

y = f(cx)
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Si ¢ < 0, llegamos a la grafica de y = f(cx) reflejando la gréfica de
y = f(|c|z) en el eje y; por ejemplo, para trazar la grafica de y = f(—2x),
reflejamos la gréfica de y = f(2z) en el eje y. Como caso especial, la grafica
de y = f(—x) es una reflexion de la grafica de y = f(x) en el eje y.

En general, el proceso de desplazar, alargar, comprimir y reflejar una

grafica se denomina transformacion de una gréfica.

4.4 Funciones cuadraticas

Definicién 60 Una funcion f es una funcion cuadrdtica si
f(x)=az®+bx+c
donde a, b y ¢ son numeros reales, con a # 0.

Si b= ¢ =0 en la definicién anterior, entonces f(x) = az? y la grafica es una

parabola con vértice en el origen, como muestra la figura siguiente:

Y

y

Sib=0yc#0, entonces f(x) = azx® + ¢ y, de acuerdo a nuestro

analisis de desplazamientos verticales de la seccién anterior, la grafica es una
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parabola con vértice en el punto (0, ¢) en el eje de las y, como ilustra la figura

siguiente:

* (0,¢)

Si f(x) = ax® + bx + cy b # 0, entonces, completamos el cuadrado y

podemos cambiar la forma a
f(x)=a(x —h)?*+k

para algunos nimeros reales h y k.

La forma anterior también se conoce como ecuacion estdndar.

Podemos obtener la gréfica de esta ecuacién a partir de la grafica de
y = ax? por medio de un desplazamiento horizontal y uno vertical. se deduce
que la grafica de una funcion cuadrdtica es una parabola con un eje vertical.

La situacion geométrica se ilustra en la figura siguiente:

y = az” y=a(z—h)?+k?
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Si a > 0, el punto (h, k) es el mas bajo de la pardbola, y la funcién f
tiene un valor minimo f(h) = k.
Si a < 0, la pardbola abre hacia abajo y su punto (h, k) es el punto més

alto. En este caso, la funcién f tiene un valor mdzimo f(h) = k.

Ejemplo: Expresemos f(r) = 322 + 24z + 50 en forma estédndar.
Para ello, antes de completar el cuadrado, es esencial factorizar el coefi-

ciente de x* de los primeros dos términos de f(x), de esta manera
f(z) = 3%+ 24z + 50
= 3(2* +8x+_ ) +50

Ahora completamos el cuadrado para la expresién 2248z dentro del paréntesis,

sumando el cuadrado de la mitad del coeficiente de , esto es, (£)?, o sea 16.

f(z) = 3(2* +8x+16) —3-16 +50
= 3(x+4)* —48+50
= 3(z+4)°+2.

La tltima expresién tiene la forma a(z —h)*+kcona =3, h=—4y k= 2.

Ejemplo: Encontremos la ecuacién de una pardbola con vértice V(2,3)
y que pasa por el punto (5,1).

Con la ecuacién estandar
y=oalr—h)?+k

con h =2 y k = 3 obtenemos
y=a(r—2)*+3.

Para hallar a, aprovechamos que (5, 1) estd en la pardbola. Asi pues, es una

solucion de la tltima ecuacion; por lo tanto,

l=a(5—-2)*+3
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6a= —%. En consecuencia, una ecuacion para la parabola es
2
2
Y= —§(x—2) +3.

4.5 Algebra de funciones

A menudo las funciones se definen en términos de sumas, diferencias, pro-

ductos o divisiones de varias expresiones; por ejemplo, si
h(z) = 2* + 5z + 1,

podemos considerar h(x) como una suma de valores de las funciones f y g

dadas por
fo)=2® v ge)=VErl
Nos referimos a h como la suma de f y g y la denotamos f + ¢g. Asi,

h(z) = (f +9)(x) = 2° + Vba + L.

Observe que la posibilidad de definir esta operacion depende de que ella esté
presente en el rango de la funcién f (en este caso los niimeros reales). Una

definicién precisa es como sigue:

Definicién 61 Sean f y g funciones. Se define la suma de f y g, denotada
f+g, como
(f +9)(x) = f(z) + g(z)

para cada x en un dominio comun de f y g.

Anélogamente se define: La diferencia de f y g, denotada f — g, como

(f = 9)(x) = fz) — g(x),
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y el producto de f y g, denotado f - g, como
(f-9)(@) = f(z) - g(z).

Finalmente, definimos el cuociente de f y g, denotado i, como
g

(-8

g g(z)’

donde z pertenece a un dominio comin de f y g, y siempre que g(z) # 0.

Ejemplo: Sean f(z) = v4—22y g(x) = 3z + 1. El dominio de f es el
intervalo cerrado [—2,2], y el dominio de g es R. La interseccién de estos

dominios es [2,2], que es el dominio de f+ g, f — gy f-g. Para el dominio

de = se excluye todo nimero x en [—2, 2] tal que g(x) = 3x+1 =0 (es decir
g

T = —%); por lo tanto, tenemos:
(f+g)(x) = Vd—a22+ Bz +1), —2< <2
(f-9)(x) = V4d—22—Bz+1) , —2< <2
(f-9)(x) = vd—2a?-Bz+1), —2<z<2
/ V4 — 22 1
(E)(ﬂf) ETEERE —2<z<2 y x;«é—g.

Una funcion f puede ser:

a) Polinomial, esto es si
f(2) = anz™ + ap_12" ' + -+ ayz + ag,

donde los coeficientes ag, ay, . .., a, son numeros reales y los exponentes son
enteros no negativos. Una funcién polinomial puede considerarse como una

suma de funciones cuyos valores son del tipo ¢ - z¥, donde ¢ es ntimero real y
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k es un entero no negativo.

b) Algebraica, esto es una funcién que es una combinacién de sumas,

diferencias, productos, cocientes o raices de funciones polinomiales.

Ejemplo: f(z) =5z — 2¥x + \3}(%5}

¢) Trascendentales, esto es aquellas funciones que no son algebraicas.

T

Ejemplos: f(z)=-¢ y f(z) = log(x).

Las funciones trascendentales seran el objeto de estudio de un capitulo

posterior.

4.6 Ejercicios

1. Describa el conjunto de todos los puntos (z, y) de un plano coordenado

tal que y/z < 0.

2. Demuestre que el tridangulo con vértices A(3,1), B(—5,—-3) y C(4,—1)

es un triangulo rectangulo y encuentre su area.
3. Dados P(—5,9) y Q(—8,—7), hallar

a) La distancia d(P, Q).
b) El punto medio del segmento PQ).

¢) Un punto R tal que @ sea el punto medio de PR.
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4. Encuentre todos los puntos del eje y localizados a una distancia 13 de
P(12,6).

A

i, Para qué valores de a la distancia entre P(a,1) y q(—2,a) es menor
de 37

6. Encuentre una ecuacién del circulo que tenga centro C(7,—4) y pasa
por P(-3,3).

7. Halle una ecuacién para la mitad izquierda del circulo dado por (z +
22 +y? =9.

8. Determine la pendiente de la recta que pasa por C(11,—5) y D(-38,6).

9. Demuestre que A(—3,1), B(1,—1), C(4,1) y D(3,5) son los vértices

de un trapecio.
10. Encuentre una ecuacion de la recta que pasa por A(%, —%) que es

a) Paralela a la recta 6x 4+ 2y +5 = 0.

b) Perpendicular a la recta 6x + 2y + 5 = 0.
11. Exprese 8z + 3 4+ 3y — 24 = 0 en forma de punto-pendiente.

12. Encuentre una ecuacién de la recta que tiene interseccion x en —3 y

pase por el centro del circulo con ecuacién: %+ y? —4x + 10y +26 = 0.

13. Halle la ecuacion general de la recta que pasa por P(4,—3) con pen-

diente 5.
14. Encuentre el centro y radio del circulo con la ecuacion dada

a) 22 +y?—12y+31=0.
b) da? + 4y + 24z — 16y + 39 = 0.
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'f(i):\/m,

17. Determine si f es par, impar o ninguna de las dos

a) f(z)=va®+ 4.
b) f(z) = V/3x2 — 5.
¢) f(z)=+vax*+32%2+5.

si h # 0 para las siguientes funciones

133

18. Trace la gréfica de la ecuacién y nombre (o etiquete) las intersecciones

rTyy

)
)

c) y*=16— 2>
) 22 +9? +4x — 16y + 64 = 0.
)

2?2 +9y? —8x = 0.
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19.

20.

21.

22.

23.

CAPITULO 4. FUNCIONES Y GRAFICAS

f) y=(r—-3)?%-2.

Para las siguientes funciones trace la gréafica, encuentre el dominio y

el rango f, y halle los intervalos en que f es creciente, decreciente o

constante
a) flr)=15*
b) f(z)= |z +3]
¢) fla)y=1—-+vx+1
d) f(z)=9— 2>
{xz siz <0
e) flz)=4q 3z si0<z<2.
6 sixz>2
£) f(x)=1+2[z]

Trace las graficas de las siguientes ecuaciones, usando desplazamiento,

alargamiento o reflexion:
a)y=vz  bly=vr+d cy=yr+4
dy=4/4 e y=3Vz f)y=—vz

Encuentre el valor maximo o minimo de f(x):

a) f(z) =5z + 30z + 49.

b) f(z) = —32? + 30z — 82.
¢) f(zr)=—12(x+1)*>—37.
d) f(x)=3(z+2)(x — 10).

Exprese la funcién f(z) = —22% 4+ 122 — 14 en la forma a(z — h)? + k.

Halle la ecuacion estandar de una pardbola con un eje vertical que

tenga vértice V' (3, —2) y pase por (5,4).
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24. Si f(x) =4 — 22y g(x) = \/z, encuentre el dominio de
a) fg b) f/g
25. Si f(r) =8z — 1y g(x) = vx — 2, halle
a) (fog)(2) b) (g0 f)(2)
26. Para las siguientes funciones encuentre: (f o g)(z) y (go f)(x):
a) f(z)=22*—5x+1 g(x) =3z +2.
b) fl)=VEETZ  glr) = 1/a%
27. Para las siguientes funciones, determine: (f o ¢g)(x) y el dominio de
fog,y(go f)(x)y el dominio de go f:
a) f(z)=v25—a? g(x) =V 3.
b) fo)=gEz  gl)=1
28. Encuentre una forma de funcién composicién para y = v/z2 — 5z.

29. (f(x) =223 —5 es una funcién biunivoca?

30. Para las siguientes funciones, halle: f~1(z) y trace las gréificas de f y

f~! en el mismo plano coordenado.

a) f(z) =10 — 15z b) f(z) =9 — 222, x <0.

31. Supongamos que f y g son funciones biunivocas tales que f(2) = 7,

f(4) =2y g(2) = 5. Encuentre el valor, si es posible

a) (go f7)(7).
b) (fog'(5).
c) (fTog™)(5)
d) (971 o f7H(2).



Capitulo 5

Secciones Conicas

5.1 Parabolas

Las secciones conicas, también llamadas conicas, se obtienen cortando un
cono circular recto doble con un plano. Al cambiar la posiciéon del plano se
tiene un circulo, una elipse, una pardbola o una hipérbola.

Las cdnicas degeneradas (o degradadas) se obtienen si el plano corta al
cono en un sélo punto o a lo largo de una o dos rectas situadas en el cono.

Con base al trabajo del capitulo anterior, si a # 0, la grafica de y =
ax® + bx + ¢ es una pardbola con eje vertical. A continuacién daremos una
definicién general de una parabola y llegaremos a ecuaciones de parabolas

que tienen eje vertical u horizontal.

Definicién 62 Una pardbola es el conjunto de todos los puntos de un plano
equidistantes de un punto fijo F' (foco) y de una recta fija l (directriz) situada

en el plano.

Supondremos que f no estd en [, si estuviera, tendriamos una recta en lugar

de una parabola.

136
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Si P es un punto del plano y P’ es el punto en [ determinado por una
recta que pasa por P y es perpendicular a [ (ver figura), por la definicién

anterior, P estd sobre la parabola si y solo si
d(P,F)=d(P,P).

El eje de la parabola es la recta que pasa por F' y es perpendicular a la
directriz.

El vértice de la pardbola es el punto V' sobre el eje que se encuentra a la
mitad de F" a .

Ejemplo: A fin de obtener una ecuacién sencilla para una parabola, con -
sideremos F(0,p) como foco (p # 0) y y = —p como directriz.

Por la férmula de la distancia, un punto P(x,y) estd sobre la parabola si
y sélo si d(P, F) = d(P, P'), esto es, si

Vi@ =02+ (y—p)?=(z—2)?+(y+p)

o P(x,y)

(z,—p) y=—p

Elevamos al cuadrado ambos lados y simplificamos:

(y +p)?
Y+ 2py +p

* + (y — p)?

2?4+ y* = 2py + p° ?

w2 = dpy.
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Una ecuacion equivalente es: y = fpr. Si p > 0, la parabola abre hacia
arriba; si p < 0, la parabola abre hacia abajo.

Si intercambiamos los papeles de z e y, resulta y? = 4px o bien, lo que es
equivalente x = %pr. Esta es una ecuacion de una parabola con vértice en
el origen, foco F(p,0) y abre a la derecha si p > 0, o la izquierda si p < 0.

La ecuacién de la directriz es z = —p.

Ejemplo: Encontremos el foco de la parabola y = —%x? Para ello ob-

servemos que tiene la forma y = az? con a = —%. Dado, por el ejemplo

1

G
4ip, entonces p = - = 4(+é) = _L% =3
Asi, la pardbola abre hacia abajo y tiene foco F'(0, —%

3
5

anterior, que a =
). La directriz es

la recta horizontal y =

Si tomamos una ecuacién estandar de una pardbola, esto es de la forma

2

2% = 4py, y cambiamos x por x — h y y por y — k, entonces x? = 4py se

convierte en
(z —h)* = 4p(y — k).

Por nuestro analisis sobre traslaciones del capitulo anterior, reconocemos que
la grafica de la segunda ecuacién se puede obtener a partir de la gréafica de
la primera. De esta manera, el vértice pasa de (0,0) a (h, k).

Elevando al cuadrado el lado izquierdo de la ecuacién anterior y simplifi-
cando, nos lleva a una ecuacién de la forma y = ax? + bx + c¢. Andlogamente,
si comenzamos con (y — k)*> = 4p(z — h), podemos escribir en la forma

r=ay*+by+ec

Ejemplo: Analicemos la gréifica de 2 = y? + 8y + 22. Ya que el término al
cuadrado es en y, la grafica es una parabola con un eje horizontal. Escribimos

la ecuacién dada como

Y +8y+ __ =20 —22+ __



5.2. ELIPSES 139

y luego completamos el cuadrado al sumar [%8]2 a ambos lados:

Y +8y+16 = 22 —6
(y+4)* = 2(z—3).

De esta manera, el vértice V' (h, k) es V (3, —4).

Obsservemos también que 4p = 2 6 p = % Esto da que el foco es
F(h+p,k) = F(3+ 3,—4) = F(%,—4). Finalmente, la directriz es z =

h—p=3—-1=252.

5.2 Elipses

Definicién 63 Una elipse es el conjunto de todos los puntos de un plano,
tal que la suma de sus distancias a dos puntos fijos del plano (los focos) sea

una constante positiva.

Ejemplo: A fin de obtener una ecuacion sencilla para una elipse, escojemos
el eje x como la recta que pasa por los dos focos F'y F’, con el centro de la
elipse en el origen. Si F tiene coordenadas (¢, 0) con ¢ > 0, entonces, como en
la figura siguiente, F’ tiene coordenadas (—c,0). La suma de las distancias
de un punto P(z,y) desde F'y F’ se denotard con 2a. Asi, por definicién,

P(x,y) esta en la elipse si y sélo si

d(P,F) + d(P,F') = 2a
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F'(—¢,0) F(c,0)

Por la féormula de la distancia, lo anterior es equivalente a:
Ve =P+ + Ve +o?+y? =2
(x—c)?+y?2 = 2a—+/(v+c)?+y2
Elevando al cuadrado la expresién anterior obtenemos
(x —c)* +9° =4a®> —dav/(z + )2 +y2 + (z + ¢)* + y°.
Desarrollando los términos al cuadrado y simplificando queda

—2xc = 4a® — 4ar/(z + )% + y% + 2zc

av/(z +¢c)2 +y? = a® + zc.
Volviendo a elevar al cuadrado se obtiene
a®[(z + ¢)® + %] = a* + 2a®xc + 277
Desarrollando el término al cuadrado y simplificando se tiene
ar’ + a’c® + a*y? = o' + 27

(a® — A2 +a*y* = da*(a® —?).
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Dividiendo por a?b? donde b := a? — 2, se obtiene la forma estdndar de una

elipse:
2 2
Y
a? b2
Gréaficamente
A
0,b
(—CL, 0 (aa 0)
(07 _b)

Observe que si x = 0, entonces y = +b. El segmento que une los puntos
(0,b) y (0,—0b) de la elipse se llama eje menor.

Analogamente si y = 0, entonces x = +a. El segmento que une los puntos
(a,0) y (—a,0) se llama eje mayor de la elipse.

En particular, los puntos (a,0) y (—a,0) se denominan vértices de la
elipse.

Nétese que a? — b*> = (a —b)(a+b) = ¢* > 0 implica a > b. Esto justifica
los nombres ejes menor y mayor utilizados anteriormente.

Una situacién diferente plantea el siguiente ejemplo.
Ejemplos:

a) Consideremos la elipse con ecuacién 222 + 9y* = 18 y obtengamos
las coordenadas de los focos. Para ello, escribimos la ecuacion en la forma
estandar

2?2
—+==1
9+2
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Se deduce que a = 3y b = /2. Luego calculamos ¢ de la férmula ¢ = a? — b

obteniendo

A=9-92=7

6 ¢ = ++/7. Por lo tanto, los focos son (v/7,0) y (—v/7,0).

b) Encontremos la ecuacién de la elipse con vértices (+£4,0) y focos

(£2,0). Para ello usamos nuevamente la forma estandar

2 2
L
a b2

donde a > b.

Como los vértices son (£4,0), concluimos que a = 4. Andlogamente,
como los focos son (42,0), conluimos que ¢ = 2. Luego, la férmula ¢ =
a? — b? nos da

V=a>-c*=16—4=12,

de donde b = ++/12. Obtenemos asi que la ecuacion tiene la forma explicita

Finalmente, observemos que un circulo es un caso particular de una elipse

(a=0).

5.3 Hipérbolas

La definicién de una hipérbola es semejante a la de una elipse. El tnico
cambio es que en lugar de usar la suma de distancias desde dos puntos fijos,

usamos la diferencia.
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Definicién 64 Una hipérbola es el conjunto de todos los puntos de un plano,
tal que la diferencia de las distancias, en valor absoluto, a dos puntos fijos

del plano (los focos) sea una constante (positiva).

Ejemplo: Escojamos un sistema de coordenadas con focos F'(c,0) y F'(—c,0)
y denotamos la distancia (constante) con 2a. Asi, un punto P(x,y) pertenece

a la hipérbola si y sélo si
|d(P,F) —d(P, F'")| = 2a.

Utilizando la féormula de la distancia y procediendo como en el caso de la
elipse, obtenemos la ecuacion estandar
22

@ B

donde v? = ¢? — a%. La situacién geométrica aparece en la figura siguiente:

o P(xz,y)

®
®
Y

F'(—¢,0) F(c,0)

Aplicando pruebas de simetria, observamos que la hipérbola es simétrica
con respecto a ambos ejes (x e y) y al origen.
Podemos encontrar las intersecciones en z de la hipérbola con y = 0 en la

2

., 2
ecuacion; de esta manera llegamos a % =1, o sea z° = a® y, en consecuen-

cia, las intersecciones x son a y —a. Los puntos correspondientes V(a,0) y
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V'(—a,0) de la grafica se llaman vértices de la hipérbola. El segmento de

recta que une V' y V' se llama eje transverso.

V'(—a,0) V(a,0)

Y

La grafica carece de interseccién con eje y porque la ecuacion —‘Z—; =1no
tiene soluciones en R. Los puntos W(0,b) y W’(0, —b) son puntos extremos
del eje conjugado WW’. Los puntos W y W’ no pertenecen a la gréfica pero

son ttiles para describir la grafica. En efecto, es posible probar (Ejercicio)

()

son asintotas para la hipérbola. Estas asintotas sirven como guias para dibu-

que las rectas

jar la grafica.

Una forma sencilla de trazar las asintotas consiste en encontrar primero
los vértices V(a,0), V'(—a,0) y los puntos W(0,b), W'(0, —b).

Si se dibujan las lineas verticales y horizontales que pasen por estos
puntos extremos de los ejes transverso y conjugado, respectivamente, en-
tonces las diagonales del rectangulo auxiliar resultante tienen pendientes b/a

y —b/a; por lo tanto, al prolongar estas diagonales obtenemos las asintotas
y = (+b/a)x.
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La hipérbola se traza entonces usando las asintotas como guias. Las dos
partes que conforman la hipérbola se llaman rama derecha y rama izquierda

de la hipérbola.
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5.4 Ejercicios

1. Encuentre el vértice, foco y directriz de la parabola. Trace su gréfica,

mostrando el foco y la directriz.

a) 8y =ux".

o

2y% = —3z.

d) (y—2)*= %(I—S).

y = — 4+ 2.

¢}

)
)
c) (z+2)2=-8(y—1).
)
)
)

f) 2?2 + 20y = 10.

2. Encuentre una ecuacion de la parabola que satisfaga las condiciones

dadas.
a) Foco F(2,0), directriz x = —2.
b) Foco F(6,4), directriz y = —2.
c) Vértice V (3, —5), directriz x = 2.
d) Vértice V(—1,0), foco F(—4,0).
e) Vértice en el origen, simétrico al eje y y que pasa por el punto

(2,-3).

f) Vértice V(—3,5), eje paralelo al eje x y que pasa por el punto
(5,9).

g) Vértice V (3, —2), eje paralelo al eje z e interseccién y de 1.

3. Encuentre los vértices y focos de la elipse. Trace su grafica y muestre

los focos.

.132 y2
LY
3 5+
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2 2
) A A
15 416
c) 4z*+y* =16.

d) 4a? +25y% = 1.
@—3V+Ky+®2
16 9

) _1
f) 4z? 4+ 9y* — 32z — 36y + 64 = 0.
)

e

g) 25x% + 4y* — 2502 — 16y + 541 = 0.

4. Encuentre una ecuacién para la elipse con centro en el origen y que

satisfaga las condiciones dadas.

a) Vértices V(£8,0), focos F(£5,0).

b) Vértices V(0,+5), eje menor de longitud 3.
¢) Focos F(£3,0), eje menor de longitud 2.
d) Vértices V(0,+6), que pasa por (3,2).

e) Intersecciones en x = +2, intersecciones en y = :I:%.
f) Intersecciones en x = £1/2, intersecciones en y = +4.
g) Eje mayor horizontal de longitud 8, eje menor de longitud 5.
h) Eje mayor vertical de longitud 8, eje menor de longitud 6.

5. Encuentre los vértices, focos y ecuaciones de las asintotas de la hipérbola.

Trace su grafica y muestre las asintotas y focos.

2 P
A
9 5
2 2
Yy x
by LT
) 9 4
2
2 Yy
4
c) x ol
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e) 1622 — 36y° = 1.

f) (y+2)? (x+27°
9 4

g) 14422 — 252 + 864z — 100y — 2404 = 0.

1.

h) 4y? — 2% + 40y — 42 + 60 = 0.

6. Encuentre una ecuacion para la hipérbola que tenga su centro en el

origen y satisfaga las condiciones dadas.

a) Focos F(0,44), vértices V(0,+1).

b) Focos F(+£5,0), vértices V(£3,0).

c) Focos F(0,+5), eje conjugado de longitud 4.

d) Vértices V(+£3,0), asintotas y = 2.

e) Intersecciones x = £5, asintotas y = £2x.

f) Eje transverso vertical de longitud 10, eje conjugado de longitud
14.

g) Eje transverso horizontal de longitud 6, eje conjugado de longitud
2.

7. Encuentre los vértices y focos de la cénica y trace su grafica.

a) y? = 64x.

o

9y? = 144 — 1622,

c) 22—y —4=0.

2% — 9y* + 8z + 90y — 210 = 0.

@

f

)
)
)

d) 25y =100 — 2.
)
) 422 + 9y? 4 242 — 36y + 36 = 0.
)

g) y>—8r+8y+32=0.
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8.

10.

h) 22 —9y* +8x+7=0.

a) Determine A de modo que el punto (2, —3) pertenezca a la cénica
Ax? + 2% = 4.

b) ¢La cénica es una elipse o una hipérbola?

Si un cuadrado con lados paralelos a los ejes coordenados estd inscrito

en la elipse (22/a?) + (y?/b*) = 1, exprese el drea A del cuadrado en

términos de a y b

Encuentre la ecuacion estandar del circulo con centro en el foco de la

parabola y = %:BZ y que pasa por el origen.



Capitulo 6

Funciones Exponenciales y

Logaritmicas

6.1 Funciones exponenciales

Comencemos por analizar la funcién f definida por

flz) =2".

Enumerando coordenadas de varios puntos racionales, esto es de la forma ™,

n > 0, con m y n enteros; y usando la propiedad algebraica:
ol = (Y3,

obtenemos un trazo discreto de puntos como muestra la figura a continuacién

150
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(-1,1/2) o

A fin de ampliar el dominio de f a todos los nimeros reales, es necesario

definir 2% para todo exponente x irracional.

Hacemos esto por continuidad, esto es, requiriendo que la grafica repre-

sente una funcion continua. De esta forma obtenemos la grafica siguiente:

Consideremos en seguida cualquier base a, donde a es un numero real
positivo deiferente de 1. Al igual que en el analisis previo, resulta viable

definir una funcién f cuyo dominio es R y su rango es el conjunto de los
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nimeros reales positivos. Su grafica se indica en las graficas siguientes:

A

flz) =a”
0> 1 flx) =a”
O<ax<l1

Las graficas indican que si @ > 1, entonces f es creciente en R, y si

0 <a <1, f decrece en R. Esto es comprobable mediante calculo.

Las graficas indican solamente la “apariencia general”; es decir, la forma
“exacta”depende del valor de a. Observese que como a® = 1, la interseccién

con el eje y es 1 para toda a.

Si a > 1, conforme x decrece hasta valores negativos, la grafica de f se
aproxima al eje de las x; por lo tanto, decimos que el eje x es una asintota
horizontal. A medida que x aumenta hasta valores positivos, la grafica sube

con rapidez.

Cuando consideramos a” excluimos los casos a < 0y a = 1. Obsérvese
que si a < 0 entonces a no es un nimero real para muchos valores de x como

L, 3 X Sia=0, entonces a” = 0° es indefinido. Por tltimo, cuando a = 1,

29
a® = 1 para toda z y la grafica de f(x) = a” es una linea horizontal.

La grafica de una funcion exponencial f es creciente o decreciente en to-
do su dominio y, en consecuencia, f es biyectiva. En particular es inyectiva,
esto significa que para ntmeros reales x1 y o9; si a®' = a®* entonces r; = T».
Esta propiedad es de mucha utilidad para resolver ecuaciones exponenciales

en algebra.
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Ejemplo: Resolvamos la ecuacién 3°*~8 = 972 para x.

Primero expresamos ambos lados con la misma base:
35:v—8 — (32)x+2
Aplicando la ley de los exponentes:
353378 — 321‘+4.
Usando que las funciones exponenciales son biyectivas:
or — 8 = 2z + 4.

Resolviendo para x:
x =4.

Trazando graficas de distintas funciones exponenciales en el mismo plano
coordenado nos hace ver que:

Sil < a< b, entonces a® < b* para valores positivos de x

La gréfica anterior muestra también que:
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Sil < a< b, entonces b* < a® para valores negativos de x.

3

5 < 2 < 3, la grafica de y = 27 se encuentra entre

En particular, como

las gréaficas de la figura anterior.

La funcién exponencial mas util en la préactica es la funcion exponencial

natural, definida por:

f(z) =€".

Puesto que 2 < e < 3, la grafica de y = e” estd entre las graficas de y = 2% y
y = 3.

El niimero e aparece como limite de la sucesién (1 + %)” Una variante
de la sucesién anterior produce la formula de interés compuesto continuo

utilizada en economia.

La funcién exponencial natural permite, también, definir otras funciones

importantes en la practica. Por ejemplo, la funcién

recibe el nombre de funcion coseno hiperbdlica y sirve en ingenieria para
describir la forma de una cadena o cable flexible uniforme cuyos extremos

estén sostenidos a la misma altura. La grafica es:
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Notese que “parece” una parabola, pero no es el caso.
Un tipo de problemas que involucra la funcién exponencial, y que se pre-

senta en calculo, es el siguiente:

Ejemplo: Si f(z) = 2%(—2e7%*) + 2xe~2*, hallar los ceros de f.

A fin de resolver este problema, factorizamos f(x) como sigue:

f(x) = 2we * —2z%e

= 2ze *(1 —1).

Para encontrar los ceros de f, resolvemos la ecuacién f(x) = 0. Puesto que
e~2® > () para toda z, vemos que f(z) =0siysélosiz =06 1—x = 0; por

lo tanto, los ceros de f son 0 y 1.

6.2 Funciones logaritmicas

En la seccién anterior analizamos que la funcién exponencial dada por f(z) =
a” para 0 < a <16 a> 1 es biyectiva; en consecuencia, f tiene una funcion
inversa f~!. Esta inversa de la funcién exponencial con base a se llama
funcion logaritmica con base a y se denota log,. Sus valores se escriben
log,(z), que se lee “el logaritmo de = con base a”. Una definicién formal es

la siguiente:

Definicién 65 Sea a un numero real positivo diferente de 1. El logaritmo

de x con base a se define como
y =log,(x) siy sdlo si x = a”

para cada x > 0 y todo nimero real y.
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Ejemplos: Las siguientes formas son equivalentes:

logsu =2 «— 5°=u

log,8 =3 «— b*=38

r=log,q «— p'=q
w=log,(2t+3) «— 4 =2t+3

35+22’ —

logsx =542z «— x.

Ya que la funcién logaritmica con base a es la inversa de la funciéon expo-
nencial con base a, la gréifica de y = log,(z) se obtiene reflejando la grafica
de y = a” con la linea y = x. La figura siguiente muestra esta grafica para

a > 1:

y=c y = log, (1)

Observemos que la interseccién = con la grafica es 1, el dominio es el
conjunto de los reales positivos, el rango es R y el eje y es una asintota
vertical.

Es claro que, si a > 1, log,(x) es creciente en (0,00) y, por lo tanto,
biyectiva. En particular, esto muestra la siguiente propiedad algebraica para

nameros reales x, Ts:

Si log,(x1) = log,(x2) , entonces z1 = xs.
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la propiedad anterior se utiliza para resolver ecuaciones logaritmicas.

Ejemplo: Resolvamos la ecuacién logg(4e — 5) = logg(2z + 1).
Para esto, usamos directamente la propiedad anterior y se obtiene: 4z —

5=2x+16x=3.

El ejemplo anterior muestra una ecuacion logaritmica simple; es decir, que
contiene el logaritmo de una expresion que comprende una variable lineal.

Se pueden presentar soluciones “extranas”cuando se resuelven ecuaciones
logaritmicas con variables no lineales (por ejemplo, cuadraticas); por lo tanto,
por regla general, debemos comprobar las respuestas para asegurarnos de que
estamos tomando logaritmos unicamente de nimeros reales positivos; de otra

manera no podremos definir la funcién logaritmica.

No es frecuente utilizar logaritmos con base a < 1. Sin embargo, es 1til

tener en mente al menos su grafica, como ilustra la figura a continuacion:

O<ax<xl1

y=u y = log, ()

Los logaritmos con base 10 se llaman logaritmos comunes. Denotamos:

log(x) := log,(z) para x > 0.
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6.3 Propiedades de los logaritmos

En la seccién anterior vimos que log,(x) se puede interpretar como un ex-
ponente; en consecuencia, las leyes de los exponentes sirven para obtener
las correspondientes de los logaritmos. Las propiedades fundamentales se

resumen en el resultado siguiente:

Teorema 66 Sean u y w numeros reales positivos, entonces
(1) log,(u - w) = log,(u) + log,(w)
(2) log, (%) = log,(u) — log, (w)
(3) log,(w®) = clog,(w) para todo nimero real c.

Demostracion. Hagamos: r := log,(u) y s := log,(w). Entonces a" = u 'y
a® = w.

(1) u-w=a"-a*=a""*. Luego,
loga(u ’ w) =r+s= loga(u) + loga(w)'

(2) 2 =% =a""* luego:

u

log, < > =r —s=log,(u) —log,(w).

w

log,(u®) = c-r = c-log,(u).

Observacion: No hay leyes generales para expresar log, (u+w) 6 log, (u—w)
en términos de logaritmos mas sencillos.

Algunos ejemplos que ilustran los usos de las leyes de los logaritmos son

los siguientes.
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Ejemplos:

:ES\/gj

22

a) Expresemos log, ( ) en términos de logaritmos de z, y y z. Para

ello, escribimos ,/y como y'/? y usando las propiedades obtenemos:

3
log,, (:c \2/§

z

) = 1Oga<x3 : y1/2) - lOga(Z2)
= log,(z°) +log,(y"?) —log,(2%)
1
= 3loga($) + 5 loga(y> - QIOga(z)‘

b) Expresemos 3 log,(z? — 1) — log,(y) — 4log,(z) como un logaritmo.

Para ello, usamos las propiedades, obteniendo:

1
g loga(l‘Q - 1) - loga(y) - 410ga(z) = lOga(l‘Q - 1)1/3 - loga(y> - loga(z4)
= log,(Va? — 1) — (log,(y) + log,(2"))
= loga( 3V r? — 1) - loga(y ' 24)
(5=
= log, | ——— | -

y- 2t

¢) Resolvamos la ecuacién log,(z) + logy(z + 2) = 3. Para ello, usamos

las propiedades y obtenemos:
logy(z - (x +2)) =3
o0, equivalentemente

r-(r+2) = 2°
242 -8 = 0
(x—=2)(x+4) = 0

dedonde z =2 6 2z = —4.
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Observemos ahora que z = 2 es solucién pues pertenece a los dominios
de las funciones log,(z) y logy(x 4+ 2). Sin embargo, = —4 no es solucién

pues log,(—4) no existe.

Supongamos ahora que deseamos resolver la ecuacion:
3 =21.

Claramente, la solucién es:
x = logg(21).

Sin embargo, en general, no estamos en condiciones de obtener el valor de
log4(21), por ejemplo, mediante el uso de una calculadora. Este problema lo
resuelve el siguiente resultado que nos permite hallar log,(u) si u > 0y b es
cualquier base logaritmica. Este resultado se conoce también como formula

de cambio de base.

Teorema 67 Sixz > 0 y a, b son numeros reales positivos diferentes de 1,

entonces
_ log, ()
 log,(b)

logy, ()

Demostracion. Escribamos y := log,(x), 6, equivalentemente: ¥ = x. En-

tonces; ya que log, es una funcion:

log, (b) = log, (x),

aplicando propiedades de los logaritmos tenemos:

ylog,(b) = log,(z)

_ log,(2)
7 Tog,(0)
lo que prueba el teorema. "

1
~ log,(b)’

Corolario 68 log,(a)



6.3. PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS 161

Demostracion. Tomar x = a en el teorema anterior y usar el hecho que

log,(a) = 1.

Observaciéon: El teorema anterior no debe confundirse con las siguientes

identidades que en general son falsas:

log,(2) v log,(v)
log, (b) 7 log, (Z) " log, (b) # log,(z —b).

Los casos especiales mas usados de la férmula de cambio de base son

a = 10 (logaritmos comunes) y a = e (logaritmos naturales).

_ logo(7) _ log(z)
logyo(b) log(b) ‘

_ log,(x)
log, (b)

Corolario 69 log,(x)

(x

Corolario 70 log,(x) (b))

_In
~In
Ejemplos:

a) Resolvamos la ecuacién 3* = 21. Para ello, reescribimos como:

In(21)

xr = logs(21) = n(3)

5 =5"

., x .
b) Resolvamos la ecuacién >—=— = 3. Para ello, reescribimos:

5" =57 =6

1
5 — — =6
51‘

55" —=1=6-5"

52 _6-5"—1=0
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(5")* —6-5" —1=0.
Reconocemos que esta forma de la ecuacién es cuadratica en 5*. Luego,

 6++/36+4

’ 2

5" =3+ V10.

Observe ahora que 5 > 0 pero 3 — /10 < 0, luego:
5" =3+ V10.

“Tomando log "en ambos lados:
zlog(5) = log(3 + V/10),

luego:

log(3 ++/10)

log(5)

6.4 Ejercicios

1. Resuelva las siguientes ecuaciones:

a 7m+6 — 73x74_

329:+3 — 3(332) )

o

)
)
c) 271007 = (0.5)"*,
d)
)

(S
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f)
g)
h)

1

)
)
k)
1)
m)
n)
0)
)
)
)
)
)
)

p

le]

-

S

-+

v

a

o o

o

i) log z? = log(6 — ) ii) 2log x = log(6 — ).
i) In(e®)? = 16 i) Ine®) = 16.
2. Convierta a la forma logaritmica.
10° = 100000.
10° =y + 1.
et =3 —x.
1072 = 0.01.
10" = 38z.

@

)
)
)
)
)
)

f

63x — 62171 )

log,(z) = /log,(x).
€x+ln(4 — 37,
log, () +logy(z +2) = 3.

27 4 3(2011 — 5) = 10.

5T _ 5%
- =3
2

Inz? = —2.
e?lnx =0,
2577 = 6,
25$+3 — 32z+1'
61n(:1:+1) = 3.
10?18¢ = 5,

22 (—2xe ") 4 2z = 0.

Ol =+ 2.

163
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3. Pase a la forma exponencial.

Inz =0.1.

logx = —8.

1

Inx = 2

)
)
¢) In(z—2)=1.
)
)
)

In(t —5) =1.2.
4. Exprese en términos de logaritmos de z, y, z o w.

a) 1) log,(z2) ii) log,(y/=) iii) log, ¥/

5. Escriba la expresiéon como un logaritmo.

a) 1) loggx + logs(5y) ii) log4(22) — logg iii) 5logs y.

b) log, z + 3 log,(z — 2) — 5log, (22 + 3).

)
)
c¢) log(a®y?) — 2log x ¢y — 3log (%)
d) Iny®+ %ln(x?’y(s) —5Iny.

)

e) Iny—4In(1/y) — 31n(zy).
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f) log(x?/y3) + 4logy — 6log \/zy.

6. Usar logaritmos naturales para resolver x en términos de y en las

siguientes ecuaciones:

et +e”
a) y= pramp—
et —e T
e — e
) Y=

7. Usar logaritmos comunes para resolver x en términos de y en las sigui-

entes ecuaciones:

e 1
YV T e 10
10% 4+ 10~=
b =
)y 5
10 — 10~*

10 + 10"



Capitulo 7

Sistemas de Ecuaciones y

Matrices

7.1 Sistemas de ecuaciones

Consideremos las graficas de dos funciones f y g como en la figura siguiente:

A

En la préictica, en ocasiones hay que encontrar puntos como P(a,b) y
Q(c,d), en donde las gréaficas se intersectan. Como P(a,b) estd en cada

grafica, el par (a,b) es una solucion de las ecuaciones y = f(z) vy y = g(x);

166
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esto es:
Decimos que (a, b) es una solucién del sistema de ecuaciones (o simplemente

{yzﬂ@
y = g(z),

donde la llave se usa para indicar que las ecuaciones deben tratarse en for-

sistema):

ma simultdnea. Del mismo modo, el par (¢, d) es una solucién del sistema.

Resolver un sistema de ecuaciones significa hallar todas las soluciones.

Ejemplo: Consideremos el sistema

y =
=2x + 3.
Las graficas de las ecuaciones son una parabola y una recta.

Realizando una grafica, es facil ver que los puntos (—1,1) y (3,9) son
soluciones del sistema (Ejercicio para el lector). Sin embargo, deseamos tener
una estrategia algebraica que permita encontrar las soluciones. Una de ellas
es llamada el método de sustitucion.

Béasicamente, el método de sustitucion consiste en los siguientes pasos:

1. Despejar una variable de una de las ecuaciones en términos de otra.

2. Sustituir en la otra ecuacion la expresion encontrada en el paso anterior
a fin de obtener una ecuacién sélo en una variable.

3. Encontrar las soluciones de la ecuacién en una variable obtenida en el
paso anterior.

4. Reemplazar los valores encontrados en el paso anterior en la ecuacién
del paso 1, para hallar los valores en la otra variable.

5. Comprobar cada par (z,y) encontrado en el paso 4, en el sistema dado.
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Por ejemplo, si consideramos las ecuaciones y = 2% y y = 2z + 3 del ejem-

plo en la introduccién, podemos sustituir 2 por y en y = 2z + 3 obteniendo:

2 =22 +3
6
(x4 1)(x—3) =0,
de donde se obtienen las soluciones x = —1 y x = 3.

Esto da los valores = de las soluciones (z,y) del sistema. A fin de hallar
los valores y correspondientes, podemos usar y = 2% 6 y = 2z + 3. Con

y = 22, resulta

Si o =—1,entonces y=(—-1)2=1

Si =3, entonces y = 3> =09.

Por lo tanto, las soluciones del sistema son (—1,1) y (3,9).

Ejemplo: Resolvamos el sistema
r+y?=6
{ T+ 2y =3.
Para ello, despejamos x en la segunda ecuacién en términos de y:
r=3—2y.

Sustituimos la expresion de x encontrada, en la primera ecuacion del sistema:

(B-2y)+y* =6

y? —2y—3=0.
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Resolvemos para y la ecuacion anterior. Se obtiene:

Los anteriores son los tnicos valores posibles de y para las soluciones del
sistema. Utilizamos ahora la ecuacion x = 3 — 2y a fin de hallar los valores

de x correspondientes:

Siy=3,entonces t=3—-2-3=-3
Siy=—1,entonces xt=3—-2-(—1)=05.
Por lo tanto, las soluciones posibles son (—3,3) y (5, —1).

Las graficas de las ecuaciones (parabola y recta) son las siguientes, donde

se muestran los puntos de interseccion:

A

Ejemplo: Resolvamos el sistema:
224+ =25
22 +y=19.
Despejamos 22 de la segunda ecuacion:

22 =19 —y.
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Sustituimos en la primera ecuacién, obteniendo:
(19 — y) + y* = 25.

Simplificamos y factorizamos, obteniendo:

Y —y—6=0
6
(y=3)(y+2) =0
Asf, los tinicos valores posibles de y son: y = 3y y = —2. Usamos 2? = 19—y

con objeto de hallar los correspondientes valores de x:
Si y =3, entonces 2> =19 — 3 = 16. Luego, z = +4
Si y=—2, entonces x? =19 — (—2) = 21. Luego, z = +v/21.
Asi, las tnicas soluciones posibles del sistema son:
(4,3), (—4,3), (V21,-2), (—V21,-2).

Noétese que la gréifica de 22 + y? = 25 es un circulo con radio 5 y centro en
el origen. La grafica de y = 19 — 2% es una parabola con un eje vertical. Las

graficas se muestran en la siguiente figura
A

1IN
N
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7.2 Sistemas de ecuaciones lineales

Podemos clasificar los sistemas de ecuaciones en lineales y no lineales. De un
punto de vista algebraico, se estudian preferentemente los sistemas lineales.
En esta seccion estudiaremos aquellos lineales con sélo dos variables.

Una ecuacién ax + by = ¢ (o bien ax + by — ¢ = 0), con a y b diferentes
de cero, es una ecuacion lineal en dos variables x e y. Del mismo modo,
ax + by + cz = d es una ecuacion lineal con tres variables z, y y z.

Dos sistemas de ecuaciones son equivalentes si tienen las mismas solu-
ciones. Para hallar las soluciones de un sistema lineal podemos usar también
el método de eliminacion que consiste en manipular las ecuaciones hasta
obtener un sistema equivalente de ecuaciones mas sencillas, para las cuales
podemos hallar sus soluciones con facilidad. Algunas manipulaciones (o
transformaciones ) que llevan a sistemas equivalentes son las siguientes:

1. Intercambiar dos ecuaciones.

2. Multiplicar o dividir una ecuacién por una constante diferente de cero.

3. Sumar un “multiplo constante” de una ecuacién a otra ecuacion.

Se obtiene un “multiplo constante”de una ecuaciéon al multiplicar cada

término de la ecuacién por la misma constante k distinta de cero.

Ejemplo: Resolvamos el sistema:

r+3y = -1
20—y = b.

A menudo multiplicamos una de las ecuaciones por una constante que nos da
el inverso aditivo del coeficiente de una de las variables en la otra expresion.
Esto permite sumar ambas ecuaciones y obtener una tercera con una sola

variable, como sigue:
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Multiplicamos por 3 la segunda ecuacién, obteniendo

r+3y = -1
6rx — 3y = 15.

Sumamos la primera ecuacion a la segunda, y obtenemos:

r+3y = —1

v = 14
Del ultimo sistema vemos que 7x = 14 6 x = 2. Para hallar el correspondiente
valor de y, sustituimos x con 2 en x + 3y = —1, con lo cual y = —1. En

consecuencia, (2, —1) es la unica solucién del sistema.

Las graficas de las ecuaciones son rectas que se cortan en el punto (2, —1)
A

r+3y=—1 20 —y =95

Observamos que, en general, el método de eliminacion suele conducir a
soluciones con menos pasos que el método de sustitucién analizado en la
seccion anterior.

Hay tres tipos de situaciones posibles al resolver un sistema de dos ecua-
ciones con dos variables: Hay exactamente una solucién, un nimero infinito
de soluciones o no existe solucion.

Graficamente, la primera situaciéon, llamado también sistema consistente,

corresponde a dos rectas que se intersectan.
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La segunda situacién, llamado sistema dependiente y consistente, corres-

ponde a dos ecuaciones que representan la misma recta; por ejemplo, el

3r+y = 6
6r+2y = 12

es dependiente y consistente (Ejercicio).

sistema

La tercera situacién, llamado sistema inconsistente, corresponde a dos

rectas paralelas. Por ejemplo, el sistema
dJr+y = 6
6 +2y = 20
no tiene solucién o es inconsistente.

Para sistemas de ecuaciones lineales con méas de dos variables, podemos
usar el método de sustitucién o el método de eliminacién. El método de
eliminacion es la técnica mas breve y facil para hallar soluciones. Ademés

lleva a la técnica de matrices que se estudia en la siguiente seccion.

7.3 Matrices

Consideremos el problema de resolver el siguiente sistema de ecuaciones

r—2y+3z =
20 +y — 4z
—3r+4dy—z2 = =2,

usando el método de eliminacién visto en la seccién anterior.

Sumando —2 veces la primera ecuacion a la segunda, se tiene el mismo
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sistema equivalente

r—=2y+3z2 = 4
5y — 10z = -5
—Jr+4dy—2z = -2

Sumando 3 veces la primera ecuacion a la tercera, se tiene

r—=2y+3z2 = 4
5y — 10z = —5H
—2y+8z = 10.

R 1 s 1
Multiplicamos ahora por : la segunda ecuacion y por —3 la tercera

r—2y+3z2 = 4
y— 2z = -1
y—4z = —5.

Sumamos —1 vez la segunda ecuacién a la tercera

r—2y+3z = 4
y—2z = -1
—2z = —4.

Las soluciones del iltimo sistema equivalente son faciles de hallar ahora por
sustitucion: De la tercera ecuacién z = 2. Al sustituir z con 2 en la segunda

ecuacion obtenemos y = 3. Finalmente, se obtiene también x = 4.

Si analizamos el método de solucién del problema anterior, vemos que los
simbolos usados para las variables carecen de importancia; debemos tomar
en cuenta los coeficientes de las variables. Asi pues, si utilizamos simbolos

distintos en las variables (por ejemplo r, s, t), obtenemos el sistema

r—2s+3t = 4
2r +s — 4t
—3r+4s -1t = =2
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Entonces el método de eliminacion puede continuar su curso igual que en
el ejemplo. Es posible entonces simplificar el proceso, introduciendo un es-
quema a fin de seguir los coeficientes en forma tal que no haya necesidad de
escribir las variables.

Con referencia al sistema anterior, primero comprobamos que las variables
aparezcan en el mismo orden en cada ecuacién y que los términos sin variables
estén a la derecha de los signos de igualdad. En seguida anotamos los niimeros

que intervienen en las ecuaciones como sigue:

1 -2 3 4
2 1 -4 3
-3 4 -1 2

Una ordenacion de este tipo se llama matriz. Los reglones o filas de la matriz
son los nimeros que aparecen uno a continuacion de otro en sentido hori-
zontal. Las columnas de la matriz son los nimeros que aparecen uno junto a
otro en sentido vertical.

La matriz obtenida del sistema de ecuaciones lineales del modo anterior es
la matriz del sistema. Si borramos la ultima columna, la restante ordenacion
es la matriz de coeficientes. En vista de lo anterior, llamamos también a la

matriz del sistema, una matriz coeficiente aumentada o matriz aumentada.

Ejemplo: Sistema:

rT—2y+3z2 =
2r+y—4z =
—Br+4y—2z = =2
Matriz coeficiente:
1 -2 3
2 1 -4

-3 4 -1
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Matriz aumentada:
1 -2 3 : 4
2 1 -4 : 3
-3 4 -1 : =2
Notese que en la matriz aumentada introducimos un segmento de linea ver-
tical a fin de indicar donde aparecerian los signos de igualdad en el sistema
de ecuaciones correspondiente.
A fin de dar una definicién general de matriz, usaremos la siguiente no-

tacion para los coeficientes de la matriz:
aij
donde i denota el nimero de fila y j el nimero de columna.

Definicién 71 Sean m, n enteros positivos. Una matriz m Xn es un arreglo

de m filas y n columnas de la forma siguiente:

aix aiz2 - QAip
a21 Q22 -+ Q2p
m1 Am2 " Omp

La expresién m x n la llamamos tamano de la matriz. Es posible considerar
matrices en que los sfmbolos a;; representen nimeros complejos, polinomios
u otros objetos matemédticos. Cada a;; se llama elemento de la matriz. Si
m = n, hablamos de una matriz cuadrada de orden n y los elementos aqy,

ass, ass, ... son los elementos de la diagonal principal.

Ejemplos:

) -5 3 1
a) Matriz 2 x 3:
7T 0 -2
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5 —1
b) Matriz 2 x 2: ( )

¢) Matriz 1 x 3: (3 1 _2)

2 -1
d) Matriz 3 x 2: 0 1
8 3
—4
e) Matriz 3 x 1: 0
5

El método de eliminacion para sistemas de ecuaciones nos da la siguiente

definicién.

Definicién 72 Diremos que dos matrices, del mismo tamano, son equiva-
lentes si se obtiene una de otra por una o mds de las siguientes transforma-
ciones elementales de fila:

(1) Intercambiar dos filas.

(2) Multiplicar o dividir una fila por una constante diferente de cero.

(8) Sumar un miltiplo constante de una fila a otra fila.

Las transformaciones elementales de fila, nos permiten obtener una forma
equivalente més sencilla que la original. Estas formas més sencillas son de
3 tipos: triangular superior, triangular inferior y diagonal, como ilustran,

respectivamente, los siguientes ejemplos en el caso 3 x 3:

11 Q12 413 a; O 0 ann 0 0
0 az a3 az; azy 0 0 ax O

0 0 ass as; asy as3 0 0 oass
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7.4 Algebra de matrices

En esta seccion analizamos propiedades de las matrices que son importantes
en cursos superiores de matematica. Denotaremos por el simbolo (a;;) una

matriz A de orden m X n.

Definicién 73 Sean A = (a;;), B = (b;j), C = (c¢i;) matrices de orden
m X n. Entonces

(1) A= B siy sélo si a;; = b;; para toda i y j.

(2) C = A+ B siy solo sic;; = a;;+ b;j para toda i y j.

1 0 5\ [ (=1 0 v25
V8 32 —2 ) 2 9 -2

Con la notacién anterior para matrices, podemos escribir la definicion de

Ejemplo:

suma como:
(aij) + (bij) = (ai; + bij).
Asi, para sumar dos matrices, sumamos los elementos correspondientes de

cada matriz. Dos matrices se pueden sumar solo si tienen el mismo tamano.

Ejemplos:
a)
4 =5 3 2 7T =3
0 4 + 7T -4 | = 7 0
—6 -2 1 -8
b)
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2 3 -2 -3 0 0
_.I_ p—y
—4 1 4 -1 0 0
La matriz nula m x n, denotada por 0, es la matriz con m filas y n
columnas en que cada elemento es 0.
El inverso aditivo —A de la matriz A = (a;;) es la matriz(—a;;) obtenida

al cambiar el signo da cada elemento de A diferente de cero.

El siguiente resultado se deduce de la definicién de suma de matrices.

Teorema 74 Sean A, B y C' matrices m X n y sea 0 la matriz nula m X n.
Entonces:

(1) A+ B=B+ A

(2) A+ (B+C)=(A+B)+C

(3) A+0=A

(4) A+ (—=A)=0.

La resta de dos matrices m x n estd definida por:
A—B:=A+(-B).

Definicién 75 El producto de un nimero real ¢ y una matriz A = (a;;) de

mXxn es
cA = (caij).

() (07

Se puede probar lo siguiente:

Ejemplo:

Teorema 76 Sean A y B dos matrices mxn y ¢, d nimeros reales. Entonces
(1) c-(A+B)=c-A+c¢-B
(2) (c+d)-A=c-A+d- A
(8) (c-d)-A=c-(d-A).
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La préxima definicién del producto AB de dos matrices puede parecer poco
comun, pero tiene muchos usos en matematica y en aplicaciones practicas.
En la multiplicacion A y B pueden ser de tamanos diferentes pero el nimero
de columnas de A ha de ser el mismo que el numero de filas de B; por lo
tanto, si A es m X n, entonces B debe ser n X p para algin p. Segun veremos,

el tamanio de AB es entonces m X p.

Definicién 77 Sea A = (a;;) una matriz de m x n y sea B = (b;;) una

matriz n X p. El producto AB es la matriz C' = (¢;;) de m X p tal que
Cij = anbij + aipbaj + aisbs; + -+ + ainby;

parai=1,2,...myj=1,2,....p.

L9 3 5 —4 20
Ejemplo: Consideremos A = ( ) yB=1]1 -1 6 31

4 0 =2
7 0 5 8
La matriz A es 2 x 3 y la matriz B es 3 x 4; por lo tanto, el producto

C = AB esta definido y es 2 x 4.

A fin de obtener el elemento ¢;; multiplicamos, correspondientemente, los
elementos de la i-ésima fila de la matriz A con los elementos de la j-ésima
columna de la matriz B. Luego sumamos.

Por ejemplo:

~18 8 -7 -22
C= .
( 6 —16 —2 —16>

Otros ejemplos de productos de matrices son los siguientes. La comprobacion

Asi, obtenemos:

queda como ejercicio para el lector.
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(1 5><;2>=(13)

La operacién del producto de matrices no es conmutativa; por ejemplo:

_ 2 9 1 9
si A= y B = entonces
-1 -1 1 2
4 8 0 0
-2 —4 0 0

Por lo tanto AB # BA. Observemos también que la ultima igualdad muestra
que el producto de dos matrices diferentes de cero puede ser igual a una matriz

nula. Otras propiedades de matrices son las siguientes:

Teorema 78 Si A esm xn, BesnxpyC espXxXq entonces
A(BC) = (AB)C.

Teorema 79 Si A; y Ay sonm xn y By y By sonn X p entonces

A-(Bi+B;) = A -Bi+ A -By
(A1+A2)'Bl = A1'31+A2'Bl.
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Como caso especial, si todas las matrices son cuadradas, de orden n, entonces

siempre se cumplen las propiedades asociativa y distributiva.

7.5 Inversa de una matriz

En esta secciéon y en adelante, restringiremos nuestro estudio a matrices
cuadradas. El simbolo I,, denotara la matriz cuadrada de orden n que tiene
1 en cada posicién en la diagonal principal y 0 en todas las demas posiciones.

La llamamos matriz identidad de orden n.

100
10
Iy = ; I3=1010
01

0 01

Ejemplo:

Es facil ver que si A es cualquier matriz cuadrada de orden n, entonces
AT, =A=1, A

Cuando trabajamos con un ntumero real b diferente de cero, el nimero par-
ticular b1 (el inverso multiplicativo de b) se puede multiplicar por b para

obtener la identidad multiplicativa (el nimero 1); es decir
b-bt=1.
Tenemos una situacién semejante con matrices.

Definicién 80 Sea A una matriz cuadrada de orden n. Si existe una matriz

B tal que
AB=1=BA

entonces B se llama inversa de A y se denota A~L.
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Si una matriz cuadrada A tiene una inversa, decimos que A es invertible.

3 5 1 4 =5
Ejemplo: Sea A = : entonces A7 = = .
1 4 7\ -1 3

Podemos calcular A~! mediante operaciones elementales fila, como sigue:

Comenzamos con la matriz

A continuacién efectuamos transformaciones elementales de reglon hasta que
la matriz identidad I, aparezca en el lado izquierdo del segmento vertical.

Intercambiamos la primera fila con la segunda (f; «— f3)

Multiplicamos por —3 la primera fila y la sumamos a la segunda fila (=3 f; +
fa— fa)

1 4 0 1

0O -7 : 1 -3

Multiplicamos por —% la segunda fila (—% fo — f2)

Multiplicamos por —4 la segunda fila y la sumamos a la primera fila (—4f, +

fi — f1)

—_
@]
RTINS
|
~ylon

: 1 3

La comprobacién que AA™! = I = A7 A queda como ejercicio.



184 CAPITULO 7. SISTEMAS DE ECUACIONES Y MATRICES

7.6 Ejercicios

1. Use el método de sustitucion para resolver el sistema.

) Y 2+ 1 b) y? = x
r+y = 3 r+2y+3 = 0

= 1 d 3r—4y+20 = 0

= 992+ 2 3t+2y+8 = 0
> +y? = 16 0 ©?+yt = 1
y+2x = —1 y+2xr = -3

= 1 9y? — 42> = 36
2t —3y—22 = 0 rT+2z =
r—y—22 = -1 i) 2y—2 = 4
22 — xy = 0 TYz =

{ — 24y +5 h){25y2—16x2 = 400

2. Resuelva el sistema.

dr 4+ 5y = 13 b) Tr—8y = 9
r+y = —4 dr+3y = —10
u+2v = 0 Q) 20+ 8y =
3u—>5v = 17 3r —5y =
-t = 3 o e =
%t—l—}lv = 15—2 —12p+4q =
r—95y = 2 h) r+Ty = 9
3r—15y = 6 Y =

2 3 4
242 = 1 tyre T2
x . T —

15 X j) T
r oy r—1 y+42



7.6. EJERCICIOS

3. Despeje a y b del sistema.

a>{
b>{

4. Utilice matrices en la solucién del sistema.

ae3® + be3® = 0
a(3e3*) +b(—3e7%) = ¥
ae™® +be'* = 0

—ae™" + b(4e*”)

( r+3y—z = -3 e —y+3z2 =
a) 3r—y+22 = 1 b) {4 —8x+3y—5z =
\ 2r—y+2z = -1 or — 4y =
r+3y—3z2 = =5 20 —3y+z2 = 2
c) 2r—y+2 = -3 d)S 3x+2y—2 = =5
\—61‘4—33/—32 = 4 Sr —2y+z = 0
( 2r—y+2z =0 r4+y—2z = 0
e) r—y—2z = 0 f){ x—y—4z 0
\2x—3y—z =0 y+z =0
20 —y+42 = 8 ) or+2y—z = 10
—3r+y—2z = y+z = -3
(00— 3y = 12 (2w +3y = 2
i) 3y+z = -2 j) T4y 1
\5I—3Z = 3 \ r—2y = 13
(2x+3y = ( de —y = 2
k) r—3y = 4 ) § 2z +2y 1
| vty = —2 dxr — by 3

5. Encuentre, si es posible, A+ B, A— B, 2Ay —3B.

o

a) A=

(_i

0
2

)

3 —4
1 1

185
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0 -2 7 8 40
b) A= : B =
5 4 =3 01 4
7 —11
c) A= , B =
—16 9

) A=(21), B=(3 -15)

6. Encuentre, si es posible, AB y BA.

S =~ O

5 0
0
0 2
5 -3 1
2 1 -1 0
1 2 0
b)A(320 , B =
-1 0 4
-2 1 2
0 -2 3
1 2 3 2 00
c) A=12 3 1 |, B=]|0 20
31 2 0 0 2
-3
) ae(es) o=(7)
2
—2
e) A:<3 —14), B = )
5
7. Sean

Compruebe el enunciado.

a) (A+ B)(A— B) # A2 — B% donde A> = AAy B* = BB.
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b) (A+ B)(A+ B) # A*+ 2AB + B2
¢) A(B+C)=AB+ AC.
d) A(BC) = (AB)C.

8. Encuentre la inversa de la matriz, si existe.

3 2
a)
4 5)
3 —1
b)
6 —2
3 0 2
c) 0 10
-4 0 2
1 2 3
| —2 1 0
3 —-11
1 11
e) 2 2 2
3 3 3
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