Transformaciones lineales

0.1 Espacios vectoriales normados

Definiremos por medio de tres axiomas lo que entenderemos por una norma,

concepto ya conocido.

Definicién 1 Sea E e.v. sobre R de dimension finita o infinita. Una norma

en E es una funcion || - || : E — R con las siguientes propiedades :
N1:|z]| >0 Vee By |z||=0 ssi =0
N2z +yll < llzlf + [y

N3 Azl = [A] [l

Un e.v. donde se define una norma se llama e.v normado. La distancia entre

dos vectores x e y en un e.v. normado se define por

d(z,y) = [l =yl

Observacién : N1, N2 y N3 implican, respectivamente :
d(x,y) >0siz#y
d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) (Desigualdad triangular)

d(z,y) = d(y, x).



Esto dice que d es una métrica en E y define una topologia en E.
Ejemplos

1) Cada espacio producto interno es un espacio normado, con la norma defini-

da por
Jz]] = v/ (2, z).

2) Si C = C|0, 1] entonces una norma se define por

[f1] == sup [f(#)].

te[0,1]

3) Sea E e.v. de dimensién n. Sea {e,} base de E. Se define la norma de un

]l = leul-
%

vector © =Y " | a;e; por

0.1.1 Transformaciones lineales acotadas

Definicién 2 Sea E e.v. normado. Una transformacion lineal p : K — FE

se llama acotada si existe un numero M tal que
lp(z)|| < M||z|| ; para cada z € E.

Proposiciéon 3 Una transformacion lineal es acotada si y sélo si es contin-

ua.

Demostracion. Sea T : E — FE una transformacion lineal. Supongamos
que T es acotada.

Sea x, — z entonces |[|T(x,) — T(x)|| = | T(x, — x)|| < M|z, — z|| — 0.
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Por lo tanto, T" es continua.

Reciprocamente, supongamos que 7' es continua. Entonces para ¢ = 1 existe
d > 0 tal que si [|z|| < ¢ entonces || T(z)]| < 1.

Sea y € E. Entonces para = := se tiene que ||z|| < 4. Luego

Tk
ol = |7 (A | < 2elyro < 2ot = i

Por lo tanto, T" es acotada. .

Observacién : Se define el conjunto
B(E,E):={T:E — E /| T es lineal y acotado },
el cual es un subespacio de L(E;E) :={L: E — E / T es lineal }.
Sea ¢ € B(FE, E). Entonces el conjunto
{le@@)Il = l=fl = 1}

es acotado. Denotemos :

lell = sup [le(@)].

flzfl=1

Notar que [|(z)[| < [le| [|z[]-

Proposicién 4 || - || es una norma en B(E, E).

Demostracion.

N1 : |j¢|| > 0 es obvio por definicién. Si ||| = 0 entonces sup ||¢(z)|| =0,
llzll=1

esto implica que p(x) = 0 para todo x, ||z|| = 1. Luego, ¢ = 0 (Ejercicio).
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Inversamente, si ¢ = 0 entonces ||¢|| = 0 evidentemente.

N3 Mgl = Supllw(fﬁ)! = [Al sup [o(z)] = [A[ [l

llll= llz]|=1

N2 : Para cada x € F,

(e + D) (@) = lle(x) + (@) < lle@)l + [[o@)F < el + [Dl]);

por lo tanto, |l + ¢ < [[ell + [|4]]- -

Observacion : || - || tiene la propiedad adicional :

[0 ol < ¥l llell.

Ejercicios

1. Una sucesién infinita de vectores (x,) en un e.v. normado F se dice

convergente a x si : Ve > 03 N tal que ||z, —z||<e Vn>N

(a) Demuestre que cada sucesién convergente satisface el siguiente
criterio de Cauchy : V e > 0 3 N tal que ||z, — 2| < esin > N,
m > M.

(b) Demuestre que cada sucesién de Cauchy en un e.v. normado de

dimensioén finita es convergente.

(¢) De un ejemplo que muestre que (b) no es cierto si la dimensién

es infinita.

2. Un e.n. se llama completo si cada sucesion de Cauchy es convergente.

Sea E e.n. completo y ¢ : F — FE una transformacion lineal tal que
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¢l < 1. Demuestre que la serie >~ " es convergente y que la

=) "
n=0

tiene las siguientes propiedades :

transformacion lineal

(a) (1-—¢p)op=1o(l-—yp)=1

1
(b) el < -——-
1=l

0.2 Transformaciones lineales en espacios con

producto interno

En todo lo que sigue se supone que los espacios vectoriales son de dimensién

finita.

0.2.1 Transformacién adjunta

Sean E, F e.v. Sea ¢ : F — F lineal. Sean E*, F* e.v. duales de E'y
F' respectivamente. Entonces ¢ induce ¢* : F* — E* una transformacién

lineal definida por
("), 2) =y p()) ;e € B, y" € F7.
En el sentido anterior ¢* y ¢ se llaman duales.

Definicién 5 ¢* se llama la transformacion adjunta.
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Si F'y F son e.v. con producto interno; reemplazando la dualidad (,) por el

producto interno, se obtiene la relacion

(p@),y)r=(r,9"(Y)re ;r€E,yeF (1)

de esta manera cada ¢ : EF — F determina una transformacién lineal
' F— B,

Observaciéon :  (p*)* = .

Demostracion. ¢* y (¢*)* estdn relacionadas por :

(¥ (y), 2) = (v, (¥")"(x)) (2)

luego, de (1) y (2) se tiene que

con lo que ¢** = . .

Ejercicio : Mostrar que, con respecto a bases ortonormales, la matriz de

una transformacion adjunta corresponde a la matriz traspuesta.

0.2.2 Transformacion lineal adjunta

Sea FE e.v. con producto interno y consideremos el caso F' = E. Entonces a
cada transformacion lineal ¢ : ' — FE le corresponde una transformacion
lineal adjunta ¢* : E — FE. Si e y € son vectores propios de ¢ y ¢*

respectivamente. Entonces

p(e) = Xe

6



p*(€) = pe.
Pero, por definicién

(p(e), ) = (Ae,€) = Ae, )

(e;p"(€)) = (e, ue) = file, e)
lo que implica que A = i si (e, e) # 0. Por lo tanto, si ¢(e) = Ae entonces
p*(e) = Ae.

0.2.3 Larelacion entre transformaciones lineales y fun-

ciones bilineales

Sea ¢ : E — F una transformacion lineal. Sea F e.v. con producto interno

(,). Entonces se puede definir una forma bilineal :
¢z, y) = (p(), y)-
De esta manera es posible definir una funcién
p:L(E;E) — B(EXE)={b: ExE— R / bes bilineal }
por p(p) = ¢. Esto es, p(¢)(z,y) = (p(x),y), para cada z, y € E.

Teorema 6 L(E;FE) = B(E x E).

Demostracion. Probaremos que p es un isomorfismo.



1) p es lineal : Para cada (z,y) € £ x E,

pAp +¥)(z,y) = (( + ) (), y)

2) pesl-1:
Si p(¢) = 0 entonces p(¢)(x,y) =0 Va,Vy. Luego, (p(z),y) =0Va,Vy.
De esta manera ¢(z) = 0 Vz. Por lo tanto, ¢ = 0.

3) p es sobreyectiva :
Sea ¢ € B(E x E). Sea x € F fijo y definamos f, : £ — R por

fo(y) := (x,y) entonces f, € L(E).
Por Teorema de Representacién de Riesz (Teorema 11), existe un tnico a,

en FE tal que
fo(y) = (az,y) Vy € E.

Sea ¢ : E — FE definida por : ¢(x) = a,. Entonces ¢ es lineal (Ejercicio) y

(p(2),y) = (az,y) = fo(y) = ¢(z,y)
ple)(x,y) = ¢(x,y) 6 plp) =9

con lo que se prueba el teorema. .

Asi, existe una correspondencia inyectiva entre las funciones lineales y
las bilineales en E. En particular, la identidad (en L(E; E)) corresponde al
producto interno (en B(E x E)).



Nota : Se tienen las correspondencias siguientes :

L(E; E) £, B(ExE)
— ()

Sea 5 la funcién bilineal que corresponde a la transformaciéon adjunta. En-

tonces

oz, y) = (¢(2),y)
= (2,0(y))

(p(y), z)
= 9y, ).

Luego, ¢ es igual a ¢ pero intercambiando los argumentos (esto es, simétrica,

lo cual sera estudiado en detalle posteriormente.)

0.2.4 Transformaciones normales

Definicién 7 Una transformacion lineal ¢ : E — E se dice normal si

prop=pop".

Proposiciéon 8 Son equivalentes :

(a) ¢ es normal

(b) (o(x), 0(y)) = (¥*(7),¢*(y)) Yo,y € E.



Demostracion. Si ¢ es normal se tiene que

(p(x), 0(y) = (z,(¥"0p)(y))
= (7, (po¢")(y))
= (¢"(2),¢"(y))-

Reciprocamente, supongamos que (b) vale, entonces :

(y, (" 0 @) () = (p(y), p(x)) = (" (y), ¢" () = (y, (po ") (z)) V.

Luego, (¢* o p)(x) = (¢ o ¢*)(z) Y. Por lo tanto, ¢* o p = p o ¢*. .
Corolario 9 Si ¢ es normal, entonces ||o(x)| = ||¢*(x)| para cada x € E.
Demostracion.

le(@)]1* = {o(@), o(x)) = {¢" (@), " (@) = lle"(@)]I*.

Ejercicio: Suponga que E es un espacio vectorial con producto interno.

Pruebe que si ||¢(z)|| = ||¢*(x)|| V2 € E, entonces ¢ es normal.

0.2.5 Transformaciones autoadjuntas

Definicién 10 Una transformacion lineal p : E — E se dice autoadjunta
st Q" = p.

Teorema 11 Sea E e.v. con producto interno de dimension finita. Sea
¢ E — E autoadjunta. Entonces E posee una base ortonormal de vectores

Proplos.
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(z, p(x))

Demostracion. Sea F : E — R definida por F(x) = TeE x # 0.
x
Claramente F' es continua. Como {z € E / ||z|| = 1} es un subconjunto
cerrado y acotado de F, se tiene que ”iIHlf F(z) se alcanza en el subconjunto,
z||=1
esto es, existe e; € F, ||e1]| = 1 tal que
F(ep) = thllfl F(x). (3)

Luego : F(e;) < F(y) para cada y € E, |ly|| = 1. Mas ain

F(e1) < F(x) Ve e k. (4)
En efecto : Six € E, x # 0 y se define y := ﬁ, entonces ||y|| = 1 y luego
x

por (3) :

Fler) < F(y) = (y,¢())

= ()

Afirmacion : e; es un vector propio de .

Mas atin, probaremos que el valor propio es (eq, p(e1)). Esto es :
p(e1) = (e1, p(e1))er. (5)
En efecto: Sea y € F. Definamos f : R — R por
f(t) = F(ey + ty).

De (4), f(0) = F(ey) < F(z) Yz € E. En particular, para cada e; +ty € E.
Esto es :
f0) < Flex +ty) = f(t)  VieR
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Esto dice que f(0) es un minimo de f (recuerde que f’(x) =0 siy sélo si x

es punto critico, esto es maximo o minimo, de f) . Luego :

f(0)=0 (6)
De la definicion de F' obtenemos :
(e1 +ty, (er + ty))
(e1 +ty, er + ty)

(e1 + ty, p(er) +to(y))
ey +ty,en +ty)

ft) = Flex+ty) =

Derivando esta funcién y evaluando en ¢ = 0 se obtiene :
F10) = {er,0(y)) + (Y, pler)) — 2ex, p(er))er, y) (7)
En efecto: Se tiene la igualdad :
{e1 +ty,er +ty) f(t) = (er + ty, p(er) + tp(y))
o equivalentemente

(142t{y, en)+*(y, y)) f(t) = (ex, 0(ex))+tler, () +t{y, wler))+*(y, o(y)).-

Derivando con respecto a t, obtenemos

(2(y, 1) + 2t(y, y)) f(t) + (1 + 2t(y, e1) + >y, v)) [ (1)
= (en,0(y)) + (y, v(e1)) + 26y, o(y)).

Evaluando en t =0 :
2(y, e1) f(0) + f(0) = {e1, 0(y)) + (v, p(e1))-
Notar que £(0) = F(e1) = {e1, p(e1)) luego,

F1(0) = (er, (y)) + (y, v(e1)) — 2(y, ex){er, w(er))
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lo cual prueba (7).

Teniendo probado (7) y usando el hecho que ¢ es autoadjunta se tiene:

F1(0) = 2{p(er), y) — 2er, pler))(er, y)-

Usando ahora (6) da:

(pler),y) = (er,p(er))ler,y)
= (ei(er, p(e1)),y)

de esta manera

(pler) = (e, p(er))er,y) =0 VyeE.

Por lo tanto,
p(e1) = (er, p(e1))er.

Esto prueba la afirmacién.

Veamos ahora como se construye una base de vectores ortonormales.
Sea F| := (e1) el subespacio (de dimensién 1) generado por e;. Entonces
©(F1) C Fy pues p(e1) = Aey. Esto, y el hecho que ¢ es autoadjunta, implica
que o(Ft) C Fit. (En efecto: Sea y € Fj- entonces < y, f >= 0 para cada
f € Fy. Luego, para cada g € F} se tiene < ¢(y),g >=< y, p(g) >= 0 donde
©(g) € Fy. Esto implica que o(y) € F}-).

Sea ¢y : Fi- — Fjt definida como la restriccién de ¢ a Fit. Claramente
p1 es autoadjunta y luego se puede aplicar la construccién anterior para
obtener un vector e, € Fib. Asf (ey,e;) = 0. Continuando de esta manera se

obtiene un sistema de n vectores ey, es, ..., e, tales que
(€, €5) = 0y

estos vectores {e;} forman una base ortonormal de E. En esta base, la

aplicacién ¢ toma la forma :
plei) = A€
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donde )\; es el valor propio de e;. Esto prueba el teorema. "

Definicién 12 Sea A un valor propio de una transformacion lineal ¢ : E —
E. Se define el espacio propio correspondiente al valor propio A como el

conjunto

EN):={x € E / ¢p(x) = \z}.

Proposicion 13 Sean Ay y \s wvalores propios de una transformacion lin-
eal autoadjunta. Si Ay # Ao entonces E(A\) LE(\2) (i.e. espacios propios
correspondientes a valores propios diferentes de una transformacion lineal

autoadjunta, son ortogonales).

Demostracion. Sea e; € E(\) y e € E(Xy). Entonces p(e;) = ey,
p(ez) = Ages. Luego :

()\1 - )\2)<€1,€2> = <)\1€1,€2> - (61,/\2€2>
p(er), e2) — (e1, p(e2))

90< )7 >_<90<61)762>
— 0

=
=

como A; # A\ entonces (eq, es) = 0. .

Proposicién 14 Sean {\1,..., \.} los valores propios diferentes de ¢ (au-
toadjunta) entonces E = E(A\) @ -+ @& E(\,).

Demostracion. Claramente E(X;) N E(A;) = {0} (pues E(\;) LE();)) Vi #
j. Por otra parte, si x € F; como existe una base ortonormal de vectores

propios, digamos {e;}, se tiene :

x=(zr,e1)e;+---+ (x,e,)e,
———’ —_——

eB(\1) cB(\)
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esto prueba la proposicion. .

0.2.6 Vectores propios de funciones bilineales

Recordemos que L(F;E) = {¢ : E — E / peslineal}. Vimos que
L(E;FE) = B(E x E) siendo el isomorfismo explicitamente dado como p :
L(E;E) — B(E x E) tal que

p(e)(z,y) = (p(x),y).

En particular, a cada funcién bilineal b € B(E x E) le corresponde ¢ €

L(FE; E) tal que se verifica la siguiente relacién

(p(x),y) = b(z,y) Vr,y€e€ L.

Usando esta relacién se definen vectores y valores propios para b € B(E x E)
como los que corresponden a . En otras palabras : A € C es un valor propio

para b si lo es para ¢, donde ¢ es la tnica transformacién lineal tal que
(o), y) = b(x,y).
Anélogamente se pueden definir vectores propios (Ejercicio).
Como una aplicacién de lo anterior se tiene el siguiente resultado.
Teorema 15 Sea b una funcion bilineal simétrica (i.e. b(x,y) = b(y,z)) en

E x E. Entonces existe una base ortonormal {e,} de E tal que b tiene una

forma diagonal. Esto es, ezisten escalares {\;} en C tal que
b(ei, 6]') = )\25”
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Demostracion. Sea b bilineal. Entonces existe una tnica ¢ en L(E) tal que

b(x,y) = (p(x),y). Como b(z,y) = by, z), entonces {(p(x),y) = (z,¢(y)).
Luego; ¢ = ¢* (i.e. ¢ es autoadjunta). Por lo tanto, existe una base {e,}

de E que consiste de vectores propios de E. Sean {\,} los correspondientes

valores propios. Entonces ¢(e,) = \,e,. Luego :
blesej) = (plei), e5)

= (Nieiy €5)

= Ai(ei, e5)

0.2.7 Proyecciones ortogonales

Sea E un e.v. con producto interno (,), no necesariamente de dimensién

finita. La siguiente definicién generaliza el concepto de proyeccién.

Definicién 16 Una transformacion lineal m : E — E se dice una proyec-

cién ortogonal si es autoadjunta y satisface ™ = 7.

Ejemplo. Sea e € E tal que ||e|| = 1. Se define P : E — ({e}) =: E) tal

que P(x) = (z,e)e. Es claro que P es autoadjunta pues:

(P(x),y) = ((z,€e)e,y) = (z,€e)e,y)
= (y,e)(z,€e) = (z,{y,e)e) = (z, P(y)).
Ademés, P? = P pues:

P(P(z)) = P({(z,e)e) = (z,e)P(e) = (z,¢e)(e,e)e = (x,e)e = P(x).
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Proposiciéon 17 Sim es una proyeccion ortogonal entonces E = ker t®imr.

Demostracion. Sea x € kerm N iémm. Entonces m(x) = 0 y existe z en E
tal que z = m(z). Luego, 0 = w(z) = 7%(2) = 7(z) = x. Por lo tanto,
ker 7 N imm = {0}.

Por otra parte, dado x € E escribimos :
r=(z—m(z))+7n(x).
Entonces x —(z) € ker 7 pues 7(z —m(z)) = 7(x) —7*(z) = m(x) —7w(x) = 0

y 7(x) € imm por definicién. Hemos probado la proposicién. .

Observaciéon : La restriccién de m a tmm es la identidad, esto es : Vy €

imm ; w(y) = y. En efecto : Si y € imm entonces y = w(z), x € E. Luego,

m(y) = 7(z) = w(z) = v.

Proposiciéon 18 Sea Fy un subespacio de E. FEntonces existe una tunica

proyeccion ortogonal ™ : E — E tal que imm = Ej.

Demostracion. Se define

Y siy € by
m(y) = , N
0 siy € B

2

y es facil verificar que 7* = 7 y 7* = 7 (Ejercicio).
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0.2.8 Suma de dos proyecciones

Sean m : E — Ey, my : E — FE5 proyecciones ortogonales (i.e. Fy = immy,
Ey = imms). Queremos saber si la suma 7y + 7 es una proyeccién ortogonal.
Como una preparacion para el resultado que nos da la respuesta, veamos la

siguiente :

Proposicion 19 Sean E,, Ey subespacios de E y sean m : E — E; y
moy : BB — FEs las proyecciones ortogonales. Entonces moomy =0 si y sélo si
B\ 1E;.

Demostracion. Si By LE, entonces dado x € E se tiene que (y,m(x)) =0
para todo y en F,. Luego, 7 (z) € E3-.
Notar que mo(z) = 0 si z € Ey. En efecto: ||m(2)||*> = (m(2),m(2)) =

(z,73(2)) = (2,m(2)) = 0. Esto implica que m o 7 (x) = 0.

Inversamente, si my 0o m; = 0 entonces mx € EQL para todo = en E. En
efecto: Si ma(mi(z)) = 0 entonces m(z) € kermy. Como E = ker mg & im mo
se deduce que Fy = (im )t = kermy. Asi, m(x) € Ey.

Luego, F), C Ey. En efecto: Si z € E) = imm entonces z = m(x), x € E,
luego 2 € Ej-.

Sean ahora x; € E (luego, 1 € Ey,) y 19 € Ey. Entonces (11, z5) = 0. Por
lo tanto, E 1 Fjs. =

Teorema 20 7, + my es una proyeccion sobre By & Fo sty solo si By 1 Es.

Demostracion. Sea m := m + 7. Vamos a ver que 7 es la proyecciéon de E
sobre B, @ E».
Claramente 7 es lineal, pues es la suma de transformaciones lineales. También

7 es autoadjunta, por lo mismo. Resta ver que 72 = 7. Para esto, vamos a
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ver que () + X)) = 21+ 29 en By @ By y w(x) = 0 en (B, ® Ey)*t. Esto
probara que 7 es la proyeccion de E sobre E; @ Es.
En efecto: Por linealidad, si 1 + x9 € Eq1 @ E5 se tiene:
w(z1 +x2) = w(x1) + m(xe)
= (m + m)(z1) + (71 + m2)(x2)
= m(z) + (m + m2)(22)
= mi(z1) + ma(x2)
= x1+ ma(x9)
= x1+ Z9.
Por otra parte, observemos que:
(E1® E»)t = Ef NEy (%)

Luego: Si z € (E; ® Ey)* entonces * € Ei y * € Ejy, de esta manera

x € kermy y x € ker mp. Por lo tanto, 7(z) = mi(z) + m(x) =0+ 0 = 0.

Verifiquemos (*) :

Sea x € (E, @ Ey)* entonces (z, 7, + x3) = 0V, € Ey, 29 € Ey. Luego,
(z,21) = 0 (con z3 = 0) y (¥, 22) = 0 (con z; = 0) lo que implica que z € Ei
y x € E5. Por lo tanto, x € E{- N E3-.

Inversamente, sea © € E{ N Ey. Entonces (z,7,) = 0V, € By, (x,25) =
OVay € Ey. Seay € E1 & Ey. Entonces y = y1 + yo; 11 € E1, yo € Es.
Luego: (z,y) = (,y1) + (z,42) = 0+ 0= 0. Asi z € (E} & F5)*. De esta

manera, hemos probado que 7 4+ 75 es una proyeccién sobre Fy & Fs.

Supongamos ahora que 71 4+ o es una proyeccion ortogonal. Vamos a probar
que E;1FE,. Para esto probaremos, equivalentemente por Proposicion 58,

que 7 o my = 0. En efecto: Por hipdtesis,

(m + 7T2)2 = 7 + o
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o equivalentemente
(m1 + ma) o (M + M) = T + o

o sea,

2 2 __
T + T 0Ty + Ty Oy + Ty = Ty + Ta

lo que es equivalente a
m +momg + My om + My =7 + Ty

de esta manera,

M oMy +meom =0 (8)

componiendo por 7 a la derecha tenemos:

M omom +mom =0 (9)
y componiendo en (8) por 7 a la izquierda tenemos :

Ty 0 My + m oMy om = 0.
Luego, sumando las expresiones anteriores da :

7T107T207T1+7T207T1+7T1O7T2—|—7T107T207T1:0
N~

—0 por (8)

momom =0

y reemplazando esto tltimo en (9) obtenemos :
mpom =0

esto prueba el teorema. .

Lema 21 Siw: E — E; es una proyeccion entonces I — w es proyeccion

sobre Ei.
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Demostracion. Sea 1 := I — 7. Es claramente autoadjunta y

V=(I—-7 =1-2n+n=1-2n+n=1—7=1.

Resta ver que im 1) = Ef-.
Sea x € im1y = im ([ — ) entonces x = y — 7w(y). Sea z € E; = imm

entonces z = m(w) y:

(y)
(y

)
(w))

<va> = <y

N

— T
— T

E

esto implica que x € Ef-.

Inversamente queremos probar : Ei- C im 1), equivalentemente:
(im)* C By

esto es

kery C FEj.

En efecto: Sea x € kerv entonces ¢(z) = 0 esto es, (I — 7)(z) = 0 o sea,

m(x) = x. Por lo tanto, « € imm = Fj, lo cual prueba el lema. .

Teorema 22 7 — my es una proyeccion si y solo si Fy C Ej.

21



Demostracion.

E,CE <= EfCEy
<= FE{L1FE, (Ejercicio)
< (I —m)+m=:p esproyecciéon (Teorema 59 y Lema 60)
< [ —(m —m)=:¢ es proyeccién

() Ny
<= m — T €S proyeccion .

(*) Si ¢ es proyeccion, entonces I —p = m; — w5 es proyeccion. Inversamente,

si 7 — my es proyeccién entonces I — (m; — m) =: ¢ lo es (por Lema 60). m

Veamos ahora el comportamiento del producto de proyecciones.

Teorema 23 Sean 7 : E — FEy y mo : E — Fy dos proyecciones or-
togonales. FEntonces my o m es una proyeccion sobre K1 N Ey si y solo si

T O = T O Ta.

Demostracion. Supongamos que 7y 0 Ty = 7Ty O To.

Vamos a ver que my oy : . — FE; N Es es una proyeccién mostrando que:
(a) (myom)(z) =2 paracada z € E; N Exs.
(b) (myom)(z) =0 paracada x € (E; N Ey)*.

En efecto:

(a) Sea x € Ey N Ey entonces

mo(m () = me(z) puesx € Ey

= x pues z € Es.

rimero observalios que 1 N 2 = + JETCICIO ). uego,
b) Pri b E\ N Ey)* = B + Ef (Ejercicio). L

siz € (ByN Ey)* entonces © = 21 + x; 21 € BEf, 29 € Ey.
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En consecuencia

m(mi(z) = ma(m(z1)) + ma(mi(z2))
= 1(0) + 71 (ma(z2))
= 0+ m(0)
= 0.

Supongamos ahora que m, o 7 es una proyeccion. Entonces
Toom = (mgom )" =7 omy =m0y

esto prueba el teorema. "

0.3 Isometrias

Definicién 24 Sean E, F e.v. con producto interno. Una transformacion

lineal p : E — F' es llamada isometria (o unitaria) si
<90(x1)790(x2)> = <ZU1,.T2> 5 T1, T2 € E.
Una caracterizacién la tenemos en el siguiente resultado.

Proposicién 25 ¢ es una isometria si y sélo si |o(x)|| = ||z| para cada

r e F.

Demostracion.

(1) Suponer que ¢ es una isometria y tomar x; = xs = x.

(ii) 2(p(21), p(22)) = llp(21 + z2)[I* = lle(x) 1 — [l (22)I?
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= llz + z2)|* — [l |* — [lz2|?

= 2<flf1,$2>. ]

Observacién : Si ¢ es una isometria, entonces @ es inyectiva.

Proposiciéon 26 Supongamos dim £ < oo y sea ¢ : E — E una isometria.

Entonces ¢ es un isomorfismo.

Demostracion. Es claro que ¢ es inyectiva. Para ver que es sobreyectiva,
notar que

dim(im ¢) + dim(ker ¢) = dim F
luego, im ¢ = E pues ¢ es inyectiva. (Teorema de dimensién). .
Observacién : En particular, en las condiciones anteriores, existe ¢!

Proposicién 27 Sea dimE < oo y ¢ : E — E. FEntonces ¢ es una

*

isometria si y solo si =1 = @*.
Demostracion.

(i) Sean z € E, y € E. Si ¢ es una isometria entonces (¢(x), p(y)) = (z,y).
Sea z = p(x) entonces p~'(z) = z. Por lo tanto, (z,p(y)) = (¢ 1(2),y)
luego, (p*(2),y) = (¢7'(2),y) Vy. De esta manera, ¢* = ¢~ 1.

ii) Supongamos que ¢* = ¢~ !. Entonces, para cada v € E, y € E:
pong que ¢ =

(o), 0(y)) = (z,0°0(y)) = (x,0 " (y)) = (z,y).
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Definicién 28 Una isometria ¢ : E — FE, donde dim E < oo, se llama

una rotacion.

Recordemos que si ¢ : F — FE es una transformacion lineal, donde F
es un espacio de dimensién finita, entonces la matriz de ¢ con respecto a
cualquier base de E tiene el mismo valor del determinante. De esta manera,
convenimos en denotar det¢ a ese valor, y lo llamaremos el determinante de
la funcion ¢.

1

Observacién : En vista de la féormula ¢* = @7, esto es, pp* = 1, se

tiene
(det p)? =1

esto es, det p = £1.

Definicién 29 Una rotacion se llama propia si detp = 1, e impropia si
det p = —1.

Proposicion 30 Sea E un e.v. sobre R. Los valores propios de una rotacion

son +1 0 -1 .

Demostracion. Sea A valor propio de una rotacién ¢ : E — FE con vector

propio e. Entonces
p(e) = de.
Luego [|¢(e)|| = |A||le|| pero, como ¢ es una isometria, se tiene que |le]| =

[Allle]|. De esta manera, A = +1. .
Proposiciéon 31 El producto de rotaciones es una rotacion.

Demostracion. Ejercicio.

Proposicion 32 La inversa de una rotacion es una rotacion.
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Demostracion. Ejercicio.

0.3.1 Comparacién con matrices

Si @ es una matriz correspondiente a una rotacion ¢ : F — FE; entonces la

condicién ¢* = o~ ! es equivalente a decir que ) es invertible y

donde Q7 es la matriz traspuesta (suponiendo coefientes reales, de otra ma-

nera, ) = @T) Este tipo de matrices se llaman también ortogonales.

El siguiente resultado nos indica como construir matrices ortogonales (o

rotaciones).

Teorema 33 Una matriz () de n X n es ortogonal si y solo si las columnas

de () forman una base ortonormal para R™.

Demostracion.

a1; a2 - Al ai; Q21 -+ Qpl

Q21 Qg2 -+  Q2n a2 A2 -+ Qp2
Sea ) = . . Entonces QT =

An1 Ap2 - Ann A1p A2n - Ann
Sea B = (b;;) = QTQ; entonces

1) )
n
bij = Q13015 + A2;02; + -+ UpiQnj = E QpiQpj
p=1
= <(a1i7a2ia---aani)a(a1j>a2ja---aanj)> (*)
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Si las columnas de ) son ortogonales :

0 siit
1 sii=j

es decir, B = 1.

1

inversamente, si Q7 = Q!, entonces QTQ = I = B, de manera que vale

(10) y (*) muestra que las columnas son ortonormales. .

Ejemplos
1) Es facil ver que los vectores (1/v/2,1/v/2,0), (—1/4/6,1/1/6,2//6),
(1/4/3,—1/4/3,1/4/3) forman una base ortonormal en R?. Asi, la matriz

1/vV2 —1/v6  1/V3
1/vV2 1/V/6 —1/V3
0 2/V/6  1/V/3

es ortogonal.

1/vV2 1/V/2

2) La matriz < VG _1)y3

) es ortogonal.

Ejercicios
2/3 1/3 2/3

1. Demuestre que @ = 1/3 2/3 —2/3 | es ortogonal. Halle la
—-2/3 2/3 1/3

rotacién ¢ : R® — R3 asociada.

2. Sea p; : R? — R? definida por ¢;(z,y) = (\%x - \/Liy, %x + %y) y

¢2 : R? — R? definida por (32 — */Tgy, \/?gl‘ + 3Y)
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(a) Verifique que @1 y 2 son rotaciones.

(b) Verifique que ¢ o ¢y es una rotacion.
3. Demuestre que para cada t € R, la matriz
sint cost
A=
cost —sint
es ortogonal. Halle la transformacién de rotacion asociada.

4. Sea () una matriz ortogonal y v, w € R™. Demuestre que

L(v,w) = £(Qu, Qu).

0.3.2 Aspectos geométricos

(a) R%

Sea {e1,es} la base canénica de R?

Y

€2

X

€1
Si se rotan los ejes en un angulo # en sentido positivo alrededor del origen,
entonces e; rota a un vector v; y ey rota a un vector vy tal que {vl, Ug} es

una base ortonormal para RZ.
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b2 U1 = (:E7y)

X

€1

Sea T : R? — R? tal que T'(e;) = vy, T'(ea) = vy. Entonces T es una
rotacién pues la matriz correspondiente es ortogonal ya que {vy, vy} son las

columnas de la matriz y forman una base ortonormal.

cos 0 —sind
Notemos que v; = , Uy = .
sin 6 cos f

En efecto :

Note que

v1 = (z,y) = (rcosf,rsinf) donde r = 1

i t. .
(6 se puede ver como: cosf = Cail'.—adj' S , sinf = ﬂ = g).
1p. 1 hip. 1
Anélogamente cosf = % =0b, sinf = Ca&% = —a luego

vy = (a,b) = (—sin@, cosf).
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Luego: T'(e1) = (cosf,sinf) , T'(ez) = (—sinf, cosf). Por lo tanto,
cosf —sind
=1 . :
sinff  cos®

(b) R3.
En R? se puede rotar en sentido positivo alrededor del eje z, eje y o eje z

(asi, los ejes x, y y z forman un sistema coordenado de la mano derecha).

Ejercicios

1. Una rotacion positiva en un angulo 8 alrededor del eje z producird una
base {v,w, ez} donde v es vector obtenido al rotar e; y w es el vector

obtenido al rotar e;. Demuestre que

cosf —sinf
v = sin 6 , W= cos
0 0

Encuentre Y : R® — R3 la rotacién correspondiente.

2. Una rotacién positiva en un angulo « alrededor del eje x producira
una base {e1,v,w} donde v es el vector obtenido al rotar ey y w es el

vector obtenido al rotar e3. Demuestre que

0 0
v = COS & , W= —sin «
sin « CcoSs o

Encuentre R : R?® — R? la rotacién correspondiente.
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3. Una rotacién positiva en un angulo ¢ alrededor del eje y producira
una base {v, ey, w} donde v es el vector obtenido al rotar e; y w es el

vector obtenido al rotar e3. Demuestre que

cos sin @
V= 0 , W= 0
—sinp COoS ¢

Encuentre P : R — R? la rotacién correspondiente.

Sean Y, Ry P las transformaciones de rotacién de los ejercicios 1, 2 y 3.
Las matrices Y, Ry P para cualesquiera tres angulos tienen interpretaciones
geométricas similares a la de una matriz de rotacién en R2.

Sea M cualesquiera de estas matrices de rotacion. Sea u = ae;+bes+cez €
R3. Entonces r = Mu dard las coordenadas del vector obtenido al rotar el
vector u.

Por ejemplo : Y R(u) representa una rotaciéon positiva en un dngulo «
alrededor del eje x seguida de una rotacién positiva en un angulo 6 alrededor

del eje z.

Recordemos que E; se dice un subespacio estable de E si ¢(E;) C Ej.

El principal resultado que caracteriza las rotaciones es el siguiente:

Teorema 34 Sea ¢ una rotacion. Entonces eziste una descomposicion de

E en subespacios estables de dimension 1y 2 . Esto es,
E=FE oL@ L,

donde dmE; =162 Vi=1,...,ry> . dimE; =dimE.

La demostracion de este teorema se hara en pasos sucesivos:
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Proposicién 35 Sea p : E — FE una rotacion. E espacio vectorial sobre
R. Sean Fi y E, los espacios correspondientes a los valores propios 1 y -1

respectivamente. Entonces Ey 1L Es.

Demostracion. Sea w1 € By y sea x9 € Ey. Entonces ¢(x1) = z1 vy p(x9) =

—xy. Luego,
(x1,22) = (p(x1),p(x2)) pues ¢ es isometria (rotacién)
= <Z'1, —.Z'2>
= —(z1,22).
Por lo tanto, (z1,z9) = 0. .

Notar que, en particular, F1NEy = {0} puessix € Ey y « € Es, entonces
—x = ¢(x) = z, lo que implica que z = 0.

Consideremos la suma (directa, ya que Ey N Ey = {0}) de Ey y Ey:
El S¥ E27
entonces Ey & E5 es estable bajo ¢. En efecto : Siz € ¢(E; & E») entonces

x = @(x1+m3) ; x €EFE), a9 € Ey

= (r1) + ¢(x2)
= I — X2 € El@EQ.

Por lo tanto, ¢(E; & Ey) C Ey & Es.

Note que By = El ®--- @ E; donde p es la multiplicidad del valor propio
I,y By = E} ®--- @ E2? donde ¢ es la multiplicidad del valor propio -1.
Ademas, dim Ef =1 V j=1,2; para cada ¢ (Ejercicio).

Proposiciéon 36 Sea ¢ : E — E una rotacion. Si F' es estable bajo ¢,

entonces F* es estable bajo .
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Demostracién. Queremos probar: o(F+) C Ft. Sea x € F1. Entonces,

paray € F':
(p(x), ) = (z, 0" (y)) = (z, 07 ().

Notar que ¢~ '(y) € F pues o(F) C F. En efecto: ¢ : F — F implica que
01 F — F. Luego, {(o(z),y) =0, por lo tanto, p(z) € F*.
En particular, concluimos que, si F' := (E;® Ey)*, entonces F+ = E; O E,

es estable bajo ¢ (por lo visto antes), luego:

o(F)CF ( pues F*H =F).

En lo que sigue, denotaremos F := (E; @ F,)*.

Proposicién 37 La dimension de F' es par.

Demostracion. Supongamos que dim F' es impar.

Notemos que ¢ : F' — F sigue siendo una rotacién (por la Proposicién 76).
Consideremosla como una matriz. Entonces cuando calculamos los valores
propios de ¢ debemos calcular las raices del polinomio p(A) = det(p — AI) =
0.

Ahora, si el espacio vectorial es sobre R, entonces en dimension impar hay
que ver si un polinomio de grado impar tiene o no raices en R. Pero sabemos
que tal polinomio tiene al menos una raiz, digamos \g y A\g = %1 pues ¢ es

rotacién. Sea ey € F' el vector propio asociado, esto es :

ple)) =Xoeo  , e #0. (11)

Notar que eg € F' = (B, @ Ey)*. Pero, por (11), eg € E} 6 eg € Ey; lo que es

una contradicciéon. Por lo tanto, la dimension de F' es par. .

En particular, note que ¢ no tiene vectores propios en F'.
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Consideremos ahora la transformacién :
v=p+tp*=p+p':F—F

Notar que ¥ es autoadjunta : ¢* = p* + ™" = p* + p = .
Luego, existe un vector propio para 1. Sea A el correspondiente valor

propio, entonces ¥ (e) = e, e € F,e # 0, esto es :
ole) + ¢ te) = Ne ,e€ L.
Luego, multiplicando por ¢, se tiene
©*(e) = —e + Ap(e) ,e€F. (12)

Ya que ¢ no tiene vectores propios en F', entonces {e, ¢(e)} es L.I. En efecto :
Si fueran L.D. entonces e = agp(e) esto implica que p?(e) = —ap(e)+Ap(e) =
(A—a)p(e). Luego, p(p(e)) = (A—a)p(e). Por lo tanto, p(e) es vector pro-
pio de ¢ en F.

Sea F) := subespacio generado por {e,p(e)} =: ({e,¢(e)}). Claramente,

Proposicién 38 ¢(F;) C F;.

Demostracion. Sea x € Fy entonces © = ae + Sp(e). De esta manera,

plr) = aple) + B*(e)

= ap(e) + Bl-e+Ap(e)]  por (12)
p(e) + (—Be) + BAp(e)

= (a+BNg(e) — e € ({e,p(e)}) = Fi.

Il
Q

Luego, se puede definir ¢ : F; — Fj;. Claramente ¢ es otra vez una
isometria.

Asi, o(F) C Fit y se puede repetir la construccién para Fi-.
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Continuando de esta manera, se puede finalmente obtener una descom-
posicion ortogonal de F' en subespacios estables mutuamente ortogonales,

esto es:
F=FaeFkK®d - --dF vy Zdiij:dimF:par.
Luego,
E = Ei0E,0F (F=(E®E)"Y
= B19E® - F.
Claramente dim F; = 2Vi=1,...,ry By = El ® E; ® ---E, ; dimE} =
l,i=1,...,p, B =E{®E; & @ E ; dmE =1,j=1,...,¢q.

Esto prueba el teorema. "

Observacién : La matriz de rotacién tiene la forma canénica (en gener-

al)

€1

Ep 0
cos 6, sin 6,

) ; con g; = *+1.
—sin 64 cos 6,

cos 6, sin 0,

—sin@,, cos 0,

0.3.3 Transformaciones antisimétricas

Definicién 39 Una transformacion lineal v : E — FE se llama anti-

simétrica si ¥ = —).
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Proposicién 40 v es antisimétrica si y solo si (P(z),y) + (x,¢¥(y)) = 0
para todo x,y € E.

Demostracion.

=) (W(@),y)+(2, () = (&, " () +{x, ¥(y)) = (&, =P(y))+(z, ¥ (y)) = 0.

U+ ) (@),y) = W (x),y) + (W), y) = (z,9@)) + (Y(x),y) =0
para todo y. Esto implica que (¢* + 9)(z) = 0 para todo x. Por lo tanto,

v =0, -

Proposicién 41 v es antisimétrica si y solo si (x,v(z)) = 0 para todo x.

Demostracion.

=) Tomar x = y en la proposicién anterior. De esta manera, se obtiene

(Y(x),x) + (x,(x)) = 0; esto es, (x,1(x)) = 0.

<) Reemplazando = por = + y, obtenemos (z + y,¥(x + y)) = 0 esto

es:

luego (x,¥(y)) + (y,¥(x)) = 0. Por lo tanto, ¢ es antisimétrica por proposi-

cién anterior. =

La siguiente proposicién nos dice acerca de los valores propios de una

transformacién lineal antisimétrica.

Proposicién 42 Si ¢ es antisimétrica y A es valor propio de 1 entonces

A =0.
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Demostracion. Sea A valor propio de 1. Sea e # 0 tal que ¥(e) = e,

entonces
0= (e, 1(e)) = (e, Ae) = Ae e).
Por lo tanto, A = 0. "

En la siguiente proposiciéon dim F < oo.

Proposicién 43 Si ¢ es antisimétrica entonces det ) = (—1)" det ).

Demostracion. Como ¥* = —1) entonces dety* = (—1)"dety. Luego
det ) = (—1)"det 1. .

Corolario 44 Si v es antisimétrica y dim E es impar, entonces det ) = 0.

Proposicion 45 Si 1) es antisimétrica entonces Y es normal.

Demostracion. ™) = —ip = (=) = Y)*. .

0.3.4 Forma matricial (o canénica) de una transforma-

cion antisimétrica

Sea ¢ := 92, donde v es una transformacién antisimétrica. Entonces p* =
() = P*p* = —h(—1h) = ? = ; esto es, ¢ es autoadjunta. Luego, existe
una base ortonormal {e,} de E que consiste de vectores propios, digamos
{An}, de p. Ast:

olen) = Anén.
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Mas precisamente, ¢ tiene forma matricial diagonal:

A 0
A2

0 An

Veamos ahora que en este caso especial (¢ := 12 con v antisimétrica), se

tiene:

A <0 Vi

En efecto:

Ai = (€, Aieg) =

Reordenemos ahora los vectores {e;} con i = 1,2,... n, de manera tal que:
A<0 (i=12....p)y =0 (i=p+1,....,n).
Observacion: p debe ser par. (Ejercicio).

Definamos una nueva base {a,} en E como sigue:

\/i—)\lw(el) , a3 = €2,
1
2) )

ay = Y(e

)\

ay = €1, a9 =

-5 Ap41 = €pt1 5 Apr2 = Ept2, .-
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Entonces {a;} es una base ortonormal (Ejercicio), ademés

—_

w(az) = ¢2(€1) = ! 90(61) = al =—v-Aer = —vV -\

€1
—\

;

77Z)(a4) = = ¢2(62) = ! @(62) = )\2>\ €y = —/ —)\262 = —4/ —/\2(13
2

ﬁ

Por lo tanto, la matriz toma la forma:

0 —V—=A1 0 0 0
V=1 0 0 0
0 0 0 -V =X
0 0 — A2 0
: 0 0
0 0 0 0 0 O
0, si definimos K 1= /—\;:
0 —-K; 0 0
K, 0 0 0
0 0 0 —K,
0 Ky 0
0 —-K,
K, 0
0
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Ejercicios

1.

o

Sea 1 una transformacion antisimétrica. Sea

p=@W+Do-1""
(a) Demuestre que ¢ es una rotacién.

(b) Demuestre que -1 no es un valor propio de .

Suponga que ¢ es una rotacion y que -1 no es valor propio de .

Demuestre que
v=(p—Do(p+I)7"

es antisimétrica.

Sea ¢ : R? — R? una transformacién normal. Muestre que existe

A > 0y 9 rotacién tal que
© = A\i.

Sea @ una rotaciéon. Demuestre que existe una familia continua

(0 <t <1) de rotaciones tales que w9 =1y p1 = .

Sea p(\) el polinomio caracteristico de una rotacién propia. Demuestre
que
p(N) = (=N"p(A\7") s AeR.

Sea ¢ : R? — R? antisimétrica. Muestre que
(o(z), o(y)) = det - (z,y).
Sea ¢ : ' — FE una transformacion lineal. Demuestre que

o =11 +ithy
donde 1 y 1o son autoadjuntas.
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8. Sea ¢ : E — FE una transformacion lineal que satisface ¢* = A,

A € R. Demuestre que ¢ es autoadjunta o antisimétrica.

0.3.5 Funciones bilineales simétricas

Definicién 46 Sea FE e.v. sobre R y ¢ : E X E — R una funcion bilineal.

¢ se dice simétrica si

o(z,y) = ¢(y, x) Va,y€ E.

Proposicion 47 Sea ¢ bilineal simétrica. Se define la funcion ¢ : E — R

(no lineal) por :
U(z) = ¢(z, x).

Entonces v satisface la identidad del paralelogramo :
(@ +y) + vz —y) = 2((x) +P(y)).
Demostracion.

vty = olz+y.x+y) =)+ o(z,y)+oy.z) +d(y,y)
= oz, x) + 2¢(x,y) + o(y,y) pues ¢ es simétrica
= () +26(x,y) +P(y)

Y —y) = ox—yz—y)=ox2)— ¢y, z) - d(z,y) + 9y, y)
= ¢(x,x) = 2¢(x,y) + &y, y)
= p(x) = 20(x,y) + ¥(y).

Sumando obtenemos : ¥(x +y) + ¢¥(z —y) = 2(¢¥(z) + ¥ (y)). .
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Definicién 48 Una funcion ¢ : E — R continua que satisface la identidad

del paralelogramo se llama una funcion cuadrdtica.

Cada funcién bilineal simétrica da origen a una funcién cuadrética (toman-
do = = y). Veremos que, inversamente, cada funcién cuadratica puede ser

obtenida de esta forma.

Teorema 49 Sea ¢ : E — R una funcion cuadrdtica. Entonces eziste una

funcion bilineal simétrica ¢ : E x E — R tal que
U(x) = o, x).
Demostracion. Sea

8(r,) = {0+ 1) — ¥(x) — (). (13)

Probaremos que ¢ es bilineal y simétrica. Luego a fin de ver que ¥(z) =

o(z, x), definimos 11 (x) := ¢(x,x) y se tiene:

Yz +y) = o(x+y,r+y)
= ¢z, )+ 20(x,y) + o(y,y)
= (x) + 2¢(x,y) + V1(y).

Luego, ¢(x,y) = 3{t1(x +y) — ¥1(x) = ¢1(y)}. De esta manera, por (13)
Uiz +y) — (@) — (y) = (@ +y) — (@) —v(y) Yz, Vy.
Ademés, con = = —y tenemos
1(0) = ¥1(x) — r(—2) = $(0) — ¥(x) —v(=z) (%)

pero ¥(0) = 0y ¢4(0) = 0 ya que ¢ y 1 satisfacen la identidad del parale-

légramo . En efecto,

Y +y)+Y—y) = 2() +¥(y))
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Sea x = y = 0 entonces 2¢(0) = 2(2¢(0)) = 4¢(0) luego, 2¢)(0) = 0. Por lo
tanto, ¥(0) = 0.
Luego, ya que

(x+y) + (e —y) =2(@) + ()

con z = 0 se tiene

(y) +9(=y) = 20(0) +¢(y))
by) +o(=y) = 2¢(y)
b(=y) = ¥(y).
Asi concluimos de (*) que 294 (x) = 2¢(z), esto es, ¥y(z) = ¥(z). Esto
prueba que : ¢(z, ) = Y(z).

Resta ver que ¢ es bilineal y simétrica.

(a) Simetria.

8(y,7) = {0y +7) V) ~ (@)} = 1(+9) —() ~ ¥ () = ol,y).

(b) ¢($1 + T, y) = gb(l‘hy) + qb(l'g, y)
En efecto, de (13) :

20(x1 + x2,y) = Y(z1+x2+y) — (T +22) — Y(y)
20(z1,y) = Pl +y) —v() —Y(y)
20(2,y) = (@2 +y) — Y(a2) —Y(y).

Luego,

2{p(x1 + z2,y) — d(x1,y) — ¢(z2,y)}
C (a1 + w2+ y) +U)} — {1 +y) + (@ + y)}
— {(z1 4+ 22) — Y1) — Y(x2)}
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Como ¢ satisface la identidad del paralelogramo, por hipétesis, se tiene:

Y(z1+raty)+u(y) = %{w(x1+x2+2y)+1/1(:c1+x2)} (con x = x14+x2+y , Yy = y)
(14)
y

Y(x14+y)+(raty) = %{1/1(5’31+332+23J)+1/1(351—332)} (conx=wx1+y ,y = 12+Y).
(15)

Restando (14) y (15) se obtiene; usando otra vez identidad del parale-16gramo:

Wi+ 2 +y) +9y)}r — {d@+y) + ¢ +y)}
= %{w(ﬂcl +2) — P(21 — 22)}

_ %w(m +29) — [2(6(21) + ¥(@2)) — (@1 + )]}

= {20+ a2) — 20(0) — 20(02)}
= a1+ 22) = P(21) — P(2).

esto es,

{(@1+z24y)+0 (W)} —{v(z1+y) +(2aty)} = V(@1 +a2) —th(21) —1h(22).
(16)
Si ponemos (16) en (*) obtenemos : ¢(x1 + x2,y) — ¢(x1,y) — ¢(x2,y) =0 lo

cual verifica (b).

(c) o(Ax,y) = Ad(z,y); A € R.
En efecto : Colocando en (b) 7 = x y xo = —x se obtiene:

¢(O, y) = gb(l‘v y) + ¢(_m7 y)

pero, $(0,y) = 5{v(y) — ¥(0) — ¢(y)} = 3{1(0)} = 0 (pues ¥ cuadrdtica
implica 1(0) = 0). Luego,

Qb(—l',y) = —qb(a:,y). (17)
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Concluimos que:
o(—ka,y) = —kle,y) Yk € Ls. (18)
En efecto : de (17) y (b) :

QS(-ZZL‘,ZU) = qZS(—ZE—I’,y) = ¢(_x7y)+¢(_m7y) = —Qﬁ({L‘,y)—Qﬁ(l’,y) = —2¢(x,y)

Por induccién se obtiene (18) (Ejercicio).

Anéalogamente concluimos que
¢(kz,y) = ko(x,y)  VkeL (19)

Sea A € Q. Entonces A\ = §, py q enteros. Entonces

qas(gx,y) — o(q- Sx y) = d(pr,y) = pé(x, y).

Luego,
O :y) = 0.y (20)

Sea A € R. Entonces existe una sucesién A\, en Q tal que A\, — .

Ahora notamos que como v es continua entonces ¢ es continua y, luego, como

P(An,y) = Auop(,y) por (20)

se obtiene, haciendo n — oo, que ¢(Az,y) = Ap(x,y). Esto prueba el teore-

ma. | ]

Observacién: De esta manera probamos que hay una correspondencia in-

yectiva entre funciones bilineales simétricas y funciones cuadraticas.
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0.3.6 El caso de dimension finita; forma diagonal de

una funcién cuadratica

Sea E e.v. de dimensién finita y ¢ : £ x E — R una funcién bilineal

simétrica. Sea {e;} una base de E. Entonces, dados z, y € E:

Xr = inei s Yy = Zyjej.
Luego:

Cb(% y) = Z Z xiyj¢(6ia €j)-

Si ponemos x = y obtenemos la funcién cuadratica:

Y(x) =Y Z zix; (€5, €5) (21)

i
lo cual se puede reescribir como:

pler,en) - dler,en) T
v@ = (o o ow )| ' -
dlen,e1) -+ dlen, en) Ty

Esta ultima representaciéon de v se llama forma cuadrética (en dimensién

finita). Notese que, como ¢ es simétrica, entonces la matriz

¢(€1,€1) ¢(€1,€n)

¢(6n761) e gb(enaen)

es autoadjunta (pues ¢(e;, e;) = ¢(e;, e;) por definicién de bilineal simétrica).
Recordemos ahora que, para funciones bilineales simétricas, existe una

base ortogonal {v,} de E tal que ¢ tiene forma diagonal, esto es:
d(ei €5) = Aidi
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1 sii=j

0 siij
En consecuencia: Existe una base ortonormal {v,} de E donde

donde d;; =

A1 0

En tal caso, se escribe:

Y(x) = (9:1 xn>

= N2T 4+ Nxs + o+ A2l

esto es, el polinomio cuadréatico que representa a v no tiene ”términos mix-
tos”. Ademads, cualquier forma cuadrética tiene una representacion diagonal

de esta forma.

Ejemplo: Consideremos la siguiente forma cuadratica sobre R?:

Y(x1,T9) = 207 — 122,29 + 513,

U(rn,a) = (o x2><—26 _56) (2)

donde A = ( 2 0 ) = (a;).

Entonces

—6 95

Una forma de diagonalizar 1, esto es, escribirlo como polinomio sin

términos mixtos, es la siguiente:
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Caso 1. Si aj; # 0 hacemos la sustitucion:

1
r1 = Y1 — — (a2 + -+ a1nyn)
a11

T2 = Y2
Tn = YUn
lo que lleva a la ecuacion

¢($1; R 7$n> - ally% + ¢1<y27 s 7y'fl)

donde 17 es también un polinomio cuadratico.

Caso 2. Si aj; = 0 pero, por ejemplo, a3 # 0, hacemos la sustitucién
Ti=Y1+Y2,T2=Y1 —Y2,T3=Y3, ... , Tn="1Un
lo cual lleva a la ecuacién
O(an,.w) =) by, (%)

donde (b11,b22) # (0,0) y se puede aplicar el caso 1. (Note que puede ser

aun bll = O)

Caso 3. Para realizar un cambio en el caso a;; = 0, pero a;; # 0 con
i # 7, se hace

T = Yity;

Tj = Yi—Y;

Ty = YpSIipFI,PpF]
Esto lleva a una forma como (*) con (b;,b;;) # (0,0) (o sea b; # 0 o
bjj 7 0).
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a1 a 2 —6
Usemos este método en el ejemplo anterior: All{ S
a1 Qa2 —6 5

luego hacemos la sustitucion

1

T o= Y1 — 5((—6)%) =y + 3y2

T2 = Y2,
obtenemos
V(w1 2) = 2(y1 + 3y2)® — 12(y1 + 3yo)ya + 53
= 2[y} + 6y1y2 + 93] — 1212 — 36y3 + 5y
= 2y7 + 12y19 + 18y3 — 124192 — 3645 + 5y

= 2y; — 13y;
que es la forma diagonal pedida.
Veamos otro ejemplo:

Sea Y(x1, 29, w3) = 202 — 8x179 + 22 — 162125 + 142975 + S22 entonces la
1 2 3

matriz simétrica perteneciente a la forma cuadratica anterior es:

2 —4 —8 a1 Q12 Q13
A= —4 1 7 = o1 Q22 Q23
-8 7 5 as1 a3z as3

La idea para obtener A es la siguiente: La matriz autoadjunta A = (a;;) que
representa a 1 (z1, e, x3) tiene las componentes a; de la diagonal iguales a
los coeficientes de z? y las componentes a;; y a;; iguales cada una a la mitad
del coeficiente x;x;.
Diagonalizemos ahora a ¥: Como aj; # 0 hacemos la sustitucién:

T o= Y1 — %((—4)% + (=8)ys) = y1 + 2y2 + 4y3

Ty = Y2

r3 = Ys.
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Luego:

Y@, wa,w3) = 2(y1 +2u2 + 4y3)” — 8(y1 + 2y + 4yz)ye + 4
— 16(y1 + 2y + 4ys)ys + 14yays + 5y3
= (y1 +2y2 + 4y3)[2y1 + 4y2 + 8ys — 8y2 — 16ys]
+ 2+ 1yays + 5y
(1 + 2y2 + 4y3) 2y1 — 4y2 — 8ys) + y5 + 14yays + 513

27 — 4y1ys — Sy1ys + 4y1y2 — 8ys — 16y2y3
+ 8y1ys — 162y — 32y3 + s + 14yays + 5y3
= 29% - 795 — 18y2ys — 27y§

esto es: Y(w1, o, 3) = 2y; — (Ty5 + 18yays + 27y3) = 247 — 11 (y2, y3) donde
¥1(y2,y3) = Tys + 18y2ys + 27y2 es un polinomio cuadritico donde volvemos

a aplicar la sustituciéon. Aqui

79
Ay =
9 27

luego, sea

n = =

1 9
Yo = 22— ?(923) = Z9 — ?23
Ys = %3
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entonces
9 9 )
V1(y2,y3) = T(z2 — ?23) + 18(z — ?,23)23 + 2723

9
= (20— ?zg)[m — 923 + 1823] + 2723
9
= (22— 523)(722 +923) + 2723
1
= 5(722 — 923)(T22 + 923) + 2723

1
= 5(4923 — 8123) + 2723

81 81
= Tz + 7z§ + 2725 = Tz5 + (7 +27)23.

Por lo tanto, (x1, 22, 23) = 22§ — 725 — (3 + 27)23 es la forma diagonal

pedida.

El siguiente resultado es fundamental para la proxima definicion.

Teorema 50 Sea ¢ una forma bilineal simétrica en E. Entonces existe una
base de E en la cual ¢ se representa por una matriz diagonal. Ademds,
cualquier otra matriz diagonal tiene el mismo numero P de componentes

positivas y el mismo niumero N de componentes negativas.

Demostracion. Sabemos, por teorema anterior, que existe una base
{u1,...,u,} de E en la cual ¢ se representa por una matriz diagonal, por
ejemplo, con P y N componentes positivas y negativas respectivamente.
Supongamos ahora que {wy,...,w,} es otra base de E en la cual ¢ se re-
presenta también por una matriz diagonal, por ejemplo, con P’y N’ com-
ponentes positivas y negativas respectivamente. Sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que en cada matriz aparecen primero las componentes pos-
itivas. Como P+ N = P'+ N’ (dim(ran ¢)) es suficiente probar que P = P'.
Sea U := subespacio generado por {uy,...,u,} y W := subespacio generado

por {wpry1,...,w,}. Entonces : ¢(v,v) > 0 para todo v € U y ¢(v,v) <0
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para todo v € W | con v # 0.
Note que : UNW = {0} y observemos que dimU = P y dimW =n — P’
Luego,

dim(U+W) = dimU +dimW —dim(UNW) (Teorema de dimension)
= P+(n—P)-0
= P—P +n.

Pero : dim(U + W) < dimE =n; luego P— P +n<n 6 P < P'.
Similarmente, P’ < P (intercambiando el rol de P por P’ en el argumento

anterior). Luego, P = P'. .

Corolario 51 Cualquier forma cuadrdtica (real) 1) tiene una representacion

unica en la forma

[

V@1, Tn) =25+ 2t — i — e — T

Observacion: El resultado anterior a veces se enuncia como la Ley de Inercia

o el teorema de Sylvester.

Definicién 52 La signatura de una forma cuadrdtica es el nimero de com-

ponentes positivas menos el nimero de componentes negativas.

Definicién 53 Una forma bilineal simétrica ¢ se llama semidefinida no ne-

gativa st

Y(z) =P(x,2) >0 Ve e€E

y se dice que es definida positiva si
Y(r) = ¢(x,x) >0 VaeE x#0.
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Ejemplos
1) La forma bilineal ¢(z1,x9) = 2x? — 122129 + 523 se escribe en forma

diagonal como
U(x1,m9) = 297 — 13455

luego P =1y N = 1. Por lo tanto, S = 0.
2) La forma bilineal 1 (1, x9, 23) = 20% — 81179 + 23 — 162,23 + 142973 + 523

se escribe en forma diagonal como

81
(1, 29, w3) = 222 — 722 — (7 + 27)z§

luego P=1y N =2. Asi, S = —1.

3) Hallar una transformacién de coordenadas que diagonalice la forma cuadrética

(1, 19) = 202 — 4dwy29 + 523

2 =2
La matriz simétrica que representa a 1) es A = ( 5 s )

Método 1. Hacemos la sustitucion

1
T = Yy — 5(—2?/2) =y +

T2 = Y.

Luego:

V(wy,m2) = 2(y1 +y2)? — 4(yr + y2)y2 + 5y5
= 2[y; + 2512 + 3] — 41y2 — 45 + 55
= 2y} +4y1ye + 2u5 — 4y1ye — U5
= 25 + s

Asi, P =2 y luego, S = 2.
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Método 2. Buscamos los valores propios de la matriz A :

A—2 2
p(A) = det()\]—A):det< ) )\_5>

= A=2)(A—5)—4
= AN —7\+6
= A=6)(A—1).

Los valores propios son A = 6 y A = 1. Como son diferentes, se tiene que
6

existe P invertible tal que P~1AP = ( 0

0
. ) Mas precisamente:

w(21722) = 62% + Z%.

De esta manera, S = 2.

Notese que el cambio de coordenadas con respecto al método 1 es diferente.

0.4 Ejercicios de Recapitulacion

1. Sea E un espacio vectorial con producto interno (,). Recuerde que
L(E;E)={f:F—FE:feslineal } y BIEXE)={b: ExE —R:
b es bilineal }. Sea p: L(E; E) — B(FE x E) definida como

p(0)(z,y) = (p(x),y).

a) Demuestre que p es lineal.
b) Demuestre que p es inyectiva.

¢) Demuestre que p es sobreyectiva.

2. Sea ¢ : F — FE una transformacion lineal autoadjunta. Sean A\, Ay val-

ores propios de ¢. Suponga que A\; # Ay. Demuestre que F(A;) LE()\).
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3. Sea m una proyeccién ortogonal definida en un espacio con producto

interno (E, (,)). Demuestre que £ = Kerm & Imm.

4. Sea ¢ :R?® — R3 una transformacién lineal cuya representacién ma-

tricial es R, con

cos(135°)  sen(135°) 0 cos(30°) 0 sen(30°)
R=1 —sen(135°) cos(135°) 0 0 1 0
0 0 1 —sen(30°) 0 cos(30°)

Demuestre que ¢ es una rotacion. Interprete esta rotacion geométricamente.

1

5. Sea 7 : R? — R? definida por ¢(z,y) = (%$ - Y \/Lia: + \%y)

Demuestre que ¢ es una rotacion.

6. Sean E un espacio vectorial de dimension finitay ¢ : E — E una

transformacion lineal.
(a) Demuestre que (Ker(p*))t = Im(yp). Concluya que
E =1Im(p) @ Ker(e").
(b) Si ¢ es normal entonces Ker(p) = Ker(p*). Concluya que
E =1Im(p) @ Ker(p).

(c) Si ¢ es normal y v es un vector tal que ¢*(v) = 0 entonces
plv)=0.

7. Sea ¢ : E — FE una transformacién lineal definida en un espacio E

con producto interno.

(a) Suponga que ¢ es normal. Demuestre que ¢ — Al es también

normal.
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8.

9.

10.

11.

12.

13.

14.

(b) Demuestre que (ker¢*) = (Ima¢)=*.

(c) Demuestre que Ima* C (kerg)=:.

Sea ¢ : R?> — R? una transformacién normal. Demuestre que existe

A > 0 y una rotacién ¢ tal que ¢ = M.

Sea EE = C con el producto interno (z,w) = Rezw. Sea z € C y
M, : C — C definido por M,(w) = zw

a) Verifique que M, es lineal.

(
(b) Demuestre que (M,)* = M;.

d

)
)
(¢) Para qué nimeros complejos z es M, autoadjunto?
(d) Para cuales z es M, una rotacién?

)

(e

Sea T : C* — C? definida por T'(e;) = (1+1,2), T'(e2) = (i,14) , donde

{e1,e2} es la base candnica de C?. Hallar T*. ; Es T normal ? j Es

Para cuales z es M, antisimétrica?

T autoadjunta ?

Sea E espacio vectorial con producto interno, dim £ = n. Sea ¢ :

E — FE. Demuestre que las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) ¢ es autoadjunta y (p(x),z) >0Vz € E.

(i) ¢ = ¢?, para algtin ¢ : E — E autoadjunto.
Sea T : R? — R? definida por T'(z,y) = (z + 2y, 2z —y). Calcule ||T.

Sea T : E — FE una transformacion lineal, demuestre que T'= R+iS

donde S y R son autoadjuntas.

Sea F espacio vectorial de dimensién n sobre R. Demuestre que el poli-

nomio caracteristico, p(A), de una transformacion lineal antisimétrica
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

satisface la ecuacion:

Sea E espacio vectorial sobre C, con producto interno. Sea ¢ : £ — FE

normal.

(a) Sea x € E. Demuestre que ¢(x) = 0 siy sélo si p*(z) =0.
(b) Demuestre que ¢ — A es normal (A € C).

(c) Demuestre que cada vector propio de ¢ es un vector propio de

*

@ .

Suponga que E es un espacio vectorial con producto interno ().
Demuestre que una transformacion lineal 7': E — E es normal si y
sélo si || T(x)|| = ||T*(x)|| para cada = € E.

Sea ¢ : E — E. Suponga que ¢?> = ¢. Demuestre que ¢ es autoad-

junta si y sélo si ¢ es normal.

Sea T : C? — C? definida por T'(e;) = (1,2), T'(ea) = (i,—1), donde

{e1,e2} es la base candnica de C?. Hallar T*(z,y) .

Sea T : C?* — C? definida por T'(e;) = (1+14,2), T'(e2) = (i,4). Hallar
T*. (Es T normal 7

Sea E un espacio vectorial sobre C con producto interno. Sea ¢ :
E — E una transformacion lineal autoadjunta.

Demuestre que ||z + i¢(x)|| = ||x — i¢(x)| para cada z € E.
Demuestre que z +i¢p(x) =y +ip(y) siy sélosi z =y.
Demuestre que —1 no es valor propio de I + i¢.

Demuestre que —1 no es valor propio de I —i¢.
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(e) Demuestre que ¢ := (I —i¢)(I +i¢)~! es una rotacién.

21. Sea E un espacio vectorial con producto interno (,).Sea T : F — FE
una transformacién lineal. Entonces p(x,y) := (T'(x),y) es también
un producto interno en E. Sea U : E — FE un operador lineal y

U*: E — FE su adjunto con respecto a ().

(a) Suponga que U es una rotacién con respecto a p. Demuestre
que T'=U*TU .

(b) Suponga que T = U*TU . Demuestre que U es una rotacién con

respecto a p.

22. Sea E =R'y E; = subespacio generado por {(1,0,0,0),(0,0,1,0)}.

Encuentre P : E — E proyeccion ortogonal tal que ImP = E; .

23. Sea E espacio vectorial con producto interno. Sean P, ) : F —
E proyecciones ortogonales. Demuestre que P o () = 0 si y sélo si
ImP1ImQ .

24. Sea E un espacio vectorial con producto interno. Sea 7 : E — FE;

una proyeccion ortogonal y J C E un subespacio.

(a) Suponga que J es estable bajo 7 (esto es, w(J) C J). Demuestre
que

J=JNE ®JNE;.

(b) Suponga que J = J N E; & JN Ef. Demuestre que J es estable

bajo 7.

25. Si w: F — Imm es una proyeccién, demuestre que I — 7 es una

proyeccién sobre (Imm)*.
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Sea @ : R? — R? definida por Q(x,y) = (ax + by, cx + dy). Suponga

que @ es una rotacién. Demuestre que b= +c.
Sea T : C* — C? definida por T'(z,w) = (z + iw, z — iw).
(a) Hallar T*.

(b) Demuestre que T*T = TT* = 21.

(c) Encuentre explicitamente T7 y Ty operadores autoadjuntos tales
que T' =T + 1T5.

(d) Demuestre que, en general, un operador lineal 7' es normal si y
sélo si TlTQ = TQTl .

Una forma bilineal ¢ : E x E — R se dice antisimétrica si

¢(l’,y) = _gb(y)x) \V/I,y e k.

Demuestre que ¢ es antisimétrica si y sélo si ¢(z,z) =0 Ve e E.

Mostrar que cualquier forma bilineal ¢ : £ x E — R es la suma de

una forma bilineal simétrica y una forma bilineal antisimétrica.

Hallar la matriz autoadjunta y la signatura que corresponden a la

forma cuadrética: (1, xe,x3) = T122 + T2T3.

Sea a € R y sea b: R? — R? la funcién bilineal simétrica definida

CcOomo

b((w1,91), (T2, 92)) = 2122 + ay172 + Y1y

Demuestre que b es definida positiva si |a| < 2.

Demuestre que una funcién bilineal simétrica b : Ex ' — R es definida
positiva si y sélo si el operador lineal autoadjunto 7' asociado a b tiene

solo valores propios positivos.
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33. Sea b(z,y) = 52% + 6zy + 4y>. Encuentre T € L(R?* R?) tal que
p(T) = b, donde p es el isomorfismo entre L(R?; R?) y B(R? x R?).

34. Encuentre la signatura de la forma cuadratica definida por T'(z,y) =

222 — 122y + 52,

35. Hallar la matriz simétrica que corresponde a cada una de las siguientes

formas cuadraticas.

(a) w(xv Z/) = 41'2 - 6ilj'y — 7y2

(b) ¥(z,y) = vy +y°.

(c) Y(w,y,z) = 32% + 4oy — y* + 8xz — 6yz + 2%
(d) ¥(z,y,2) = 2% —2yz + 22

36. Hallar la signatura de la funcién bilineal simétrica asociada a la forma

cuadratica definida por medio de la matriz

0 1 1
A=11 -2 2
1 2 -1

Idea: Aplicar el cambio de variables

r1 = Y11Ys3
T2 = Y2
T3 = Y1 — Ys.

37. Sea ¢ la forma bilineal simétrica asociada con la forma cuadratica
Y(z1,9) = ax? + brywy + cx3 . Demuestre que ¢ es definida positiva si

ysélosi a>0yb?—4ac<0.

38. Hallar la matriz simétrica y la signatura perteneciente a la forma

cuadratica ¥(xq,Ta, x3) = T1T9 + T2T3 .
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