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INFORME DE TESIS

El objetivo de esta tesis, presentada por el Sr. Roberto Nún̂ez, para optar al titulo de
Ingeniero Matemático, es el estudio de la estabilidad de familias generalizadas de operadores
lineales como un método para el tratamiento de ecuaciones de evolución generales y, en
particular, diversas clases de ecuaciones en derivadas parciales.

Después de un caṕıtulo sobre preliminares, la tesis profundiza sobre la teoŕıa de semigrupos
fuertemente continuos de operadores lineales. Se muestra la teoŕıa básica y se demuestra el
teorema de generación de Hille-Yosida en su versión de contracciones. La exposición de estos
tópicos es clara y consistente.

En el caṕıtulo IV, se desarrolla la teoŕıa inicial de las familias (a, k)-regularizadas, in-
troducidas hacia el an̂o 2000 por el director de esta tesis, como un método general para el
tratamiento de ecuaciones de evolución, y que incluye diversas teoŕıas existentes, como por
ejemplo, la teoŕıa de semigrupos de operadores. Después de enumerar algunas propiedades,
entre las que destacamos un teorema de perturbación aditiva, el caṕıtulo termina con una
interesante cantidad de ejemplos concretos.

El caṕıtulo V es el central de este trabajo. Aqúı, el autor desarrolla uno de los aspectos
más importantes de la teoŕıa de familias (a, k)-regularizadas: La estabilidad. Una intere-
sante condición necesaria en términos de los datos de una ecuación de evolución dada, se
demuestra en esta parte. Este resultado, es utilizado posteriormente en una serie de conse-
cuencias relevantes, siendo la más interesante el estudio del caso escalar. Para este caso, se
ilustra de manera gráfica distintos casos donde la estabilidad de la solución de cierta ecuación
diferencial fraccionaria ocurre. Es interesante observar que desde el punto de vista numérico,
la estabilidad es caracterizada por las condiciones del teorema abstracto presentado en esta
sección. Queda entonces abierta la siguiente pregunta: Es una condición necesaria y suficiente
al menos para alguna clase de familias regularizadas?.

En opinión de este informante, la tesis concluida cumple ampliamente los requerimien-
tos para una tesis de pregrado y es claramente suficiente para una tesis de Ingenieŕıa en
Matemática del nivel de la USACH. Por las consideraciones anteriores califico esta tesis con
nota 7 (siete).

Dr. Carlos Lizama
Profesor Titular

Universidad de Santiago de Chile
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Santiago de Chile, el autor aborda el estudio de la estabilidad de las familias (a, k)-regularizadas.

El trabajo comienza, luego de una visión general en la Introducción con el segundo caṕıtulo, que está de-
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INFORME DE TESIS 
 
Datos de la Tesis 
 
Nombre del estudiante: Roberto Andrés Núñez Ossandón 
Título de la Tesis: Estabilidad de familias generalizadas de operadores lineales 
 
Informe de la Tesis 
 
La tesis presentada por el estudiante repasa importantes resultados conocidos e 
introduce algunos aportes novedosos en el área de la Teoría de Operadores y, más 
específicamente, en el estudio de las familias (a; k)-regularizadas de operadores 
fuertemente continuos. En este sentido y partiendo de lo ya estudiado en esta materia, se 
distinguen en esta tesis dos partes fundamentales:  
 
En primer lugar se introducen la definición y las propiedades fundamentales de las 
familias (a; k)-regularizadas, como una  generalización de las teorías de C0-semigrupos, 
semigrupos r-veces integrados, semigrupos k-convoluidos, familias coseno r-veces 
integradas y familias resolventes, entre otras, y como aportación novedosa en esta área 
se realiza la demostración del teorema de generación de las familias (a; k)-regularizadas 
en su caso general. Además, se pone de manifiesto en esta primera parte la importante 
aplicación de estas familias en el estudio de ecuaciones en derivadas parciales, 
permitiendo transformar las ecuaciones de evolución originales (ecuaciones 
diferenciales, integro-diferenciales y ecuaciones de orden fraccionario) en otras 
equivalentes que envuelven a un operador, lo cual facilita el análisis de sus propiedades, 
como son la existencia y la unicidad de soluciones y sus propiedades cualitativas, las 
cuales se obtienen asociadas a familias (a; k)-regularizadas.  
 
Como segunda parte importante de esta tesis, se aborda un completo estudio de la 
estabilidad de las familias (a; k)-regularizadas, de gran relevancia debido a la 
correspondencia de las familias estables (a; k)-regularizadas con problemas abstractos 
de ecuaciones lineales bien planteados y porque la estabilidad juega un papel central en 
la teoría estructural de los operadores. En este sentido, se dan condiciones suficientes 
para la estabilidad uniforme de una familia (a; k)-regularizada en espacios de Hilbert y 
como principal aportación se generaliza la caracterización de Gearhart-Greiner-Prüss de 
la estabilidad exponencial para semigrupos fuertemente continuos, con interesantes 
aplicaciones a diferentes ecuaciones, determinando las condiciones necesarias para que 
sus soluciones sean estables o uniformemente estables.  
 
Así, en todo el desarrollo de esta tesis los objetivos se plantean de forma clara y se 
abordan con metodología tanto teórica como aplicada, incluyendo además interesantes 
simulaciones numéricas, con lo cual se hace un estudio extenso y completo de los temas 
que se tratan. En cuanto a los contenidos y a la discusión ofrecida, se realiza en esta 
tesis un desarrollo coherente tanto de resultados conocidos como de algunos nuevos 
sobre las familias (a; k)-regularizadas de operadores fuertemente continuos, dejando 
claramente manifiestas sus relevantes aplicaciones al estudio de ecuaciones de 
evolución, fundamentales en la modelización de multitud de problemas reales. Además, 
el empleo combinado tanto de desarrollo teórico como de simulaciones numéricas  
aporta aún más aplicabilidad al estudiado realizado, ofreciendo resultados y 
conclusiones relevantes en el ámbito matemático y en el de las ciencias aplicadas.  



 
Con todo ello, la relevancia del tema tratado así como la clara exposición de los 
resultados conocidos y nuevos quedan patentes y puede permitir abrir una puerta al 
desarrollo de futuros trabajos de otros estudiantes. 
 
 

 VALORACIÓN  DE LA TESIS 
 Muy Buena Buena Suficiente Deficiente

Originalidad SI    
Definición Objetivos SI    
Metodología SI    
Relevancia Resultados SI    
Discusión / Conclusiones SI    
 
   
Por todo lo anteriormente mencionado, mi valoración de la tesis es de un 7. 
 
 
En USACH, a 30 de abril de 2015. 
 
Fdo.: María Pilar Velasco Cebrián 
          Centro Universitario de la Defensa de Zaragoza – Academia General Militar 
          Instituto Universitario de Matemáticas y Aplicaciones 
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Caṕıtulo 1

Introducción

Entre las herramientas más utilizadas para el estudio tanto de la existencia de solucio-

nes como de propiedades cualitativas de ecuaciones en derivadas parciales, se encuentra

el uso de la teoŕıa de operadores. Esta herramienta, que se aplica fundamentalmente a

problemas de tipo parabólico e hiperbólico, consiste en trasladar problemas en ecuaciones

en derivadas parciales a un problema abstracto en la forma de una ecuación diferencial

ordinaria. Alĺı, son aplicables métodos de la teoŕıa de transformadas (Fourier, Laplace y

Melĺın) y permiten un manejo más viable y transparente del problema que en su versión

original. La principal herramienta que usa una idea de este tipo es la teoŕıa de semigrupos

de operadores fuertemente continuos, desarrollada en la década de los 40 por prestigiosos

matemáticos de talla mundial.

Posteriormente, y paralelamente, fue desarrollada la teoŕıa de las Familias Coseno de ope-

radores fuertemente continuos a partir de los trabajos de H.O. Fatorinni en la década

de los 60. Estas dos teoŕıas, que se refieren a los problemas abstractos de tipo parabóli-

co e hiperbólico respectivamente, si bien tuvieron unicidad y propiedades cualitativas de

las soluciones en Ecuaciones en Derivadas Parciales , no dieron cuenta de una serie de

problemas de evolución que quedaban ”mal planteados”. Por esta razón, se desarrollaron

en la década de los 90 una serie de herramientas alternativas, consistentes en familias

de operadores con alguna propiedad de regularización, de manera de dar cuenta y poder

trabajar con estas ecuaciones ”mal planteadas”.

Aśı nace la teoŕıa de semigrupos integrados y familias coseno integradas, respectivamen-

te, hacia finales de la década de los 90, que tuvo mucho éxito posterior a la fecha y se

mantiene activa hasta hoy.

Por otra parte, la teoŕıa de ecuaciones integrales abstracta, y más generalmente inte-
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gro diferenciales- que tiene gran importancia en las aplicaciones a problemas reales- tuvo

también un fuerte impulso gracias a los trabajos realizados por matemáticos durante los

aos 80 y 90.

Ello dio origen a una gran clase de familias de operadores, relacionadas con los semigrupos

y las familias coseno, que fueron desarrollándose y se desarrolla aún hoy en d́ıa. Ya hacia

fines de la década de los 90, era claro que una teoŕıa de familias de operadores regulari-

zadas para las ecuaciones diferenciales abstractas, en el mismo esṕıritu de los semigrupos

integrados, era posible y se desarrollaba fuertemente.

Este trabajo, tiene por objetivo primeramente, estudiar la teoŕıa de los C0 semigrupos

fuertemente continuos, sus propiedades, y aplicaciones. Aśı esta primera etapa, servirá de

nexo- a una teoŕıa que generaliza la noción C0 semigrupos- para el objetivo principal

que es el estudio detallado de las familias (a, k)−regularizadas de operadores fuertemente

continuos. Esta teoŕıa fue introducida en la literatura por el director de esta tesis, el Dr.

Carlos Lizama, hacia el año 2000, y desarrollada en una serie de art́ıculos de investigación

a partir de esa fecha. Una de sus ventajas, es que sirve de paraguas para todas las teoŕıas

mencionadas anteriomente, y posee una gran flexibilidad para adaptarse a una enorme

cantidad de ecuaciones de evolución, tanto integrales, diferenciales, como integrodiferen-

ciales. Su uso potencial está aún en desarrollo, y abre sus primeros pasos con el exitoso

análisis cuantitativo de soluciones de ecuaciones en derivadas parciales fraccionarias.

En una tercera etapa, se estudiará el problema clásico de estabilidad, para el caso de

familias (a, k)-regularizadas. Para ello, haremos uso de [9], que es un resultado reciente

sobre el tema . Alĺı, quedan aún muchos problemas por resolver, tanto del aspecto teórico

como práctico. En este último caso, haremos un detallado análisis de situaciones particu-

lares planteadas en el art́ıculo [9], donde algunas simulaciones numéricas evidenciarán los

resultados teóricos hallados en dicho art́ıculo.
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Caṕıtulo 2

Preliminares

Este caṕıtulo tiene por objetivo, ayudar a la comprensión de algunos resultados, por medio

de la referencia a otros, que se alejan del objetivo principal de este trabajo. Igualmente,

introducimos algunas notaciones para mejorar la lectura del texto.

A partir de ahora, tomaremos a X como un espacio de Banach complejo con norma

‖ · ‖. Denotaremos por B(X) al álgebra de Banach de todos los operadores lineales aco-

tados en X dotado con la norma usual de operadores, que a su vez se denota por ‖ · ‖.
El operador identidad en X es denotado por I ∈ B(X), y R+ denota al intervalo [0,∞).

Para un operador cerrado A, denotaremos por σ(A), σp(A), σr(A), σa(A) el espectro, el

espectro puntual, el espectro residual, y el espectro aproximado de A, respectivamente.

Para Ω ⊂ Rn abierto denotamos por C(Ω;X) respectivamente Cm(Ω;X), los espacios

de las funciones f : Ω → X, que son continuas respectivamente m-veces continuamente

diferenciables.

Además consideramos el espacio:

L(X, Y ) := {f : X → Y | f es lineal y acotada, con X, Y espacios normados}.

El siguiente resultado clásico en el Análisis Funcional, es conocido como Teorema de

Banach-Steinhaus o Acotación Uniforme.

Teorema 2.0.1. Sean X e Y espacios de Banach y (Tα)α∈A una familia de operadores

lineales y continuos de X en Y . Si se cumple que para todo x ∈ X existe Mx > 0 tal

que ‖Tαx‖ ≤ Mx, para todo α ∈ A, entonces existe M > 0 tal que ‖Tα‖ ≤ M , para todo

α ∈ A.

13



Algo muy importante a lo largo de todo este trabajo será la transformada de Laplace. A

continuación se recuerda su definición.

La transformada de Laplace de una función f ∈ L1
loc(R+;X) es denotada por

f̂(λ) :=

∫ ∞
0

e−λtf(t)dt,

siempre que la integral existe. Una condición usual para ello es que f sea acotada por la

función exponencial.

En este contexto, definimos la convolución entre dos funciones Laplace transformables

como:

(a ∗ k)(t) :=

∫ t

0

k(t− s)a(s)ds,

donde (â ∗ k)(λ) = â(λ)k̂(λ).

Consideremos (M,d) un espacio métrico, se define el espacio

Lip(M ;X) := {F : M → X : F (0) = 0, ‖F‖Lip := sup
t6=s

‖F (t)− F (s)‖
d(t, s)

<∞}.

El siguiente teorema, caracteriza aquellas funciones que son admisibles de poseer trans-

formada de Laplace. Para mayor detalle sobre su demostración se puede consultar [16].

Teorema 2.0.2. Sea f : (0,∞)→ X. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Existe u ∈ Lip(R+;X), u(0) = 0, tal que f(λ) = d̂u(λ) para todo <(λ) > 0, donde

<(λ) denota la parte real de λ.

(ii) f ∈ C∞
(
(0,∞);X

)
y

sup{λn+1|f (n)(λ)|/n! : λ > 0, n ∈ N0} =: m∞(f) <∞.

Si este es el caso, entonces se define |u|Lip := m∞(f)

En el siguiente resultado se tiene que la convolución de dos funciones T y f es continua-

mente diferenciable bajo ciertas hipótesis de regularidad para ambas. Su demostración se

puede hallar en [2].

Proposición 2.0.3. Sea T : [0, τ ] → L(X, Y ) Lipschitz continua con T (0) = 0, y sea

f ∈ L1([0, τ ], X). Entonces T ∗ f ∈ C1([0, τ ], Y ).

14



Sea F ∈ Lip(R+;X), F (0) = 0 definimos

r(λ) := d̂F (λ) =

∫ ∞
0

e−λtdF (t), (λ > 0),

donde la integral de la izquierda es la integral de Stieltjes.

Luego, r ∈ C((0,∞), X), y definimos el espacio

C∞W
(
(0,∞)

)
:= {r ∈ C∞

(
(0,∞)

)
: ‖r‖W <∞}

donde

‖r‖W := sup
n∈N0

sup
λ>0

λn+1

n!
‖r(n)(λ)‖,

donde r(n) hace referencia a la n-ésima derivada de r y W es de Widder.

Corolario 2.0.4. [2] Sea q : {<λ > 0} → X una función holomorfa. Si existe M > 0 tal

que ‖λq(λ)‖ ≤M y ‖λ2q′(λ)‖ ≤M para <λ > 0, entonces existe una función acotada f ∈
C((0,∞), X) tal que q(λ) =

∫∞
0
e−λtf(t)dt para <λ > 0. En particular q ∈ C∞W ((0,∞), X).

A continuación nos aprestamos a definir a la transformada de Fourier y algunos resultados

concernientes a ella, dicha transformada toma importancia en el Caṕıtulo 5, donde se

trabaja en espacios de Hilbert, y el comportamiento de esta transformada en dichos es

conocido.

Para una función f ∈ L1(R;X) , la transformada de Fourier de f es la función Ff : R→
X definida por

(Ff)(s) :=

∫ ∞
−∞

e−istf(t)dt. (2.0.1)

También definimos la transformada de Fourier inversa de una función f ∈ L1(R;X) como

(Ff)(s) :=

∫ ∞
−∞

eistf(t)dt = (Ff)(−s) = (F f̌)(s), (2.0.2)

donde f̌(t) := f(−t).
A continuación se presenta un teorema, en el que aparecen el Teorema de Convolución, el

Lema de Riemann-Lebesgue y el Teorema de Inversión. En el caso del Lema de Riemann-

Lebesgue, tiene como consecuencia que la transformada de Fourier pertenece al espacio de

las funciones continuas que se desvanencen en −∞ y∞. Por otra parte, para una función

f ∈ L1(R;X), , existe su transformada de Fourier, sin embargo, podŕıa haber problemas

con su inversión; por ejemplo la función indicatriz de −2π ≤ x ≤ 2π es integrable, pero∫ 2π

−2π

e−istdt =
sin(2πs)

πs

no lo es.
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Teorema 2.0.5. [2] Sea f ∈ L1(R;X) y g ∈ L1(R).

(a) F (g ∗ f)(s) = (F )(s)Ff)(s).

(b)
∫∞
−∞ g(t)(Ff)(t)dt =

∫∞
−∞(Fg)(t)f(t)dt.

(c) (Lema de Riemann Lebesgue) Ff ∈ C0(R;X).

(d) (Teorema de Inversión) Si Ff ∈ L1(R;X), entonces f = 1
2π

F (Ff) c.t.p.

Para funciones escalar-valuadas, el Teorema de Plancherel muestra que Ff ∈ L2(R) y

‖Ff‖2 =
√

2π‖f‖2 siempre que f ∈ L1(R)∩L2(R), y aśı la restrición de F a L1(R)∩L2(R)

tiene una única extensión a un operador lineal acotado sobre L2(R) (también denotado

por F ), 1√
2π

F es un operador unitario sobre L2(R), y se satisface el Teorema2.0.5 b)

para f, g ∈ L2(R). Aśı, F−1 = 1
2π

F , donde (Ff)(t) = (Ff)(−t).
El teorema de Plancherel no es cierto para funciones vector-valuadas, excepto cuando el

espacio X es un espacio de Hilbert. Si X es un espacio de hilbert con producto interno

(·, ·)X , entonces L2(R;X) es también un espacio de Hilbert con el producto interno

(f |g)L2(R;X) :=

∫ ∞
−∞

(f(t)|g(t))Xdt.

Teorema 2.0.6. [2] Sea X un espacio de Hilbert. Entonces Ff ∈ L2(R, X) y ‖Ff‖L2(R,X) =√
2π‖f‖L2(R;X) para toda f ∈ L1(R;X)∩L2(R;X). La restricción de F a L1(R)∩L2(R;X)

extiende a un operador lineal acotado F sobre L2(R;X) y 1√
2π

F es un operador unitario

sobre el espacio de Hilbert L2(R;X). Más aún,∫ ∞
−∞

((Ff(t)|g(t))Xdt =

∫ ∞
−∞

((f(t)|(Fg)(−t))Xdt

para toda f, g ∈ L2(R;X).

A continuación revisaremos una función que toma importancia en este trabajo con mayor

fuerza en el último caṕıtulo, de estabilidad. Con dicho fin, recordamos algunas propieda-

des y representaciones que tiene esta función en base a [4].

La función de Mittag-Leffler Eα(z) y la función de Mittag-Leffler de dos parámetros

Eα,β(z) son importantes en el cálculo fraccionario, pues representan estados de transición

en algunas situaciones f́ısicas modeladas por el cálculo fraccionario, o las soluciones de las

ecuaciones producidas por dicho modelamientos envuelven a estas funciones. La definición

de la función de Mittag-Leffler de dos parámetros Eα,β(z) es

Eα,β(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
, α > 0, β > 0. (2.0.3)
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Con ello, la relación entre la función de Mittag-Leffler de dos parámetros y la función de

Mittag-Leffler Eα(z) está dada por

Eα,1(z) = Eα(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + 1)
, α > 0. (2.0.4)

La función de Mittag-Leffler de dos parámetros también puede ser relacionada con fun-

ciones tradicionales del siguiente modo

E1,1(z) = ez E2,1(z2) = cosh(z)

E1,2(z) =
ez − 1

z
E2,1(z2) =

sinh(
√
z)√

z

A continuación se analiza el comportamiento de Eα,β(z) cuando |z| → ∞ mediante su

expansión asintótica.

El comportamiento asintótico de Eα,β(z) para cualquier α, β ∈ C está basada en la repre-

sentación integral de la función Eα,β(z), de la forma

Eα,β(z) =
1

2π

∫
C

tα−βet

tα − z dt, α > 0, β > 0. (2.0.5)

El contorno de integración C es un lazo que comienza y termina en −∞ y rodea el disco

circular dado por |t| ≤ |z|1/α en sentido positivo con |arg(t)| ≤ π en C.

La integral dada por la ecuación (2.0.5) tiene un punto de ramificación en t = 0. El

plano complejo-t es cortado a lo largo del eje real negativo, y en el plano cortado la in-

tegral es evaluada en un único valor; se evalúa en la rama principal de tα del plano de corte.

La representación dada por la ecuación (2.0.5) se puede aplicar para obtener el com-

portamiento asintótico de la función Eα,β(z) cuando t→∞, lo cual difiere para los casos

en los cuales 0 < α < 2 y cuando α ≥ 2.

Cuando 0 < α < 2, para un número real θ que satisface απ
2
< θ < mı́n[π, απ] y para

N ∈ N se cumple que

Eα,β(z) =
1

α
z(1−β)/αez

1/α −
N∑
k=1

1

Γ(β − αk)

1

zk
+O

(
1

zN+1

)
, α > 0, β > 0, (2.0.6)

cuando |z| → ∞ y |arg(z)| ≤ θ.
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Por otro lado, cuando α ≥ 2 se tiene que

Eα,β(z) =
1

α

∑
n

[
z1/αexp

(
2nπj

α

)]1−β

exp

(
exp

(
2nπj

α

)
z1/α

)
(2.0.7)

−
N∑
k=1

1

Γ(β − αk)

1

zk
+O

(
1

zN+1

)
, α, β > 0, (2.0.8)

cuando |z| → ∞ y |arg(z)| ≤ απ
2

. La primera suma se considera sobre todos los valores

enteros de n que satisfacen la siguiente condición |arg(z) + 2πn| ≤ απ
2

.

18



Caṕıtulo 3

Introducción a la Teoŕıa de

Semigrupos

El presente caṕıtulo tiene como objetivos principales, primero, el de introducir los con-

ceptos de C0-semigrupo, y el de generador. Además de ver propiedades y equivalencias,

es dar las herramientas necesarias para llegar el teorema más importante de este caṕıtulo,

que es el de Teorema de Hille-Yosida, y su respectiva demostración.

En lo que sigue X denotará un espacio de Banach sobre el cuerpo C.

3.1. C0-semigrupos.

Definición 3.1.1. Una familia {T (t)}t≥0 ⊆ B(X) es un C0-semigrupo de operadores

acotados si:

(i) T (0) = I

(ii) T (s+ t) = T (s)T (t) ∀s, t ≥ 0

(iii) ĺımt→0+ T (t)x→ x para cada x ∈ X con respecto a la norma de X.

Si además satisface

(iv) ‖T (t)− I‖ −−−→
t→0+

0 diremos que es un semigrupo uniformemente continuo.

Observación: La condición (iii) también se expresa diciendo que {T (t)}t≥0 es un semigru-

po fuertemente continuo. Además es fácil darse cuenta que el conjunto de los semigrupos
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uniformemente continuos está contenido en el de los fuertemente continuos, pues un semi-

grupo uniformemente continuo converge uniformemente a la identidad en el cero, mientras

que un C0-semigrupo converge fuertemente.

Definición 3.1.2. (Generador) Sea {T (t)}t≥0 un semigrupo fuertemente continuo. Se

define

Atx :=
T (t)x− x

t
.

El generador de {T (t)}t≥0, denotado por A, es definido por:

ATx := ĺım
t→0+

Atx = ĺım
t→0+

T (t)x− x
t

, x ∈ D(A) (3.1.1)

donde este ĺımite es evaluado en términos de la norma de X y

D(A) := {x ∈ X/ ĺım
t→0+

T (t)x− x
t

existe}. (3.1.2)

El resultado a continuación nos muestra que para un operador acotado A el semigrupo

{etA}t≥0 es uniformemente continuo.

Teorema 3.1.3. Sea A un operador acotado. Entonces,

T (t) = etA :=
∞∑
n=0

(tA)n

n!
, t ∈ R+

es un semigrupo uniformemente continuo.

Demostración. Como A es acotado sabemos que la norma de A existe y aśı

∞∑
n=0

(tA)n

n!

converge para cada t ≥ 0. Notemos que la propiedad de semigrupo, viene de la propia

definición, donde claramente T (0) = I.

Finalmente, mostremos que T (t) es un semigrupo uniformemente continuo:

‖T (t)− I‖ = ‖
∞∑
n=1

(tA)n

n!
‖ ≤

∞∑
n=1

tn
‖A‖n
n!

= et‖A‖ − 1

y como et‖A‖ − 1→ 0+ cuando t→ 0 se tiene lo pedido.

Notemos que si {T (t)}t≥0 es uniformemente continuo su generador es un operador lineal

acotado, es decir vale la rećıproca al Teorema anterior. Antes de probar esta afirmación,

mostremos algunos resultados previos que son necesarios.
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Lema 3.1.4. Si A ∈ B(X) y ‖A‖ < 1, entonces I − A es invertible.

Demostración. La función f(z) = 1
1−z es anaĺıtica en {z ∈ C : |z| < 1}.

Como ‖A‖ < 1, se tiene que f(A) ∈ B(X), luego

(I − A)f(A) =
∞∑
n=0

(I − A)An =
∞∑
n=0

(An − An+1) =
∞∑
n=0

An(I − A) = f(A)(I − A),

además

(I − A)f(A) =
∞∑
n=0

(An − An+1) =
∞∑
n=0

An −
∞∑
n=0

An+1 = I +
∞∑
n=1

An −
∞∑
n=0

An+1 = I,

luego (I − A)f(A) = f(A)(I − A) = I. Por lo tanto I − A es invertible.

Proposición 3.1.5. Si {T (t)}t≥0 es un semigrupo uniformemente continuo de operadores,

entonces D(AT ) = X y AT ∈ B(X).

Demostración. Por la convergencia uniforme, existe δ > 0 tal que∣∣∣∣I − 1

δ

∫ δ

0

T (s)ds

∣∣∣∣ < 1. (3.1.3)

Usando el Lema 3.1.4 se tiene que 1
δ

∫ δ
0
T (s)ds es invertible, y por lo tanto

∫ δ
0
T (s)ds es

invertible. Aśı, para h ∈ (0, δ) tenemos que

1

h
[T (h)− I]

∫ δ

0

T (s)ds =
1

h

[∫ δ

0

T (s+ h)ds−
∫ δ

0

T (s)ds

]
=

1

h

[∫ δ+h

h

T (s)ds−
∫ δ

0

T (s)ds

]
=

1

h

[∫ δ

h

T (s)ds+

∫ δ+h

δ

T (s)ds−
∫ h

0

T (s)ds−
∫ δ

h

T (s)ds

]
=

1

h

[∫ δ+h

δ

T (s+ h)ds−
∫ h

0

T (s)ds

]
.

Luego,
1

h
[T (h)− I] =

1

h

[∫ δ+h

δ

T (s+ h)ds−
∫ h

0

T (s)ds

][∫ δ

0

T (s)ds

]−1

por lo que
1

h
[T (h)− I] −−→

h→0
[T (δ)− I]

[∫ δ

0

T (s)ds

]−1

.
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Dado que la convergencia uniforme implica la convergencia fuerte, tenemos que para todo

x ∈ X existe ĺımh→0+
1
h
[T (h)x− x]. Concluimos que D(AT ) = X y

AT = [T (δ)− I]

[∫ δ

0

T (s)ds

]−1

∈ B(X)

por ser B(X) un álgebra.

Luego, como ya se hab́ıa mencionado anteriormente, en el caso de los semigrupos unifor-

memente continuos su generador es un operador acotado.

La siguiente proposición muestra la continuidad de la función φx : [0,∞) → X defini-

da por φx = T (t)x. Este hecho permite dar sentido a la integral de Riemann
∫ b
a
T (s)x

para todo x ∈ X.

Proposición 3.1.6. Si {T (t)}t≥0 es un C0-semigrupo entonces, para cada x ∈ X, la

función t 7→ T (t)x es continua de R+ en X.

Demostración. Sean t ≥ 0, h ∈ [0, t], x ∈ X. Entonces tenemos que

‖T (t+ h)x− T (t)x‖ = ‖T (t)T (h)x− T (t)x‖
≤ ‖T (t)‖‖T (h)x− x‖
≤Mewt‖T (h)x− x‖ −−−→

h→0+
0

Similarmente

‖T (t− h)x− T (t)x‖ = ‖T (t− h)x− T (t− h+ h)x‖
≤ ‖T (t− h)‖‖x− T (h)x‖
≤Mewt‖x− T (h)x‖ −−−→

h→0+
0

El siguiente resultado muestra que un C0-semigrupo resulta ser exponencialmente acotado

para cada t ≥ 0.

Teorema 3.1.7. Sea {T (t)}t≥0 un C0-semigrupo. Entonces existen w ≥ 0 y M ≥ 1 tal

que ‖T (t)‖ ≤Mewt, para cada t ≥ 0.

Demostración. En virtud de la Proposición 3.1.6 se tiene la continuidad fuerte , y luego

por el Teorema de Banach-Steinhaus[2.0.1], existe una constante M ≥ 1 tal que ‖T (t)‖ ≤
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M,∀ 0 ≤ t ≤ 1. Sea w = LogM . Entonces para cada t ≥ 0, y si n es el entero más pequeño

mayor o igual a t tenemos:

‖T (t)‖ = ‖T (
t

n
+ ...+

t

n
)‖ = ‖T (

t

n
) · · · T (

t

n
)‖ = ‖(T (

t

n
))n‖ ≤Mn ≤M t+1 = Mewt

ya que t < n < t+ 1.

Teorema 3.1.8. Sea {T (t)}t≥0 un C0-semigrupo generado por A. Entonces se cumple lo

siguiente:

(i) Para cada x ∈ X,

ĺım
h→0

1

h

∫ t+h

t

T (s)xds = T (t)x, t ≥ 0.

(ii) Para cada x ∈ D(A),

T (t)x ∈ D(A) y
d

dt
T (t)x = T (t)Ax = AT (t)x, ∀t ≥ 0. (3.1.4)

(iii) Para cada x ∈ X y t ≥ 0 , se tiene
∫ t

0
T (s)x ∈ D(A) y se verifican las siguientes

identidades

T (t)x− x = A

∫ t

0

T (s)xds, x ∈ X,
y

T (t)x− x =

∫ t

0

T (s)Axds, x ∈ D(A).

Demostración. (i) Es directo de la continuidad fuerte de T (t) mostrada anteriormente,

y del Teorema Fundamental del Cálculo.

(ii) Sea x ∈ D(A) y h > 0, entonces se tiene que 1
h
(T (t+h)x−T (t)x) converge a T (t)Ax

cuando h→ 0. Luego

ĺım
h→0

1

h
((T (h)T (t)x− T (t)x)

existe, de donde T (t)x ∈ D(A) por la definición (3.1.2) de D(A), con AT (t)x =

T (t)Ax.

(iii) Para x ∈ X y t ≥ 0 tenemos

1

h

(
T (h)

∫ t

0

T (s)xds−
∫ t

0

T (s)xds

)
=

1

h

∫ h

0

T (s+ h)xds− 1

h

∫ t

0

T (s)xds

=
1

h

∫ t+h

h

T (s)xds− 1

h

∫ t

0

T (s)xds

=
1

h

∫ t+h

t

T (s)xds−
∫ h

0

T (s)xds,
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la cual por (i) converge a T (t)x − x cuando h → 0. Si x ∈ D(A), entonces la

función s 7−→ T (s)T (h)x−x
h

converge uniformemente a la función s 7−→ T (s)Ax

cuando h→ 0. Luego,

ĺım
h→0

(T (h)− I)

∫ t

0

T (s)xds = ĺım
h→0

∫ t

0

T (s)(T (h)− I)xds

=

∫ t

0

T (s)Axds.

El siguiente resultado muestra dos hechos importantes, primeramente es que el generador

de un C0-semigrupo no siempre resulta ser acotado, pero si cumple la propiedad de ser

cerrado. El otro es que si bien es posible que D(A) ( X, siendo A el generador, siempre

se tiene que D(A) = X.

Teorema 3.1.9. Si A es el generador de un C0-semigrupo {T (t)}t≥0, entonces D(A) es

denso en X, y A es un operador cerrado.

Demostración. Primero mostremos que D(A) es denso en X, es decir D(A) = X.

Sea x ∈ X cualquiera, y definamos xt por

xt =
1

t

∫ t

0

T (s)xds.

Por (iii) del Teorema 3.1.8 xt ∈ D(A), y además por (i) del mismo Teorema

1

t

∫ t

0

T (s)xds→ T (0)x = x si t→ 0+.

Luego, x = ĺım
n→+∞

x 1
n
∈ D(A). Como x es arbitraria, se tiene que D(A) = X.

Ahora mostremos que A es un operador cerrado, esto es que si

{xn}n ⊂ D(A), xn → x, y Axn → g, entonces x ∈ D(A) y Ax = g.

Sea entonces {xn}n ⊂ D(A) tal que xn → x, y Axn → g cuando n→∞. Por la parte (iii)

del Teorema 3.1.8 tenemos que:

T (t)xn − xn =

∫ t

0

T (s)Axnds (3.1.5)
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para cada n ≥ 1 y t > 0. Por el Teorema 3.1.7 existen constantes M > 0 y w ∈ R tales

que ||T (s)|| ≤ Cews. Además

‖
∫ t

0

T (s)Axnds−
∫ t

0

T (s)gds‖ ≤
∫ t

0

‖T (s)‖‖Axn − g‖ds

≤
∫ t

0

Mews‖Axn − g‖ds

≤
∫ t

0

Mewt‖Axn − g‖ds

= Mewtt‖Axn − g‖ −−−→
n→∞

0

Aśı haciendo n→∞ en (1.1.4) se obtiene

T (t)x− x =

∫ t

0

T (s)gds

esto es
T (t)x− x

t
=

1

t

∫ t

0

T (s)gds

de donde

ĺım
t→0+

T (t)x− x
t

= ĺım
t→0+

1

t

∫ t

0

T (s)gds = g

Luego, por definición, x ∈ D(A) y Ax = g. Por lo tanto, A es cerrado.

El siguiente teorema nos dice que un semigrupo es caracterizado únicamente por su ge-

nerador. Es decir, si A es un operador con dominio D(A) denso en X, A puede ser el

generador infinitesimal a lo sumo de un semigrupo fuertemente continuo.

Teorema 3.1.10. Un semigrupo es únicamente determinado por su generador.

Demostración. Sean S y T dos semigrupos que tienen el mismo generador A. Sea x ∈
D(A) y t ≥ 0.

Definimos u : [0, t]→ X por u(s) = T (s)S(t− s)x. Entonces por (ii) del Teorema 3.1.8 se

obtiene
du(s)

ds
= −AT (s)S(t− s)x+ T (s)AS(t− s)x,

luego por (ii) del Teorema 3.1.8 T (t) conmuta con A en D(A) por lo que

du(s)

ds
= T (s)(−A)S(t− s)x+ T (s)AS(t− s)x = 0.

Luego u es constante en [0, t], en particular

T (t)x = u(t) = u(0) = S(t)x

Por lo tanto T = S en D(A). Pero como D(A) = X, entonces T = S en X.
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3.2. C0-semigrupos de contracciones.

De la sección anterior, se sabe que todo C0-semigrupo satisface ‖T (t)‖ ≤ Mewt para

ciertas constantes M ≥ 1 y w ∈ R. Si w = 0, T (t) se dice uniformemente acotado y si

además M = 1, se llama C0-semigrupo de contracciones en cuyo caso se tiene:

‖T (t)‖ ≤ 1, ∀ t ≥ 0.

Ahora se quiere caracterizar a los generadores infinitesimales de C0-semigrupos de con-

tracciones. Para esto, si A es un operador lineal, no necesariamente acotado, en X, el

conjunto resolvente de A se define como:

ρ(A) := {λ ∈ C|λI − A es invertible y (λI − A)−1 es un operador acotado en X}.

La familia de operadores lineales acotados R(λ : A) := (λI − A)−1, con λ ∈ ρ(A) , se

llama el operador resolvente de A.

Teorema 3.2.1 (Hille-Yosida). Un operador A : D(A)→ X, no necesariamente acotado,

es el generador infinitesimal de un C0-semigrupo de contracciones {T (t)}t≥0 si y sólo si:

(i) A es cerrado y D(A) = X.

(ii) El conjunto resolvente ρ(A) de A contiene a R+ y para todo λ > 0 se tiene

‖R(λ : A)‖ ≤ 1/λ

3.3. Demostración del Teorema de Hille-Yosida: ne-

cesidad

Si A es el generador un C0-semigrupo de contracciones T (t) dado, se tiene por Teorema

3.1.9 que T (t) es cerrado y D(A) = X. Ahora, dado λ > 0, postulamos como candidato

a la inversa de (λI − A) al operador definido por

R(λ)x :=

∫ ∞
0

e−λtT (t)xdt, x ∈ X. (3.3.6)

Como t → T (t)x es continuo y uniformemente acotado(pues ‖T (t)x‖ ≤ ‖x‖), la integral

impropia existe en el sentido de Riemann y más aún define un operador lineal acotado

que satisface

‖R(λ)x‖ ≤
∫ ∞

0

e−λt‖T (t)x‖dt ≤ 1

λ
‖x‖, x ∈ X,λ > 0. (3.3.7)

26



Luego, para probar la necesidad sólo nos falta verificar que R(λ) es efectivamente la

inversa de (λI − A).

Para ello, consideremos h > 0, y observemos que

T (h)− I
h

R(λ)x =
1

h

∫ ∞
0

e−λt[T (t+ h)x− T (t)x]dt

=
1

h

[
eλh
∫ ∞
h

e−λtT (t)xdt−
∫ ∞

0

e−λtT (t)xdt

]

=
eλh − 1

h

∫ ∞
0

e−λtT (t)xdt− eλh
∫ h

0

e−λtT (t)xdt.

Cuando h ↓ 0, el lado derecho de la anterior identidad converge a λR(λ)x−x. Aśı, puesto

que A es cerrado, se obtiene que para todo x ∈ X y para todo λ > 0, R(λ)x ∈ D(A) y

más aún

AR(λ)x = λR(λ)x− x.

En consecuencia,

(λI − A)R(λ) = I. (3.3.8)

Para que R(λ) sea propiamente la inversa, falta ver qué sucede cuando se opera por la

izquierda. Dado x ∈ D(A) tenemos

R(λ)Ax =

∫ ∞
0

e−λtT (t)Axdt

=

∫ ∞
0

e−λtAT (t)xdt

donde en la última igualdad se usó que T (t)Ax = AT (t)x, para todo x ∈ D(A). Como A

es cerrado, de la convergencia de la última integral impropia se deduce que∫ ∞
0

e−λtAT (t)xdt = A

∫ ∞
0

e−λtT (t)xdt

= AR(λ)x, ∀x ∈ D(A).

Luego, R(λ) y A conmutan sobre D(A), lo que junto con (3.3.8) implica que

R(λ)(λI − A)x = x, ∀x ∈ D(A).

Por lo tanto, R(λ) es la inversa de λI − A para todo λ > 0.

De aqúı se obtiene (ii) del Teorema 3.2.1 gracias a la desigualdad (3.3.7).
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3.4. Regularizada de Yosida

Antes de demostrar la suficiencia de las condiciones (i) y (ii) del Teorema 3.2.1, necesita-

mos algunos lemas previos.

Lema 3.4.1. Sea A un operador que satisface las condiciones (i) y (ii) del Teorema 3.2.1.

Si R(λ;A) = (λI − A)−1 existe entonces

ĺım
λ→+∞

λR(λ : A)x = x,∀x ∈ X. (3.4.9)

Demostración. Sea x ∈ D(A). Luego, dado λ > 0, se tiene

R(λ : A)(λI − A)x = x,

de donde obtenemos que

λR(λ : A)x− x = R(λ : A)Ax,

y luego por hipótesis (ii) se obtiene

‖λR(λ : A)x− x‖ ≤ 1

λ
‖Ax‖ λ→∞−−−→ 0.

Aśı el resultado es cierto para x ∈ D(A). Sea ahora, {xn} ⊆ D(A) con xn → x, donde

x ∈ X. Tenemos que

‖λR(λ : A)x− x‖ ≤ ‖λR(λ : A)(x− xn)‖+ ‖λR(λ : A)xn − xn‖+ ‖xn − x‖
≤ 2‖x− xn‖+ ‖λR(λ : A)xn − xn‖.

Luego,

ĺım
λ→+∞

sup ‖λR(λ : A)x− x‖ ≤ 2‖x− xn‖.

Haciendo n→∞ se deduce que ĺım
λ→+∞

sup ‖λR(λ : A)x− x‖ ≤ 0 y por lo tanto

ĺım
λ→+∞

λR(λ : A)x = x, x ∈ X.

Como por hipótesis (i) D(A) es denso en X, se prueba lo pedido.

Dado un C0-semigrupo de contracciones con generador A, la regularizada de Yosida nos

dice que bajo ciertas condiciones es posible aproximar dicho semigrupo puntualmente

en D(A), por una familia de operadores {Aλ} acotados, lineales y lipschitzianos, que

son generadores de C0-semigrupos de contracciones. Este hecho es particularmente útil,

cuando el operador A resulta ser no acotado.
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Definición 3.4.2. Para cada λ > 0 se define la regularizada de Yosida de A como el

siguiente operador acotado

Aλ := λAR(λ : A) (3.4.10)

= λ2R(λ : A)− λI. (3.4.11)

Lema 3.4.3. Si A satisface las condiciones (i) y (ii) del Teorema 3.2.1, entonces

ĺım
λ→+∞

Aλx = Ax,∀x ∈ D(A). (3.4.12)

Demostración. Primero mostremos que R(λ : A) conmuta con A en D(A), para ello

sabemos que dado λ > 0 y x ∈ D(A) se tiene

R(λ : A)(λI − A)x = x, (3.4.13)

y

(λI − A)R(λ : A)x = x. (3.4.14)

De (3.4.13) obtenemos que

λR(λ : A)x−R(λ : A)Ax = x

y de (3.4.14)

λR(λ : A)x− AR(λ : A)x = x.

De ambas igualdades se deduce que R(λ : A)Ax = AR(λ : A)x, para todo x ∈ D(A).

Para x ∈ D(A), del Lema 3.4.1 y de la definición de Aλ tenemos que

ĺım
λ→+∞

Aλx = ĺım
λ→+∞

λR(λ : A)Ax = ĺım
λ→+∞

AλR(λ : A)x = Ax.

El siguiente lema nos hace ver que bajo ciertas condiciones el operador A, generador de un

C0-semigrupo de contracciones puede ser aproximado mediante operadores lipschitzianos.

Lema 3.4.4. Sea A satisfaciendo las condiciones (i) y (ii) del Teorema 3.2.1. Si Aλ es la

regularizada de Yosida de A, entonces Aλ es el generador de un semigrupo uniformemente

continuo de contracciones etAλ. Más áun, para cada x ∈ X,λ, µ > 0, t ≥ 0 se tiene que:

‖etAλx− etAµx‖ ≤ t‖Aλx− Aµx‖. (3.4.15)
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Demostración. Como Aλ = λ2R(λ : A) − λI, es claro que se trata de un operador lineal

acotado, y por lo tanto, es el generador del semigrupo uniformemente continuo Tλ(t) =

etAλ . Además

‖etAλ‖ = ‖et(λ2R(λ:A)−λI)‖
= e−λt‖etλ2R(λ:A)‖
≤ e−λteλ

2t‖R(λ:A)‖

≤ e−λteλ
2t· 1

λ (por (ii) del Teo. 3.2.1)

= e−λteλt

= 1

y por lo tanto etAλ es un semigrupo uniformemente continuo de contracciones. Por otra

parte, es claro de las definiciones que Aλ, Aµ, e
tAλ , etAµ conmutan entre śı. Luego

‖etAλx− etAµx‖ = ‖
∫ t

0

etsAλet(1−s)Aµ [Aλx− Aµx]ds‖

≤ t‖Aλx− Aµx‖

lo que prueba la desigualdad.

3.5. Demostración del Teorema de Hille-Yosida: su-

ficiencia

Demostración. Sea x ∈ D(A). Por el Lema 3.4.4 se tiene que

‖etAλx− etAµx‖ ≤ t‖Aλx− Aµx‖ ≤ t‖Aλx− Ax‖+ t‖Ax− Aµx‖.

Por el Lema 3.4.3 se tiene que (etAλ)λ≥0 es una sucesión de Cauchy en B(X), que es

completo, y por ende converge cuando λ → ∞ . Más aún la convergencia es uniforme

sobre intervalos acotados [0, T ]. Como por hipótesis (i) D(A) es denso en X y ‖etAλ‖ ≤ 1,

se puede construir el operador T (t) como el ĺımite fuerte cuando λ → ∞ del operador

(etAλ)λ≥0, este semigrupo resulta ser justamente el semigrupo generado por A. Luego, se

define

ĺım
λ→+∞

etAλx =: T (t)x para cada x ∈ X. (3.5.16)

Note que el ĺımite 3.5.16 es también uniforme en intervalos acotados.

Es claro que T (t) satisface T (0) = I, ‖T (t)‖ ≤ 1 y se tiene la propiedad de semigrupo.
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Además, la función t → T (t)x es continua en [0, T ] por tratarse de ĺımite uniforme de

funciones continuas: t→ etAλ . Por lo tanto {T (t)}t≥0 es un C0-semigrupo de contracciones.

Sea B su generador. Para concluir esta demostración, basta mostrar que A es el generador

de {T (t)}t≥0 esto es, A = B lo que significa A ⊂ B, B ⊂ A yD(A) = D(B). Sea x ∈ D(A).

Tenemos por Teorema 3.1.8 (ii) que

T (t)x− x = ĺım
λ→+∞

(etAλx− x)

= ĺım
λ→+∞

∫ t

0

esAλAλxds

=

∫ t

0

T (t)Axds,

donde la última igualdad se debe a la convergencia uniforme de esAλAλx a T (s)Ax en el

intervalo [0, t]. Luego, como B es el generador de T (t), se deduce que D(A) ⊆ D(B) y,

más aún,

Bx = Ax, ∀x ∈ D(A).

Pero por hipótesis, 1 ∈ ρ(A) y, por la condición necesaria 1 ∈ ρ(B). En particular (I −
B)D(B) = X, pero como D(B) ⊇ D(A), tenemos

X = (I −B)D(B) ⊇ (I −B)D(A) = (I − A)D(A) = X. (3.5.17)

En consecuencia, D(B) = (I −B)−1X = D(A) y aśı, B = A en X.

Observemos que el Teorema de Hille-Yosida caracteriza aquellos operadores A, para los

cuales el problema abstracto de Cauchyu′(t) = Au(t), t ≥ 0

u(0) = x, x ∈ D(A)

admite solución única. En este caso, la solución viene dada por u(t) = T (t)x, siendo

{T (t)}t≥0 un C0-semigrupo de operadores lineales y acotados en X, con generador A.
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Caṕıtulo 4

Familias (a, k)-regularizadas

En este caṕıtulo ahondaremos en el área de las familias (a, k)-regularizadas, un área que

es relativamente nueva en la teoŕıa de las EDP, la cual fue introducida por primera vez en

[7]. A lo largo de este caṕıtulo veremos la definición de estas familias, y las propiedades

que éstas poseen, además de algunos resultados que se han ido obteniendo por distintos

autores en el transcurso del tiempo([7], [13], [12], [8], [10], [11]). Como parte del trabajo

de esta tesis se realiza la demostración del Teorema de generación 4.2.4 de las familias

(a, k)-regularizadas en su caso general, el cual no se halla en la literatura asociada.

Por otra parte, veremos cómo se pueden aplicar a problemas concretos de evolución, y el

rol que cumplen las familias (a, k)-regularizadas a la hora de resolver dichos problemas

mediante las herramientas que estas familias nos entregan.

4.1. Definición

Comenzamos esta sección con la siguiente definición.

Definición 4.1.1. Sean k ∈ C(R+), k 6= 0 y a ∈ L1
loc(R+), a 6= 0 dadas. Asumamos que

A es un operador lineal con dominio D(A). Una familia {R(t)}t≥0 ⊂ B(X) fuertemen-

te continua es llamada familia resolvente (a, k)-regularizada en X teniendo a A como

generador si se cumplen las siguientes propiedades:

(i) R(0) = k(0)I;

(ii) R(t)x ∈ D(A) y R(t)Ax = AR(t)x para todo x ∈ D(A) y t ≥ 0;

(iii) R(t)x = k(t)x+
∫ t

0
a(t− s)AR(s)xds, t ≥ 0, x ∈ D(A).
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Esta definición generaliza las teoŕıas de C0-semigrupos, semigrupos r-veces integrados,

semigrupos k-convoluidos, familias coseno r-veces integradas y familias resolventes, entre

otras. Por ello, es que para una variada clase de ecuaciones de evolución la existencia y

la unicidad como también propiedades cualitativas de sus soluciones han sido asociadas a

familias (a, k)-regularizadas. Por ejemplo, el problema de Cauchy abstracto de primer y

segundo orden, ecuaciones de Volterra del tipo

u(t) =

∫ t

0

a(t− s)Au(s)ds+ f(t),

y ecuaciones de orden fraccionario entre otros.

A continuación veremos en un contexto más amplio algunos de los resultados más im-

portantes del caṕıtulo anterior, y además como los C0-semigrupos resultan ser un caso

particular de las distintas aplicaciones que se pueden llegar a obtener en las familias (a, k)-

regularizadas.

En la última parte de este caṕıtulo se muestra cómo asociar distintos problemas de evo-

lución a sus correspondientes familias (a, k)-regularizadas.

4.2. Algunas propiedades de familias (a, k)-regularizadas

Diremos que {R(t)}t≥0 es del tipo (M,w) si existen constantes M ≥ 0 y w ∈ R tal que

||R(t)|| ≤Mewt ∀t ≥ 0.

Recordemos que la transformada de Laplace de una función f ∈ L1
loc(R+;X) es denotada

por

f̂(λ) :=

∫ ∞
0

e−λtf(t)dt <(λ) > w.

También denotaremos por (a ∗ k)(t) :=
∫ t

0
k(t− s)a(s)ds la convolución finita entre a y k.

Lema 4.2.1. Supongamos que {R(t)}t≥0 es una familia resolvente (a, k)-regularizada.

Entonces a ∗R(t)x ∈ D(A) para todo x ∈ X, t ≥ 0 y

R(t)x = k(t)x+ A

∫ t

0

a(t− s)R(s)xds, x ∈ X, t ≥ 0. (4.2.1)

Un importante resultado concerniente a la caracterización de las familias resolventes (a, k)-

regularizadas es el siguiente:
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Proposición 4.2.2. Sea {R(t)}t≥0 una familia exponencialmente acotada y fuertemente

continua de operadores en B(X). Entonces {R(t)}t≥0 es una resolvente (a, k)-regularizada

con generador A si y sólo si para cada λ > w, (I − â(λ)A)−1 existe en B(X) y

k̂(λ)(I − â(λ)A)−1x =

∫ ∞
0

e−λsR(s)xds ∀x ∈ X.

Demostración. Necesidad

Supongamos que R(t) es una resolvente (a, k)-regularizada. Asumimos que la transfor-

mada de Laplace H(λ) = R̂(λ) existe para λ > w. Luego, afirmamos que 1
â(λ)
∈ ρ(A)

y

H(λ) = k̂(λ)(I − â(λ)A)−1. (4.2.2)

En efecto, por (4.2.1), el Teorema de Fubini, y el Teorema de convolución

H(λ)x =

∫ ∞
0

e−λtk(t)xdt+ A

∫ ∞
0

(
e−λt

∫ t

0

a(t− s)R(s)xds

)
= k̂(λ)x+ A

∫ ∞
0

R(s)x

(∫ ∞
s

e−λta(t− s)dt
)
ds

= k̂(λ)x+ Aâ(λ)H(λ)x

entonces, se tiene que

H(λ)x = k̂(λ)x+ Aâ(λ)H(λ)x, x ∈ X,

y por (iii) de la Definición (4.1.1) tenemos

H(λ)x = k̂(λ)x+ â(λ)H(λ)Ax, x ∈ D(A).

Luego los operadores I − â(λ)A son invertibles y se obtiene (4.2.2).

Suficiencia

Sean µ, λ > w y x ∈ D(A). Entonces x = (I − â(µ)A)−1y para algún y ∈ X. Desde el

hecho que (I − â(λ)A)−1 y (I − â(µ)A)−1 son acotados y conmutan, y A es cerrado,∫ ∞
0

e−λtR(t)xdt = R̂(λ)(I − â(µ)A)−1y

= k̂(λ)(I − â(λ)A)−1(I − â(µ)A)−1y

= (I − â(µ)A)−1k̂(λ)(I − â(λ)A)−1y

= (I − â(µ)A)−1R̂(λ)y

=

∫ ∞
0

e−λt(I − â(µ)A)−1R(t)ydt
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Aśı, por la unicidad de la transformada de Laplace

R(t)x = (I − â(µ)A)−1R(t)(I − â(µ)A)x

para casi todo los t ≥ 0.

Como â(µ) 6= 0 y R(t) es fuertemente continua, concluimos que R(t)x ∈ D(A) y AR(t) =

R(t)Ax para cada t ≥ 0, x ∈ D(A).

Para probar (iii) de la Definición (4.1.1), sea λ > w y x ∈ D(A). Entonces, del Teorema

de convolución obtenemos∫ ∞
0

e−λtk(t)xdt = k̂(λ)x

= R̂(I − â(λ)A)x

= R̂(λ)− R̂(λ)â(λ)Ax

=

∫ ∞
0

e−λt
[
R(t)x−

∫ t

0

a(t− s)R(s)Axds

]
dt.

El Teorema de unicidad y la continuidad fuerte de R(t) nos entregan la ecuación de la

resolvente (a, k) regularizada. Finalmente por Lema (4.2.1) obtenemos que R(0) = k(0)I

y la prueba queda completa.

Notemos que de esta proposición queda en evidencia, que una familia resolvente generaliza

la noción de C0-semigrupo.

El siguiente resultado corresponde al teorema de generación de la teoŕıa.

Asumimos que la Transformada de Laplace para a(t) y k(t) existen para todo λ > w, y

que â(λ) 6= 0 para todo λ > w.

Definición 4.2.3. Una familia {U(t)}t≥0 ⊂ B(X) continua es llamada localmente Lips-

chitz si para T > 0 existe una constante CT > 0 tal que

||U(t)− U(s)|| ≤ CT |t− s| para cada s, t ∈ [0, T ].

Teorema 4.2.4. Sea A un operador lineal cerrado densamente definido en X. Entonces

{R(t)}t≥0 es una familia resolvente (a, k)-regularizada del tipo (M,w), si y sólo si se

cumplen las siguientes condiciones

(i) 1
â(λ)
∈ ρ(A) para todo λ > w

(ii) H(λ) := k̂(λ)(I − â(λ)A)−1 satisface la estimación:

||H(n)(λ)|| ≤ Mn!

(λ− w)n+1
, λ > w, n ∈ N0.
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Demostración. Necesidad.

Sea {R(t)}t≥0 una familia resolvente del tipo (M,w), entonces su transformada de Laplace

R̂(λ) =

∫ ∞
0

e−λtR(t)dt, λ > w (4.2.3)

está bien definida, es anaĺıtica para λ > w, y satisface la estimación

||Rn(λ)|| ≤ Mn!

(λ− w)n+1
, λ > w, n ∈ N0.

Para calcular H(λ) usamos las ecuaciones de la familia resolvente

R(t)x = k(t)x+

∫ t

0

a(t− s)AR(s)xds, ∀x ∈ D(A), t ≥ 0,

y

R(t)x = k(t)x+ A

∫ t

0

a(t− s)R(s)xds, ∀x ∈ X, t ≥ 0.

Del teorema de convolución, obtenemos que para λ > w se tiene la relación

R̂(λ)x = k̂(λ)x+ â(λ)R̂(λ)Ax,

válida para cada x ∈ D(A), y

R̂(λ)x = k̂(λ)x+ Aâ(λ)R̂(λ)x,

para cada x ∈ X. Aśı los operadores I − â(λ)A son biyectivos, luego invertibles, y obte-

nemos que:

R̂(λ) = k̂(λ)(I − â(λ)A)−1 = H(λ), λ > w.

En particular, 1
â(λ)
∈ ρ(A) para todo λ > w, pues se tiene que â(λ) 6= 0.

Suficiencia.

Consideramos la familia {Uw(t)}t≥0 ⊂ B(X) definida por

Uw(λ) := H(λ+ w)/λ, λ > 0.

luego esta familia es Lipschitz, pues la condición (ii) y el Teorema 2.0.2 implican que

existe una familia {u(t)}t≥0 ⊂ B(X) satisfaciendo u(0) = 0,

||u(t+ h)− u(t)|| ≤Mhew(t+h), ∀t, h ≥ 0 (4.2.4)

tal que

k̂(λ)(I − â(λ)A)−1x = λ

∫ ∞
0

e−λtu(t)xdt, ∀x ∈ X y λ > w. (4.2.5)
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Definimos {U(t)}t≥0 ⊂ B(X) por

U(t) = ewtUw(t)− w
∫ t

0

ewsUw(s)ds, t ≥ 0

Entonces U(t) es localmente Lipchitz. Por otra parte, recordemos que si f es una función

que posee transformada de Laplace f̂(λ), entonces∫ ∞
0

e−λtewtf(t)dt =

∫ ∞
0

e−(λ−w)tf(t)dt

= f̂(λ− w),

lo que implica ̂ewλUw(λ) = Ûw(λ− w). De forma similar se tiene que, en general

̂∫ t

0

ewsf(s)ds =
̂

ewt
∫ t

0

e−w(t−s)f(s)ds

= êw(λ− w)f̂(λ− w)

por lo tanto,
̂

w
∫ λ

0
ewsUw(s)ds = wêw(λ− w)Ûw(λ− w).

Combinando las observaciones anteriores, se obtiene finalmente

Û(λ) = Ûw(λ− w)− wêw(λ− w)Ûw(λ− w)

= Ûw(λ− w)− w · 1

λ
Ûw(λ− w)

= Ûw(λ− w)
(
1− w

λ

)
=

(λ− w)

λ
Ûw(λ− w)

=
(λ− w)

λ

H(λ)

(λ− w)

=
H(λ)

λ

para λ > w.

La definición de H(λ) muestra que U(t) conmuta con A y nos provee la identidad

Û(λ) = λ−1k̂(λ) + â(λ)Û(λ)A,

es decir U(t)x =
(∫ t

0
k(s)ds

)
x+ a ∗ U(t)Ax para todo x ∈ D(A), t ≥ 0.

Dado que para cada x ∈ D(A), f(t) = U(t)Ax es localmente Lipschitz y a(t) es localmente

integrable, tenemos que por la Proposición 2.0.3 U(t)x es continuamente diferenciable en
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R+ para cada x ∈ D(A). Aśı,

U
′
(t)x = k(t)x+ (a ∗ f(t))

′
= k(t)x+ a ∗ df(t) , para casi todos los t ≥ 0.

Definimos R(t)x = U
′
(t)x, t ≥ 0, x ∈ X; como D(A) es denso, R(t) puede ser extendido

a un operador acotado gracias a (4.2.4) y el Teorema de Banach-Steinhaus.

Luego es claro que R(t)x es fuertemente continuo, de tipo (M,w) y R(t) conmuta con A,

pues U(t) lo hace, y A es cerrado.

Finalmente, R̂(λ) = H(λ) para λ > w y por la condición (ii) obtenemos

R̂(λ) = k̂(λ) + â(λ)R̂(λ)A (4.2.6)

de donde se obtiene la identidad (iii) de la Definición.

Aunque este teorema de generación caracteriza a todos los generadores de una familia

resolvente (a, k)-regularizada, existe dificultad para verificar en la práctica la estimación

(ii) para todas las derivadas del operador H(λ) en aplicaciones concretas. Por ello, se

intenta construir el operador de forma más simple, utilizando técnicas de perturbación.

El siguiente es el principal resultado disponible hasta ahora. Se corresponde con la ex-

tensión del teorema de Miyadera-Voigt en la teoŕıa de C0-semigrupos. En este teorema,

la perturbación B es acotada sólo respecto del dominio del generador A, dotado con la

norma del grafo ||x||A := ||x||+ ||Ax||.

Teorema 4.2.5. Sea A un operador cerrado en X. Asumamos que A genera una familia

resolvente (a, k)-regularizada {R(t)}t≥0 del tipo (M,w) y supongamos que

(i) Existe b ∈ L1
loc(R+) tal que (k ∗ b)(t) = a(t) para todo t ≥ 0.

(ii) Existen constantes µ > w y γ ∈ [0, 1) tal que∫ ∞
0

e−µr||B
∫ r

0

b(r − s)R(s)xds||dr ≤ γ||x|| ∀x ∈ D(A).

Entonces A + B genera una familia resolvente (a, k)-regularizada {S(t)}t≥0 en X

tal que ||S(t)|| ≤ M
1−γ e

µt. Además

S(t)x = R(t)x+

∫ t

0

S(t− r)B
∫ r

0

b(r − s)R(s)xdsdr, x ∈ X.

Demostración. Definimos inductivamente operadores Tn(t) ∈ B(X)(n = 0, 1, 2, ...), t ≥ 0

con las siguientes propiedades:
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(a) t→ Tn(t) es fuertemente continuo.

(b) ||Tn(t)|| ≤ γnMeµt, t ≥ 0.

Sea T0(t) := R(t) que claramente satisface las condiciones (a) y (b). Asumimos cierta

la afirmación para n. Para x ∈ D(A) definimos

Tn+1(t)x :=

∫ t

0

Tn(t)B

∫ r

0

b(r − s)R(s)xdsdr.

Aśı t→ Tn+1(t)x es continua, y usando (b) y la hipótesis (ii) tenemos que

||Tn+1(t)x|| = ||
∫ t

0

Tn(t)B

∫ r

0

b(r − s)R(s)xdsdr||

≤ ||
∫ t

0

Tn(t)||||B
∫ r

0

b(r − s)R(s)xds||dr

≤ γnM

∫ t

0

eµ(t−r)||B
∫ r

0

b(r − s)R(s)xds||dr

= γnMeut
∫ t

0

e−µr||B
∫ r

0

b(r − s)R(s)xds||dr

≤ γn+1Meµt||x||

ComoD(A) es denso, Tn+1(t) puede ser extendido de forma única a un operador T̃n+1(t)(que

también denotamos por Tn+1(t)) que satisface (a) y (b).

Sea S(t) :=
∑∞

0 Tn(t). Luego S(t) está bien definida pues

||S(t)|| = ||
∞∑
0

Tn(t)|| ≤Meµt
∞∑
0

γn =
M

1− γ e
µt.

Aśı, usando (a) y (b) tenemos que para cada x ∈ D(A), la función t→ S(t)x es continua
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y

S(t)x =
∞∑
n=0

Tn(t)x

= T0(t)x+
∞∑
n=1

Tn(t)x

= R(t)x+
∞∑
n=0

Tn+1(t)x

= R(t)x+
∞∑
n=0

(

∫ t

0

Tn(t− r)B
∫ r

0

b(r − s)R(s)xdsdr)

= R(t)x+

∫ t

0

∞∑
n=0

Tn(t− r)B
∫ r

0

b(r − s)R(s)xdsdr

= R(t)x+

∫ t

0

S(t− r)B
∫ r

0

b(r − s)R(s)xdsdr

En particular S(0)x = R(0)x = k(0)x para cada x ∈ D(A). Como D(A) es denso,

concluimos que S(0) = k(0)I.

Aśı por la Proposición 4.2.2, queda por demostrar que

(λ− λâ(λ)(A+B) : D(A)→ X es invertible para λ > µ y

(I − â(λ)(A+B))−1x =
1

k̂(λ)

∫ ∞
0

e−λtS(t)xdt ; x ∈ D(A)

Para esto, sea x ∈ X, y definimos

H(λ)x =
∫∞

0
e−λtS(t)xdt y H(λ;A)x =

∫∞
0
e−λtR(t)xdt = k̂(λ)(I − â(λ)A)−1.

Entonces definimos

Hk(λ)x = 1

λk̂(λ)
H(λ)x y Hk(λ;A)x = 1

λk̂(λ)
H(λ;A)x.

Notemos que Hkes un operador acotado pues S(t) es exponencialmente acotada. Más áun

||Hk(λ)|| = 1

λ|k̂(λ)|
||
∫ ∞

0

e−λtS(t)dt||

≤ 1

λ|k̂(λ)|

∫ ∞
0

e−λt||S(t)||dt

≤ 1

λ|k̂(λ)|
M

1− γ

∫ ∞
0

e−(λ−µ)dt

=
M

(1− γ)(λ− µ)λ|k̂(λ)|
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Ahora observemos que para x ∈ D(A),

Hk(λ)x−Hk(λ,A)x =
1

λk̂(λ)
(H(λ)x−H(λ,A)x)

Y aśı es fácil ver que H(λ)−H(λ,A) = b̂(λ)H(λ)BH(λ,A). Entonces

Hk(λ)x−Hk(λ,A)x =
b̂(λ)

λk̂(λ)
H(λ)BH(λ,A)x

=
H(λ)

λk̂(λ)
b̂(λ)BH(λ,A)x

= Hk(λ)b̂(λ)BH(λ,A)x

Luego, como D(A) es denso en X, tenemos que

Hk(λ)−Hk(λ,A) = Hk(λ)b̂(λ)BH(λ,A)

Equivalentemente

Hk(λ)(I − b̂(λ)BH(λ,A)) = Hk(λ,A)

Pero H(λ,A) = R̂(λ), entonces para x ∈ D(A) obtenemos

||b̂(λ)BH(λ,A)x|| = ||BR̂(λ)b̂(λ)x||
= ||BR̂ ∗ b(r)(λ)x||

= ||B
∫ ∞

0

e−λr
∫ r

0

b(r − s)R(s)xdsdr||

≤
∫ ∞

0

e−µr||B
∫ r

0

b(r − s)R(s)xdsdr||

≤ γ||x||, 0 ≤ γ < 1

Entonces (I − b̂(λ)BH(λ,A))−1 existe y es acotado.

Aśı, Hk(λ) = Hk(λ,A)(I − b̂(λ)BH(λ,A))−1 nos da que

(λ− λâ(λ)(A+B))Hk(λ) = (λ− λâ(λ)(A+B))Hk(λ,A)(I − b̂(λ)BH(λ,A))−1

= ((λ− λâ(λ)A)Hk(λ,A)− λBHk(λ,A))(I − b̂(λ)BH(λ,A))−1

= (I − λâ(λ)BHk(λ,A))(I − â(λ)

k̂(λ)
BH(λ,A))−1

= (I − λâ(λ)BHk(λ,A))(I − λâ(λ)B
H(λ,A)

λk̂(λ)

= I
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Esto prueba que (λ− λâ(λ)(A+B)) es invertible y satisface

(I − â(λ)(A+B))−1x =
1

k̂(λ)

∫ ∞
0

e−λtS(t)xdt, x ∈ X

El siguiente resultado muestra, en términos generales, la continua dependencia de una

familia resolvente (a, k)-regularizada con su generador A. Más precisamente el teorema

de abajo, muestra que la convergencia en un -sentido apropiado- de una secuencia de

generadores es equivalente a la convergencia de las correspondientes familias resolventes

(a, k)-regularizadas.

Teorema 4.2.6. Sea {kn}n≥0 ∈ L1
loc(R+) y {an}n≥0 ∈ ACloc(R+) de tipo (M,w), w ≥ 0,

tal que ân(λ) 6= 0 para λ > w y
∫∞

0
e−ws|a′n(s)|ds <∞. Sean An operadores lineales cerra-

dos en X tal que A0 es definido denso. Para cada n ∈ N0 fijo, asumamos que Rn(t) es una

familia resolvente (an, kn) regularizada generada por An en X, y que existen constantes

M > 0 y w ∈ R, independientes de n tales que

||Rn(t)|| ≤Mewt ∀t ≥ 0

Suponer también que an(t)→ a0(t) y kn(t)→ k0(t) cuando n→∞. Entonces las siguien-

tes afirmaciones son equivalentes:

(i) ĺım
n→+∞

kn(λ)(I − an(λ)An)−1 = k0(λ)(I − a0(λ)A0)−1 para todo λ > w

(ii) ĺım
n→+∞

Rn(t)x = R0(t)x para todo x ∈ X y t ≥ 0, Más aún la convergencia es

uniforme en cada subconjunto compacto de R+

La demostración de este teorema, se encuentra en la referencia [8](Teorema 2.5). Hay que

tener en cuenta, que el teorema anterior es la extensión del teorema de Trotter-Krato para

la teoŕıa de C0-semigrupos en cuyo caso a(t) ≡ k(t) ≡ 1.

El siguiente resultado concierne a un teorema de tipo ergódico. Las contribuciones a

la teoŕıa figuran en [10] y [12]. Citamos a continuación un simple, pero t́ıpico, resultado.

Teorema 4.2.7. Sea A el generador de una familia resolvente (a, k)-regularizada {R(t)}t≥0

tal que

||R(t)|| ≤Mk(t) ∀t ≥ 0.

Suponemos que
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(i) a(t) es positiva, y k(t) es no decreciente y positiva también.

(ii) ĺım
t→+∞

k(t)

(k ∗ a)(t)
= 0;

(iii) sup
t>0

k(t)(1∗k)(t)
(k∗a)(t)

<∞;

(iv) ĺım
t→+∞

(a ∗ a ∗ k)(t)

(a ∗ k)(t)
=∞.

Definimos

Atx :=
1

(k ∗ a)(t)

∫ t

0

a(t− s)R(s)xds; x ∈ X, t > 0.

Entonces se tiene lo siguiente:

1. La función Px := ĺım
t→+∞

Atx es una proyección lineal acotada con Ran(P ) = Ker(A), Ker(P ) =

Ran(A), y

D(P ) = Ker(A)⊕Ran(A).

2. Para 0 < β ≤ 1 y x ∈ Ker(A)⊕Ran(A), se tiene

||Atx− Px|| = O

([
k(t)

a ∗ k(t)

]β)
si t→∞.

3. Si X es reflexivo entonces Ker(A)⊕Ran(A) = X.

Notemos que en el caso k(t) = tβ

Γ(β+1)
, a(t) = tα−1

Γ(α)
α > 0, β ≥ 0 las condiciones (i)-(iv) son

inmediatamente satisfechas. En el siguiente resultado, estamos interesados en la relación

entre el espectro de A y el de cada uno de los operadores R(t), t ≥ 0. Denotamos por

s(t, λ) a la única solución de la ecuación de convolución

s(t, λ) := a(t) + λ

∫ t

0

a(t− τ)s(τ, λ)dτ.

También definimos

r(t, λ) := k(t) + λ

∫ t

0

s(t− τ)k(τ)dτ.

Desde un punto de vista puramente formal, cabŕıa esperar la relación σ(R(t)) = r(t, σ(A)).Esto,

sin embargo, no es cierto en general. El siguiente resultado corresponde a un teorema de

inclusión, cuya demostración se puede hallar en la referencia [11].

Teorema 4.2.8. Sea A un operador cerrado en Xy sea {R(t)}t≥0 una familia resolvente

(a, k)-regularizada con generador A. Entonces
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(i) σ(R(t)) ⊃ r(t, σ(A)), t ≥ 0,

(ii) σp(R(t)) ⊃ r(t, σp(A)), t ≥ 0,

(iii) Si A es densamente definido entonces σr(R(t)) ⊃ r(t, σr(A)), t ≥ 0,

(iv) σa(R(t)) ⊃ r(t, σa(A)), t ≥ 0.

Observación: En el caso k(t) = tβ

Γ(β+1)
, β ≥ 0, a(t) = tα−1

Γ(α)
α > 0, tenemos que

rα,β(t, λ) = tβEα,β+1(λtα)

donde Eα,β+1 denota la función de Mitag-Leffler, definida como

Eα,β+1(z) :=
∞∑
n=0

zn

Γ(nα + β + 1)
.

En particular: α = 1, β = 0 nos da que E1,1(z) = ez y entonces r1,0(t, λ) = eλt. Aqúı R(t) es

un C0-semigrupo generado por A, y por tanto, se recupera la conocida inclusión(Teorema

Espectral de Inclusión,[3])

eσ(A)t ⊂ σ(R(t)), t > 0.

Si α = 2, β = 0 tenemos que E2,1(z2) = cosh(z) y entonces r1,0(t, λ) = cosh
√

(λ)t.

Aśı recuperamos la inclusión [14]:

cosh
√
σ(A)t ⊂ σ(R(t)), t > 0.

En general, para α > 0, y suponiendo que el problema fraccional de Cauchy:

Dα
t u(t) = Au(t), t > 0

es bien definido. Entonces A genera una familia resolvente (α, 0)-regularizada {Rα(t)}t≥0

y concluimos que

Eα,1(σ(A)tα) ⊂ σ(Rα(t)), t > 0.

Teorema 4.2.9. Sea A el generador de una familia exponencialmente acotada (a, k)-

regularizada. Sean k, a, c ∈ L1
loc(R+) tal que

∫∞
0
|a(t)|e−βtdt < ∞ para algún β ∈ R.

Asumamos

(i) c(t) es completamente monóntona , es decir 1
λĉ(λ)

y −ĉ(λ)′

ĉ(λ)2
son completamente monóto-

nas en (0,∞).

(ii) â1(λ) = â( 1
ĉ(λ)

);
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(iii) k̂1(λ) = 1
λĉ(λ)

k̂( 1
ĉ(λ)

).

Entonces A es el generador de una familia (a1, k1)-regularizada exponencialmente acotada.

Observación: una función C∞ es llamada completamente monótona si (−1)nf (n)(λ) ≥ 0

para todo λ > 0 y n ∈ N0.

La demostración de este Teorema, puede ser vista en [6].

Un caso notable es cuando a(t) = gβ(t) y k(t) = 1, porque tenemos una representación

expĺıcita. Notemos que para aplicar el Teorema anterior , basta con tomar c(t) = gα/β(t)

la cual es completamente positiva siempre que α < β.

Corolario 4.2.10. Sea 0 < α < β ≤ 2, γ = α/β. Si A es el generador de una fami-

lia exponencialmente acotada (gβ,1)-regularizada Sβ(t), entonces A genera una familia

exponencialmente acotada (gα, 1)-regularizada Sα(t), y

Sα(t) =

∫ ∞
0

φγ(s)Sβ(stγ)ds, t > 0, (4.2.7)

donde

φγ(t) :=
∞∑
n=0

(−z)n

n!Γ(−γn+ 1− γ)
, 0 < γ < 1,

es la función de Wright.

4.3. Ejemplos

En esta sección mostraremos como la solución de una ecuación de evolución puede ser

asociada con una familia (a, k)-regularizada.

Denotaremos por

Dα
t f(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

0

(t− τ)n−α−1f (n)(τ)dτ, t ≥ 0

a la derivada fraccionaria de Caputo de orden α, donde n es el entero más pequeño mayor

que α.

Ejemplo 4.3.1. Consideremos el problema

u′(t)− ADα
t u(t) + u(t) = f(t), u(0) = x, 0 < α < 1, (4.3.8)
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donde A es un operador lineal cerrado y Dα
t denota la derivada fraccionaria de Caputo.

Recordemos que si 0 < α ≤ 1, entonces D̂α
t u(λ) = λαû(λ)− λα−1u(0).

Luego, tomando transformada de Laplace en (4.3.8) tenemos que:

−u(0) + λû(λ)− A
(
λαû(λ)− λα−1u(0)

)
+ û(λ) = f̂(λ)

si y sólo si

û(λ) =
1

λα
(λ+ 1

λα
− A

)−1
u(0)− 1

λ
A
(λ+ 1

λα
− A

)−1
u(0) +

1

λα
(λ+ 1

λα
− A

)−1
f̂(λ)

siempre que λ+1
λα
∈ ρ(A). Por simpleza, reemplazamos la identidad

1

λ
I =

1

λα
(λ+ 1

λα
− A

)−1 − 1

λ

(λ+ 1

λα
− A

)−1
+

1

λα+1

(λ+ 1

λα
− A

)−1

y obtenemos la forma equivalente

û(λ) =
1

λ
u(0)− 1

λ

1

λα
(λ+ 1

λα
− A

)−1
u(0) +

1

λα
(λ+ 1

λα
− A

)−1
f̂(λ). (4.3.9)

Luego, buscamos una familia fuertemente Rα(t) ⊂ B(X) tal que

R̂α(λ) =
1

λα
(λ+ 1

λα
I − A

)−1
.

Comparando esta ecuación con el Teorema 4.2.4,

R̂α(λ) = k̂(λ)(I − â(λ)A)−1

necesitamos encontrar dos funciones Laplace transformables, a(t) y k(t), tal que â(λ) =
λα

λ+1
y k̂(λ) = 1

λ+1
.

Es inmediato que k(t) = e−t, para calcular a(t), recordemos la propiedad

tβ−1 ̂Eα,β(−tα)(λ) =
λα−β

λα + 1
.

Aśı se tiene que α = 1, β = 1−α, lo que implica a(t) = t−αE1,1−α(−t) donde Eα,β denota

la función de Mittag-Leffler.

Ahora, poniendo Rα(λ) en la ecuación (4.3.9), tenemos que

û(λ) =
1

λ
u(0)− 1

λ
R̂α(λ)u(0) + R̂α(λ)f̂(λ)

invirtiendo la transformada de Laplace, obtenemos una forma más expĺıcita

u(t) = u(0)−
∫ t

0

Rα(s)u(0)ds+

∫ t

0

Rα(t− s)f(s)ds.
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Ejemplo 4.3.2. Nuestro siguiente ejemplo consiste en la la ecuación de oscilación fraccio-

naria

u′′(t)− ADα
t u(t) + u(t) = f(t), u(0) = x, y 0 < α < 2, (4.3.10)

donde A es un operador lineal cerrado con dominio D(A) ⊂ X.

Tomando transformada de Laplace obtenemos

û(λ) =
1

λα−1

(λ2 + 1

λα
− A

)−1
u(0)− 1

λ
A
(λ2 + 1

λα
− A

)−1
u(0) +

1

λα
(λ2 + 1

λα
− A

)−1
u′(0)

+
1

λα
(λ2 + 1

λα
− A

)−1
f̂(λ)

cuando λ2+1
λα
∈ ρ(A).Teniendo en cuenta la identidad

1

λ
I =

1

λα−1

(λ2 + 1

λα
− A

)−1
u(0)− 1

λ
A
(λ2 + 1

λα
− A

)−1
+

1

λα+1

(λ2 + 1

λα
− A

)−1
(4.3.11)

obtenemos la forma equivalente

û(λ) =
1

λ
u(0)− 1

λ

1

λα
(λ2 + 1

λα
−A
)−1

u(0)+
1

λα
(λ2 + 1

λα
−A
)−1

u′(0)+
1

λα
(λ2 + 1

λα
−A
)−1

f̂(λ)

(4.3.12)

Ahora buscamos una familia fuertemente continua Tα(t) ⊂ B(X) tal que

T̂α(λ) =
1

λα
(λ2 + 1

λα
− A

)−1
. (4.3.13)

Comparando la ecuación (4.3.13) con el Teorema 4.2.4, necesitamos encontrar dos fun-

ciones Laplace transformables, a(t) y k(t), tal que â(λ) = λα

λ2+1
y k̂(λ) = 1

λ2+1
. Esto sucede

cuando elegimos k(t) = sin(t) y a(t) = t1−αE2,2−α(−t2)( donde Eα,β denota la función de

Mittag-Leffler).

Poniendo ahora T̂α(λ) en la ecuación 4.3.12 tenemos que

û(λ) =
1

λ
u(0)− 1

λ
T̂α(λ)u(0) + T̂α(λ)u′(0) + T̂α(λ)f̂(λ) (4.3.14)

A partir de la inversión de la transformada de Laplace, obtenemos la siguiente represen-

tación por variación de parámetros de la ecuación (4.3.10)

u(t) = u(0)−
∫ t

0

Tα(s)u(0)ds+ Tα(t)u′(0) +

∫ t

0

Tα(t− s)f(s)ds (4.3.15)
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Caṕıtulo 5

Estabilidad de familias

(a, k)-regularizadas en un espacio de

Hilbert

En este caṕıtulo, estudiaremos la estabilidad de familias (a, k)-regularizadas. Hay que

tener en cuenta que la teoŕıa de estabilidad es importante, ya que las familias estables

(a, k)-regularizadas se corresponden uno a uno con los problemas abstractos de ecuacio-

nes lineales bien planteados. También es importante ya que la estabilidad juega un papel

central en la teoŕıa estructural de los operadores.

Daremos condiciones suficientes para la estabilidad uniforme de una familia (a, k)-regu-

larizada en espacios de Hilbert. Nuestro resultado principal puede ser visto como una

generalización sustancial de la caracterización de Gearhart-Greiner-Prüss de la estabili-

dad exponencial para semigrupos fuertemente continuos,mirar por ejemplo([3], Teorema

V.1.11).

Además se presentan algunos resultados técnicos sobre la transformada de Laplace, y en

la última sección aplicaciones del teorema principal de este caṕıtulo a diferentes ecua-

ciones, y las condiciones que éstas deben tener, para que las soluciones sean estables o

uniformemente estables.

5.1. Estimaciones de la transformada de Laplace

Diremos que k ∈ L1
loc(R+) es de crecimiento sub exponencial si para cada ε > 0, existe

Cε > 0 tal que |k(t)| ≤ Cεe
εt para casi todos los t ≥ 0. En este caso la transformada de
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Laplace, k̂(λ), dada por

k̂(λ) :=

∫ ∞
0

e−λtk(t)dt,

existe para <(λ) > 0.

Definición 5.1.1. Sea k ∈ L1
loc(R+) de crecimiento sub exponencial tal que existe ĺım

λ→iρ
k̂(λ) =

k̂(iρ) para todo |ρ| ≥ 1. Diremos que k satisface la condición (H) si existe una constante

M > 0 tal que
1

|ρk̂(iρ)|
≤M

para todo |ρ| ≥ 1.

En lo que sigue, denotaremos:

gα(t) := tα−1

Γ(α)
para α > 0 y e−b(t) := e−bt para b ≥ 0.

Ejemplo 5.1.2. Las funciones e−bcos, para b > 0; gα, para 0 < α ≤ 1;χ(1,∞)gn+1, para

n ∈ N y e−b para b ≥ 0 satisfacen la condición (H).

Recordemos que b ∈ L1
loc(R+) de crecimiento sub exponencial es llamada n-regular(n ∈ N)

si existe una constante c > 0 tal que∣∣∣∣λk dkdλk b̂(λ)

∣∣∣∣ ≤ c|b̂(λ)|

para <λ > 0 y 0 ≤ k ≤ n.

Ejemplo 5.1.3. Algunos ejemplos de funciones 1-regulares.

Sea a = e−bgα donde <b ≥ 0, α > 0. Notemos que

sup
<λ>0

∣∣∣∣λâ′(λ)

â(λ)

∣∣∣∣ = sup
<λ>0

α|λ|
|λ+ b| <∞.

Entonces a es una función 1-regular.

Sea 0 < α < 1 y a = g1−α − (g1 − α ∗ e−1). Tenemos que â(λ) = λα

λ+1
, entonces∣∣∣∣λâ′(λ)

â(λ)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣α + (α− 1)λ

λ+ 1

∣∣∣∣
la cual es acotada para <λ > 0.
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Observación 5.1.4 ([16], Lemma 8.1, Chapter 13). Notemos que si b es 1-regular, entonces

(i) b̂(iρ) = ĺım
λ→iρ

b̂(λ) existe para cada ρ 6= 0.

(ii) b̂(λ) 6= 0 para todo <λ ≥ 0, λ 6= 0.

(iii)
∣∣ρb̂′(iρ)

∣∣ ≤ c
∣∣b̂′(iρ)

∣∣ para casi todo ρ ∈ R.

Lema 5.1.5. Sea a ∈ L1
loc(R+) y k ∈ C(R+) de crecimiento subexponencial y 1-regular.

Asumamos que k satisface la condición (H) y sea w > 0 fijo. Entonces

(i)

sup
|ρ|≥1

∣∣∣∣ 1

k̂(iρ)

(
â(iρ)

â(w + iρ)
− 1

)∣∣∣∣ <∞.
(ii) Si k̂(w + i(·)) ∈ L2(R\[−1, 1]) entonces

(
1− k̂(w+i(·))

k̂(i(·)) ∈ L
2(R\[−1, 1]

)
.

(iii) Si ĺım
λ→∞

λk̂(λ) existe, entonces k̂(w + i(·)) ∈ L2(R\[−1, 1]).

Demostración. Notemos que la 1-regularidad de a implica que iρ

(
â(iρ)

â(w+iρ)
−1

)
es acotado

para |ρ| ≥ 1. Aśı, de la identidad

1

k̂(iρ)

(
â(iρ)

â(w + iρ)
− 1

)
=

iρ

iρk̂(iρ)

(
â(iρ)

â(w + iρ)
− 1

)
y de la condición (H), la conclusión de (i) es directa. Para mostrar (ii), notemos que(

1− k̂(w + iρ)

k̂(iρ)

)
= iρ

(
k̂(iρ)

k̂(w + iρ)
− 1

)
1

iρk̂(iρ)
k̂(w + iρ)

donde iρ

(
k̂(iρ)

k̂(w+iρ)
− 1

)
y 1

iρk̂(iρ)
son acotadas en R\[−1, 1] por la 1-regularidad de k y la

condición (H) respectiivamente.

Para mostrar (iii) notemos que por hipótesis existe M > 0 tal que

|k̂(w + iρ)| = 1

|w + iρ| |(w + iρ)k̂(w + iρ)| ≤ M

|w + iρ| ,

lo cual prueba la afirmación.

Observación 5.1.6. Recordemos el caso en que ĺım
t→0

k(t) existe, entonces

ĺım
t→0

k(t) = ĺım
λ→∞

λk̂(λ),

y aśı podemos reemplazar la condición ĺım
λ→∞

λk̂(λ) por ĺım
t→0

k(t) en (iii) del Lema 5.1.5.
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5.2. Estabilidad

Recordemos que una familia {S(t)}t≥0 ⊂ B(X) satisfaciendo

ĺım
t→∞
||S(t)|| = 0,

es llamada uniformemente estable. El siguiente teorema entrega condiciones suficientes

sobre estabilidad uniforme de una familia (a, k)-regularizada {S(t)}t≥0. El caso de C0-

semigrupos es conocido como el Teorema de Gearhart-Greiner-Prüss. En esta sección se

modifica la prueba dada en [13] al considerar un caso mucho más general de familias

(a, k)-regularizadas. Escribimos

H(λ) := k̂(λ)(I − â(λ)A)−1,

siempre que éste sea bien definido. En vista de [[7], Proposición 3.1 (4.2.2)], si A genera una

familia (a, k)-regularizada S(t)t≥0, exponencialmente acotada del tipo (M,w)(i.e ||S(t)|| ≤
Mewt para todo t ≥ 0 con M > 0 y w ∈ R) entonces 1

â(λ)
∈ ρ(A) para <λ > w y

Ŝ(λ) = H(λ), ∀ <λ > w.

Teorema 5.2.1. Supongamos a ∈ L1
loc(R+) y k ∈ C(R+)son 1-regulares y k satisface

la condición (H). Asumamos que A genera una familia (a, k)-regularizada {S(t)}t≥0 con

cota de crecimiento finito en un espacio de Hilbert H , y las siguientes condiciones:

(H1) 1
â(λ)
∈ ρ(A) para todo <(λ) ≥ 0, λ 6= 0.

(H2) Para todo x ∈H , ĺım
λ→0

H(λ)x = Bx define un operador acotado.

(H3) sup
λ∈C+

||H(λ)|| <∞ donde C+ := {λ ∈ C : <λ > 0}.
Entonces {S(t)}t≥0 es uniformemente estable.

Demostración. Por hipótesis existen constantes M > 0 y w0 ∈ R tal que ||S(t)|| ≤Metw0

para todo t ≥ 0. Podemos suponer que w0 ≥ 0. Sea w > w0 + 1 y definimos R(t) :=

e−twS(t), y aśı ||R(t)|| ≤ Me−(w−w0)t para t ≥ 0. Sea x ∈ H fijo, y observemos que

χ[0,∞)(·)R(·)x está en L2(R,H ) donde χ[0,∞) denota la función caracteŕıstica. De hecho,

||χ[0,∞)(·)R(·)x||22 ≤
∫ ∞

0

||R(t)x||2dt

≤M2

∫ ∞
0

(
e(w−w0)t||x||2

)2
dt

≤ M2||x||2
2(w − w0)

;
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Por lo tanto

||χ[0,∞)(·)R(·)x||2 ≤
M ||x||

2
√

(w − w0)
.

Dado que H es un espacio de Hilbert, el Teorema de Plancherel 2.0.6 nos muestra que la

transformada de Fourier F satisface ||Ff ||2 =
√

2π||f ||2 para toda f ∈ L2(R,H ). Por

otra parte, como {S(t)}t≥0 s una familia exponencialmente acotada, su transformada de

Laplace Ŝ(λ) es bien definida, anaĺıtica y satisface H(λ) = Ŝ(λ) para todo <λ > 0. Por

lo tanto tenemos que para todo x ∈H y s ∈ R,

H(w + is)x = Ŝ(w + is)x

=

∫ ∞
0

e−(w+is)tS(t)xdt

=

∫ ∞
0

e−wte−istS(t)xdt

=

∫ ∞
0

e−istR(t)xdt

=

∫ ∞
−∞

χ[0,∞)(t)R(t)xdt

= F (χ[0,∞)(·)R(·)x)(s)

Del Teorema de Plancherel 2.0.6 se sigue que H(w + i(·))x ∈ L2(R,H ) y

||H(w + i(·))x||2 =
√

2π||χ[0,∞)(·)R(·)x||2 ≤M

√
π

w − w0

||x||. (5.2.1)

Observemos que por (H2) ĺım
λ→0

H(λ)x = Bx existe para todo x ∈ H y B ∈ B(H ).

Además de la 1-regularidad de a, k, de la observación (5.1.4) y (H1) obtenemos que

H(iρ)x := ĺım
λ→iρ

H(λ)x está bien definida para todo x ∈ H y, por (H3) y el teorema de

Banach-Steinhaus 2.0.1, H(iρ) es acotada para cada ρ ∈ R. Del principio de acotación

uniforme se sigue que H es uniformemente acotada en el eje imaginario iR.

Por otra parte, de la identidad

k̂−1(λ)H(λ)− k̂−1(λ)â(λ)AH(λ) = I

válida para todo <λ ≥ 0, λ 6= 0, obtenemos

H(iρ)x = H(w + iρ)x−
(

1− k̂(w + iρ)

k̂(iρ)

)
H(iρ)x (5.2.2)

+
1

k̂(iρ)

(
â(iρ)

â(w + iρ)
− 1

)
H(iρ)[H(w + iρ)− k̂(w + iρ)]x. (5.2.3)
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Elegimos una función φ ∈ C∞0 (R), definida por φ(ρ) = 1 para |ρ| < 1 y φ(ρ) = 0 para

|ρ| ≥ 2. Definimos ψ(ρ) = 1− φ(ρ), ρ ∈ R. Entonces, ahora usamos la acotación uniforme

de H(i·) en R y (5.2.1) en (5.2.2) junto con el Lema 5.1.5 implican que ψ(·)H(i·)x ∈
L2(R,H ) y

||ψ(·)H(i·)x||22 =

∫ ∞
−∞
||ψ(ρ)H(iρ)x||2dρ

=

∫
|ρ|≥2

||H(iρ)x||2dρ+

∫
1<|ρ|<2

||H(iρ)x||2dρ

= M0x
2.

Análogamente podemos probar que ψ(·)H(i(·))∗ ∈ L2(R,H ) y siguiendo el mismo argu-

mento de arriba concluimos que ψ(·)H(i(·))∗x ∈ L2(R,H ). Por el Teorema de Parseval,

existe una función u ∈ L2(R,H ) tal que

F (u(·)x)(ρ) = ψ(ρ)H(iρ)x para casi todos los ρ ∈ R.

Esto implica que

F (u(·)x)′(ρ) = ψ′(ρ)H(iρ)x+ iψ(ρ)H ′(iρ)x

= ψ′(ρ)H(iρ)x+ iψ(ρ)

(−k̂′(iρ)

k̂(iρ)
H(iρ)x+H(iρ)

â′(iρ)

k̂(iρ)â(iρ)
[H(iρ)x− k̂(iρ)x]

)
aśı, por la condición (H)(5.1.1) y la 1-regularidad de a, k existe M0 tal que∣∣∣∣ â′(iρ)

k̂(iρ)â(iρ)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1

iρk̂(iρ)

∣∣∣∣∣∣∣∣iρâ′(iρ)

â(iρ)

∣∣∣∣ ≤M0

para todo ρ ∈ R, |ρ| > 1. Más aún por la 1-regularidad de k, tenemos que k̂′(i(·))
k̂(i(·)) es acotada

en R\[−1, 1]. Esto y el hecho que ψ(·)H(i(·))x, ψ(·)H(i(·))∗x∗ están en L2(R,H ) para

cada x, x∗ ∈H obtenemos,∫ ∞
−∞
|〈F (u(·)x′)(ρ), x∗〉|dρ =

∫
R\[−1,1]

|〈F (u(·)x′)(ρ), x∗〉|dρ ≤M0||x|||x∗||. (5.2.4)

Por otra parte, nuevamente por la acotación uniforme de H(i·) en R tenemos que para

cada t > 0

S0(t) :=

∫ ∞
−∞

φ(ρ)H(iρ)eiρtdρ =

∫ 2

−2

φ(ρ)H(iρ)eiρtdρ.

Aśı, por el Lema de Riemann-Lebesgue 2.0.5 se sigue que S0(t) → 0 en B(H ) cuando

t→∞.
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Finalmente, para x, x∗ ∈H tenemos que

〈S(t)x, x∗〉 =
1

2π

∫ ∞
−∞
〈H(iρ)x, x∗〉eiρtdρ

=
1

2π

∫ ∞
−∞
〈φ(ρ)H(iρ)x, x∗〉eiρtdρ+

1

2π

∫ ∞
−∞
〈ψ(ρ)H(iρ)x, x∗〉eiρtdρ.

Integrando por partes en la segunda integral, tenemos

〈S(t)x, x∗〉 =
1

2π

∫ ∞
−∞
〈φ(ρ)H(iρ)x, x∗〉eiρtdρ+

1

2πit

∫ ∞
−∞
〈ψ(ρ)H(iρ)x, x∗〉eiρtdρ

=
1

2π
〈S0(t)x, x∗〉+

1

2πit

∫ ∞
−∞
〈(F (u(·)))′(ρ)x, x∗〉eiρtdρ.

Por lo tanto ||S(t)|| ≤ 1
2
||S0(t)||+ 1

2πt
M0, con lo cual se obtiene el resultado deseado.

Observación 5.2.2. Consideremos la siguiente ecuación de Volterra de tipo escalar:

u(t) =

∫ t

0

a(t− s)Au(s)ds+ f(t), (5.2.5)

donde A es un operador lineal cerrado con dominio D(A) denso en X, a ∈ L1
loc(R+) es

un kernel escalar y f ∈ W 1,1(R+, X). Es bien sabido que la ecuación (5.2.5) está bien

planteada si y sólo si admite una familia resolvente. En términos de la teoŕıa de fami-

lias (a, k)-regularizadas, esta corresponde a una familia (a, 1)-regularizada generada por A.

Recuperamos el siguiente resultado relativo a la estabilidad de familias resolventes.

Corolario 5.2.3. Supongamos a ∈ L1
loc(R+) es 1-regular; Sea A el generador de una

familia resolvente {S(t)}t≥0 con cota de crecimiento finito en un espacio de Hilbert H , y

las siguientes condiciones:

1. 1
â(λ)
∈ ρ(A) para todo <λ ≥ 0, λ 6= 0.

2. ĺım
λ→0

λâ(λ) =: a(∞) 6= 0 y 0 ∈ ρ(A).

3. (λ− λâ(λ)A)−1 es uniformemente acotada en C+ := {λ ∈ C : <λ > 0}.
Entonces {S(t)}t≥0 es uniformemente estable.

Demostración. Observemos que el kernel escalar k = χ[0,∞) es 1-regular y satisface la

condición (H)(5.1.1). Se sigue desde (1) y (3) que (H1) y (H3) del Teorema 5.2.1 son

satisfechas, luego sólo falta verificar (H2). Para ello notemos que por (2)

ĺım
λ→0

H(λ)x =
1

λâ(λ)

(
λ

λâ(λ)
− A

)−1

=
1

a(∞)
A−1x,

y la conclusión se sigue.
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Recordemos que una familia fuertemente continua S ≡ {S(t)}t≥0 ⊂ B(X) es llamada

uniformemente integrable si t→ ||S(t)|| es una función medible y

||S||L1 :=

∫ ∞
0

||S(t)||dt <∞.

Corolario 5.2.4. Supongamos a ∈ L1
loc(R+) y k ∈ C(R+) son 1-regulares y k satisface

la condición (H). Asumamos que A genera una familia (a, k)-regularizada S ≡ {S(t)}t≥0

con cota de crecimiento finito en un espacio de Hilbert H . Si {S(t)}t≥0 es uniformemente

integrable entonces {S(t)}t≥0 es uniformemente estable.

Demostración. El hecho de que S es uniformemente integrable implica que H(λ) está bien

definida para todo λ ∈ C+. Por otra parte, de la definición de una familia (a, k)-regularizada

generada por A podemos ver que

1

k̂(λ)
H(λ)(I − â(λ)A)x = x para todo λ ∈ C+, x ∈ D(A),

entonces obtenemos que (I − â(λ)A) es un operador inyectivo. Ahora usando que H(λ)

conmuta con (I − â(λ)A) para todo x ∈ D(A) y H(λ)D(A) ⊂ D(A), concluimos que

el operador (I − â(λ)A) es sobreyectivo. Más aún (I − â(λ)A)−1 es acotada, es decir,
1

â(λ)
∈ ρ(A) para todo <λ ≥ 0, λ 6= 0. Entonces se tiene (H1).

Se deduce de lo anterior que Ŝ(λ) = H(λ) para todo λ ∈ C+\{0} y aśı, aplicando el

teorema de convergencia dominada , obtenemos

ĺım
λ→0

H(λ)x =

∫ ∞
0

S(t)xdt =: Bx.

Por lo tanto (H2) es satisfecha. Finalmente, sea λ ∈ C+ entonces tenemos que

||H(λ)x|| ≤
∫ ∞

0

||S(t)x||dt ≤ ||S||L1 ||x||

y se concluye que (H3) es satisfecha. Entonces por Teorema 5.2.1 {S(t)}t≥0 es uniforme-

mente estable.

Como la función χ[0,∞) es 1-regular y satisface la condición (H), recuperamos el resultado

de estabilidad uniforme en un espacio de Hilbert en C0-semigrupos debido a Gearhart,

Greiner y Prüss[[3], Chapter 5, Theorem 1.11], tomando k = a = χ[0,∞) en el Teorema

5.2.1.

Corolario 5.2.5. Sea A el generador de un C0-semigrupo {T (t)}t≥0 con cota de creci-

miento finito en un espacio de Hilbert H . Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. {λ ∈ C : <λ ≥ 0} ⊂ ρ(A) y sup
<λ>0
||R(λ;A)|| <∞

2. El semigrupo {T (t)}t≥0 es uniformemente estable.
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5.3. Ejemplos y comentarios

Ejemplo 5.3.1. Supongamos que A es el generador de una familia (e−bgα, e−b)-regularizada

{S(t)}t≥0 para algún α > 1 y b > 0 satisfaciendo las siguientes condiciones:

1. (b+ λ)α ∈ ρ(A) para todo <λ ≥ 0.

2. sup
<λ>0
||(λ+ b)α−1((λ+ b)α − A)−1|| <∞;

Entonces {S(t)}t≥0 es uniformemente estable.

Demostración. Se sigue del ejemplo (5.1.3) que a = e−bgα y e−b son funciones 1-regular.

Por otra parte
1

|ρê−b(iρ)| =
|b+ iρ|
|ρ| ≤M

para algún M > 0 y para todo |ρ| ≥ 1, si la condición (H) se tiene. Por (1)

ĺım
λ→0

H(λ)x = bα−1(bα − A)−1x

para todo x ∈H , y por lo tanto este ĺımite defne un operador acotado. Entonces se tiene

(H2). También se deduce de (1) y (2) que (H1) y (H3) del Teorema 5.2.1 se satisfacen.

Entonces {S(t)}t≥0 es uniformemente estable.

Sea A el generador de una familia coseno fuertemente continua {C(t)}t≥0. Es bien sabido

que {C(t)}t≥0 no puede ser estable(por la identidad I = 2C(t)2 − C(2t) para t ≥ 0).

Sin embargo, nuestro ejemplo anterior en el caso α = 2 muestra que podemos dar una

contrapartida al Corolario 5.2.4 para familias de operadores coseno fuertemente continuas

de la siguiente manera.

Corolario 5.3.2. Sea b > 0. Supongamos que A es el generador de una familia coseno

fuertemente continua de operadores {C(t)}t≥0 satisfaciendo las siguientes condiciones:

1. (b+ λ)2 ∈ ρ(A) para todo <λ ≥ 0.

2. sup
<λ>0
||(λ+ b)((λ+ b)2 − A)−1|| <∞

Entonces {e−btC(t)}t≥0 es uniformemente estable.

Hay que tener en cuenta que el Ejemplo 5.3.1 incluye la estabilidad de la solución de la

ecuación diferencial fraccional

Dαu(t) = Au(t) :
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con condición inicial u(0) = u0 o, equivalentemente, la solución de la ecuación integral de

tipo convolución:

u(t) = u(0) +

∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
Au(s)ds, t ≥ 0.

En efecto, tomando v(t) = e−btu(t) donde b > 0 es dado, entonces la ecuación integral

anterior es equivalente a

v(t) = e−btv(0) +

∫ t

0

e−b(t−s)
(t− s)α−1

Γ(α)
Av(s)ds, t ≥ 0. (5.3.6)

Por lo tanto, concluimos que si el problema (5.3.6) está bien definido entonces, bajo las

condiciones (1) y (2), tenemos que v(t)→ 0 cuando t→∞.

En particular, si consideramos el operador Ax = µx para todo x ∈H donde:

0 < µ < bα,

entonces A genera una familia (e−bgα, e−b)-regularizada uniformemente estable {S(t)}t≥0

dada por

S(t) := e−btEα(µtα), t ≥ 0, (5.3.7)

donde Eα denota la función de Mittag-Leffler. En efecto, se tiene que

Ŝ(λ) = [ ̂e−btEα(µtα)](λ) =
(b+ λ)α−1

(b+ λ)α − µ = k̂(λ)(1− â(λ)µ)−1, <λ > 0,

donde a = e−bgα y k = e−b lo cual muestra que {S(t)}t≥0 es una familia (e−bgα, e−b)-

regularizada. Ahora mostremos que se tienen las condiciones (H1) y (H2) del Teorema

5.2.1. De hecho, notemos que (b+ λ)α ∈ ρ(A), para todo <λ ≥ 0 si y sólo si (b+ λ)α 6= µ,

para todo <λ ≥ 0. Si (b + λ)α = µ para algún <λ ≥ 0 entonces <λ = µ1/λ cos(2kπ) − b
para k ∈ Z, y aśı (b+ λ)α ∈ ρ(A) para todo <λ ≥ 0. Aśı la condición (H1) se tiene.

Por otra parte,

k̂(λ)(1− â(λµ)−1 =
(b+ λ)α−1

(b+ λ)α − µ → 0

cuando λ → ∞. En consecuencia, usando el hecho k̂(λ)(1 − â(λµ)−1 es continua en C+,

concluimos que H(λ) es uniformemente acotada en C+, luego se tiene (H2). Luego se

cumple lo afirmado.
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Es ilustrativo para comprobar el resultado en los siguientes casos particulares:

α = 1 : 0 < µ < b implica

e−btE1(µt) = e−(b−µ)t −−−→
t→∞

0.

α =
1

2
: 0 < µ < b1/2 implica

e−btE1/2(µt1/2) = e−(b−µ2)t[1− erf(µt1/2)] −−−→
t→∞

0.

α = 2 : 0 < µ < b2 implica

e−btE2(µt2) = e−bt cosh(
√
µt) =

1

2
[e−(b−√µ)t + e−(b+

√
µ)t] −−−→

t→∞
0.

α = 3 : 0 < µ < b3 implica

e−btE3(µt3) = e−bt · 1

3

[
e(µt3)

1/3

+ 2e−(
(µt3)

1/3

2
+b)t cos

(√
3

2
(µt3)

1/3
)]

=
1

3

[
e(µ1/3−b)t + 2e−(µ

1/3

2
+b)t cos

(√
3

2
µ1/3t

)]
−−−→
t→∞

0.

α = 4 : 0 < µ < b4 implica

e−btE4(µt4) =
1

2
e−bt[cos( 4

√
µt) + cosh( 4

√
µt)]

=
1

4
e−bt[2 cos( 4

√
µt) + e−(b− 4

√
µ)t + e−(b+ 4

√
µ)t] −−−→

t→∞
0.

Se expondrán las superficies de estos casos anteriormente explicitados y de otros interme-

dios, teniendo en cuenta las restricciones que tienen los parámetros, es decir, 0 < µ < bα.

Sin embargo, antes de ver los ejemplos, notemos que si S(t) = e−btEα(µtα) es unifor-

memente estable, es decir, ||S(t)|| −→
t→∞

0, para t suficientemente grande gracias a las

identidades (2.0.6), (2.0.7) según sea el valor de α, haciendo a z = µtα y β = 1 se tiene

que e−btEα(µtα) −→
t→∞

0 sólo si eµt
α1/α

e−bt −→
t→∞

0, de donde se deduce que 0 < µ < bα. Por

lo tanto se tiene la rećıproca a (5.3.1).

Por último, en el Apéndice A se encuentra el algoritmo utilizado para generar las su-

perficies de S(t) para estos casos, y de cualquier otro que cumpla con la restricción de los

parámetros, 0 < µ < bα.
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Resumiendo, en estos distintos casos que hemos expuestos, y también al manipular el

programa, uno se puede dar cuenta, que al hacer µ→ bα, es decir, ir a la condición ĺımite,

la convergencia se hace mucho más lenta, por lo que puede considerarse óptima dicha

condición.

Ejemplo 5.3.3. Sea H un espacio de Hilbert y para 0 < α < 1 consideremos la ecuación

fraccional de relajación

u′(t)− ADαu(t) + u(t) = f(t), t > 0, (5.3.8)

con condición inicial u(0) = u0 y f una función apropiada H -valuada. La ecuación 5.3.8

corresponde a la versión abstracta del problema de Basset. Recordemos que la ecuación
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de Basset surge en la dinámica de fluidos sobre el movimiento de una part́ıcula inestable

al acelerar en un fluido viscoso bajo la acción de la gravedad. Como se indica en [5]

(sección 3), que (5.3.8) esté bien planteado es equivalente a la existencia de una familia

(a, k)-regularizada {S(t)}t≥0 generada por A con,

a = g1−α − (g1−α ∗ e−1) y k = e−1. (5.3.9)

Más aún, es fácil comprobar que la solución del problema en términos de {S(t)}t≥0 viene

dada por

u(t) = u(0)−
∫ t

0

S(s)u(0)ds+

∫ t

0

S(t− s)f(s)ds. (5.3.10)

Corolario 5.3.4. Sea 0 < α < 1. Supongamos que A genera una familia

(g1−α − (g1−α ∗ e−1), e−1)-regularizada {S(t)}t≥0 satisfaciendo las siguientes condiciones:

1. λ+1
λα
∈ ρ(A) para todo <λ y λ 6= 0.

2. sup
<λ
||(1 + λ− λαA)−1|| <∞.

Entonces {S(t)}t≥0 es uniformemente estable.

Demostración. Se sigue desde las identidades â(λ) = λα

1+λ
y k = 1

1+λ
que

ĺım
λ→0

H(λ)x = ĺım
λ→0

((1 + λ)− λαA)−1x = x, x ∈H ,

y la conclusión viene del Teorema 5.2.1.

Por ejemplo, supongamos que el operador A es escalar(Ax = µx, para algún µ ∈ C y para

todo x ∈H ). Consideremos la ecuación (5.3.8) con condiciones iniciales, es decir,

u′(t)− µDαu(t) + u(t) = f(t), u(0) = u0

Afirmamos que si <µ < 0 entonces A genera una familia (a, k)-regularizada {S(t)}t≥0

uniformemente estable.

En primer lugar, vamos a demostrar que existe una función continua acotada S : [0,∞)→
C tal que

Ŝ(λ) = H(λ) =
1

1 + λ− λαµ para todo <λ ≥ 0,

y utilizaremos la Proposición 4.2.2 para mostrar queA genera una familia (a, k)-regularizada,

donde a y k son dadas en (5.2.3). Para esto, notemos que 1+λ
λα
6= µ para todo <λ > 0. En
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efecto, sea θλ := Arg[−π,π)(λ)

<
(

1 + λ

λα

)
= <

(
1 + <λ+ =λ
|λ|αeiαθλ · e

−iαθλ

e−iαθλ

)
= <

(
(1 + <λ+ =λ)e−iαθλ

|λ|α
)

= <
(

(1 + <λ+ =λ)[cos(αθλ)− i sin(αθλ)]

|λ|α
)

=

(
cos(αθλ) + <λ cos(αθλ) + =λ sin(αθλ)

|λ|α
)

Aśı, se tiene la identidad

<
(

1 + λ

λα

)
=

1

|λ|α [(1 + <λ) cos(αθλ) + (=λ) sin(αθλ)].

Entonces usando que 0 < α < 1, concluimos que <
(

1+λ
λα

)
≥ 0 para todo <λ > 0. De

<µ < 0 obtenemos que 1+λ
λα
6= µ para todo <λ > 0.

Por otra parte, del hecho de que 0 < α < 1 y la continuidad de H y H ′ sobre iR,

concluimos que existe M > 0 tal que

|λH(λ)| ≤M y |λ2H ′(λ)| ≤M para todo <λ > 0.

Aśı por [[2], Corolario 2.0.4 ] existe una función acotada S ∈ C(R+) tal que Ŝ(λ) = H(λ),

para todo <λ > 0.

En segundo lugar, aplicando el Corolario 5.3.4 se concluye que la solución es uniformemen-

te estable. El hecho que <µ < 0 y <1+λ
λα
≥ 0 para todo <λ ≥ 0, implican que la condición

(1) de (5.3.4) se satisface. La condición (2) viene del hecho de que H es anaĺıtica sobre

C+ y continua en iR. Por lo tanto tenemos

ĺım
|λ|→∞

H(λ) = ĺım
|λ|→∞

1

1 + λ− λαµ = 0,

y aśı la resolvente {S(t)}t≥0 es uniformemente estable. En particular, concluimos de (5.2.4)

que si <µ < 0 entonces la solución de la ecuación

u′(t)− µDαu(t) + u(t) = 0, u(0) = u0

satisface µDαu(t)− u(t)→ 0 cuando t→∞.
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Caṕıtulo 6

Comentarios finales

A lo largo de este trabajo se han abordado dos grandes temas respecto de las fami-

lias (a, k)-regularizadas, primeramente el estudio de las familias (a, k)-regularizadas, y su

posterior asociación a problemas de ecuaciones diferenciales parciales, y segundo las con-

diciones necesarias para asegurar la estabilidad de estas familias en un espacio de Hilbert.

Durante esta investigación, se pudo comprender las variadas ecuaciones que pueden ser

tratadas o analizadas desde la óptica de las familias (a, k)-regularizadas, no sólo por el

hecho que esta técnica deja a la ecuación original en otra equivalente que envuelve a un

operador, y aśı se facilita el análisis de propiedades, si no que también las familias (a, k)-

regularizadas generalizan a otras familias de las cuales ya se tienen resultados conocidos

como por ejemplo los C0-semigrupos, las familias coseno, semigrupos integrados, etc. y

por ende también se obtienen como casos particulares resultados conocidos sobre algunas

ecuaciones que ya han sido obtenidos a través del estudio de estas familias más particula-

res. Por ende, se pueden ver en detalle desde ecuaciones diferenciales, integro-diferenciales

y ecuaciones de orden fraccionario. En este contexto permite que se traten problemas de

orden fraccionario de una forma más natural a lo usual, y aśı obtener importantes con-

clusiones sobre estos, muy útiles por lo demás, pues ellos tienen variadas aplicaciones ya

que modelan distintos fenómenos de la f́ısica y la naturaleza.

Finalmente se ha visto bajo qué condiciones se puede tener la estabilidad de una familia

y de cualquier ecuación que se pueda llegar a asociar a una de estas familias en un espa-

cio de Hilbert, o en el caso que no se tenga la estabilidad ver qué hipótesis alternativas

adicionar con el fin de llegar a obtener dicha condición.
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Apéndice A

Código en Maple

Antes que nada, sabemos que la función de Mittag-Leffler se define como Eα(z) :=∑∞
n=0

zn

Γ(αn+1)
, por lo que Eα(µtα) =

∑∞
n=0

(µtα)n

Γ(αn+1)
.

A continuación se detalla el programa realizado en Maple con el fin de graficar y ejem-

plificar los diferentes casos de la función (5.3.7).

La idea principal del programa es aproximar a S(t) = e−btEα(µtα), con la cantidad de

términos que se desee, en este caso 3000. Además se que se pueden ingresar los parámetros

α, b, µ a elección y se genere la superficie en base a la restricción 0 < µ < bα.

>(α, b) := (4,
1

2
);

>η := evalf(bα);

>ε :=
1

100
;

>κ := evalf(η − ε);
>m := 3000;

>a := n→ (µ · tα)n

GAMMA(α · n+ 1)
;

>h(α, b, µ, t) := Sum(a(n), n = 0..m) · exp(−b · t);
>(c, d) := (0, 130);

>plot3d

(
h(α, b, µ, t), µ = ε..κ, t = c..d, axes = boxed, labels = [µ, t, e−btu(t)]

)
;
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Mostramos a continuación el interfaz que genera en Maple el código anteriormente ex-

puesto, con comentarios para su mayor comprensión.
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