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Introduccion

Las funciones casi automorficas fueron introducidas por S. Bochner en la
década del 50, sin embargo en la ultima década han tenido un gran desa-
rrollo escribiéndose numerosos articulos y libros referente a estas funciones.
Uno de los tantos articulos denominado “Existencia y unicidad de soluciones
débiles casi automorficas para algunas ecuaciones diferenciales semilineales
abstractas”, cuyo autor es G.M. N’Guérékata, publicado en el ano 2004 [33],
nos dio el pie inicial para el estudio de soluciones débiles casi automorficas

al problema de segundo de orden

2"(t) = Ax(t) + f (1),

donde A es el generador de una familia seno y f es una funcién casi au-
tomorfica. Si deseamos obtener soluciones débiles casi automorficas para la
ecuacién anterior es necesaria la hipdtesis adicional de que la familia seno sea
exponencialmente estable lo cual no es posible, ver [52],Teorema 2.3. Es por
esto que introducimos las familias a-resolventes y las derivadas fraccionarias
con el objeto interpolar entre las ecuaciones de primer y segundo orden y

asi definir un nuevo concepto de solucion débil para las ecuaciones del tipo

Diu(t) = Au(t) + f(t) conl<a<2.



En particular, lo anterior nos permitié comenzar el estudio de las soluciones

débiles casi automorficas de ecuaciones diferenciales semilineales de la forma

Diu(t) = Au(t)+ f(t,u(t)),1 <a <2

Dfu(t) = Au(t) + f(t,u(t),u'(t)),1 <a <2,

donde f(t,z)y f(t,z,2") son casi automorficas y satisfacen la condicién del

tipo Lipschitz. Finalmente estudiamos otro tipo de ecuaciones de la forma
Diu(t) = Au(t) +t"f(t),1 <a <2, neZ;,

donde f es una funcién casi automorfica, ver [7]. Cabe destacar que para que
las soluciones débiles de la ecuacion de segundo orden lineal, sean casi auto-
morficas, es esencial que la familia a-resolvente sea acotada por una funcién
absolutamente integrable. En cambio, en las ecuaciones de primer y segundo
orden semilineal es esencial que f tenga adicionalmente la condicién de Lip-
schitz.

Por otra parte, existen algunos articulos que utilizan el concepto de funcién
casi automorfica discreta, (ver [24],[47],[48]), pero ninguno de éstos, real-
iza un estudio del espacio de las funciones casi automorficas discretas y sus
propiedades. Esto nos incentivé a realizar una sintesis, partiendo de la propia
definicion de funcion casi automorfica discreta, para luego estudiar soluciones

casl automorficas discretas de ecuaciones en diferencias de la forma
Au(n) = Tu(n) + F(n),

donde T es un operador acotado y F' es una funcion casi automorfica discreta
que puede ser de una o dos variables (caso semilineal). Para demostrar que

las soluciones son casi automorficas discretas utilizamos dos propiedades, la



primera es la convolucion discreta entre una funcion casi automorfica discre-
ta y una funciéon sumable, la segunda es la condicién del tipo Lipchitz sobre
F para el caso semilineal. Cabe destacar que las funciones casi automorficas
discretas también son un espacio de Banach y al igual que en el caso continuo
este espacio contiene de manera propia al espacio de las funciones casi periodi-
cas discretas. Un ejemplo de esto tltimo fue introducido por S.Bochner en el
ano 1964 [11]. Uno de los aspectos importantes del estudio de las soluciones
de las ecuaciones en diferencias es que si restringimos el espacio de Banach
X a un espacio que no tenga subespacios isomérficos a ¢y y la solucion de la
ecuacién es acotada, entonces ella es necesariamente casi automorfica lo cual
aun no se tiene en el caso continuo.

Al término de este trabajo nos quedan muchos desafios por resolver, por

ejemplo:

1. Estudiar las soluciones débiles de la ecuacién diferencial fraccionaria

cuando 2 < o < 3.

2. Si se agregan hipotesis al espacio de Banach X y la solucién débil es

acotada, jla solucién sera casi automorfica?.

3. Estudiar el caso escalar A = 1, de la ecuacién en diferencia Au(n) =

Au(n) + F(n), donde F' es de una o dos variables.

4. Si tenemos una funcién casi automorfica discreta, ; la podremos exten-

der a una funcién casi automorfica continua?

5. Estudiar las soluciones casi automorficas discretas de ecuaciones en
diferencias conocidas como las de: Volterra, Ricatti, Bernoulli, Euler,

etc.



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo esta dividido en tres secciones, la primera seccion la dedi-
caremos al estudio del espacio de las funciones casi automorficas. Veremos
que forman un espacio de Banach y analizaremos sus principales propiedades
y teoremas fundamentales. En la segunda seccién introduciremos la nocion de
derivada fraccionaria en el sentido de Riemman-Liuville, donde su transfor-
mada de Laplace sera de vital importancia, pues nos permitira determinar la
forma de la solucién de la ecuacion diferencial fraccionaria Dfu(t) = —p®u(t).
Por ltimo, en la tercera seccién, introduciremos la definicion de generador
de una familia a-resolvente, estudiaremos las nociones basicas de las familias
a-resolvente con su generador, analizaremos los casos extremos cuando o = 1
y a = 2. También estudiaremos las propiedades que tiene el generador de la
familia a-resolvente con elementos de su dominio y la familia a-resolvente.
Por ultimo introduciremos el Teorema 1.3.4, que nos permitira tener un cri-

terio para encontrar familias a-resolventes.



1.1. Funciones casi automorficas

A continuaciéon veremos algunos de las nociones fundamentales de las

funciones casi automorficas. Para esto denotamos por K, el conjunto R o Z.

Definicién 1.1.1. Sea X un espacio de Banach (real o complejo). Una fun-
cion f: K — X continua es casi automorfica si para toda sucesion (z)) C K,
existe una subsucesion (x,) C (x}) tal que

lm f(z + z,) =: f() (1.1)

n—oo

esté bien definida para cada x € K y

lim f(z - 2,) = f(2)

n—oo
para cada x € K.

Si K = Z, llamamos la funcion f, funcion casi automorfica discreta.

Existe una clase de funciones llamadas funciones casi periodicas las cuales
tienen una estrecha relaciéon con las funciones casi automorficas. Antes de

estudiar esta relacion, veamos primero su definicién.

Definicién 1.1.2. Una funcion f : R — X continua es casi periodica si para
cada € > 0 existe | > 0 tal que en cada intervalo real de largo [, existe s con

la propiedad de que
|f(s+1t)— f(t)|| <e; para todo t € R.

Siguiendo esta misma linea podemos definir el concepto de funcién casi

periddica discreta y su definicién es la siguiente.



Definicién 1.1.3. Una funcion u : Z — X, es casi periodica discreta si para
todo € > 0 existe un entero positivo l tal que cualquier conjunto de enteros
consecutivos de tamano | contiene al menos un entero p, con la propiedad de
que

lu(k + p) — u(k)|| < e, para todo k € Z.

Si la convergencia del limite (1.1) de la Definicién 1.1.1 es uniforme, obte-
nemos que la funciéon es casi periddica o casi periddica discreta, segiin sea el
caso, esto se tiene por el criterio de Bochner (ver [31])

Debido a lo anterior, las funciones casi automorficas (discretas) contiene
al conjunto de las funciones casi periddicas (discretas), pero contencién la
reciproca no se tiene. Para clarificar lo anterior, en los siguientes ejemplos se
muestra una funciéon casi automorfica que no es casi periédica y una funcion

casi automorfica discreta que no es casi periédica discreta:

) 1
ft) = sin (2 + cos(t) + cos(ﬂt)) , teR

g(n) = sign(cos2mnd), n € Z.

La funcién f fue introducida hace algunos anos atras por N’Guerekata (ver
[31]), en cambio la funcién ¢ fue introducida por S. Bochner en la década de
los 60’s en el articulo [11, Teorema 1].

Veamos algunas observaciones que se desprenden de forma natural de la

definicién de las funciones casi automorficas (discretas).

Observacién 1.1.4. (i) Si f es una funcion casi automorfica en R en-

tonces f |z es una funcién discreta casi automorfica.

(i1) Si K =R, la funcion f en la Definicion 1.1.1 es una funcion medible,

pero no necesariamente es una funcion continua.



Las propiedades fundamentales que tienen las funciones casi automorficas

(discretas), estan resumidas en el siguiente teorema.

Teorema 1.1.5. Sean f,f1 y fo funciones casi automorficas de K a X, en-

tonces se tiene
(i) f1+ fo es casi automorfica.
(i1) cf es casi automorfica para todo escalar c.

(iii) Para cada | fijo en K| la funcion f; : K — X definida por fi(x) :=

f(x+1) es casi automorfica.
(v) La funcidon f:K — X definida por f(:v) = f(—x) es casi automorfica.
(v) Elsup,ck || f(t)|| < oo, es decir, f es una funcion acotada.

(vi) El rango de f, Ry = {f(t)/t € K} es relativamente compacto en X.
(vii) Elsup||f(k)|| = sup||f(k)ll, donde
keK keK

lm f(k+k,) = f(k) y lim f(k—k,) = f(k).

n—oo n—oo

Demostracion. (i) Sean fi, fo : K — X funciones casi automorficas. Sea

(«7)) una sucesion en K. Luego existe una subsucesién (z7) C () tal

que

lim fi(z +2”) = f,()

n—oo

esta bien definido para cada z € Ky

lim f,(x —2!) = fi(v) para cada v € K.

n—oo

L /I . .7 //
Para esta subsucesién (/) existe un subsusecion (x,) C (z) tal que

lim fo(z + 2,) =: fo(w)

n—oo



(vi)

esta bien definido para cada z € Ky

lim fo(z — 2,) = fo(x)para cadaz € K.

n—oo

Asi obtenemos

Jm (fi+ f)(a +20) = Fil@) + ()

tim (F, + o) (@ — 2) = @) + fula).
estd bien definido para cada x en K. Por tanto f; + f5 es una funciéon
casi automorfica.
Para las demostraciones de los items (i1), (i) y (iv) se procede de

manera analoga a lo realizado anteriormente.

Supongamos que sup,cg || f(t)|| = oo, luego existe una sucesién (z],) C
K tal que
i || f(a])]| = oc.

Como f es una funcién casi automorfica existe una subsucesién (z,) C
(x1)) tal que
lim f(x,) = f(0).

n—oo

Como la norma es una funciéon continua, tenemos que

I |G| = [F0)] < oo,
lo que contradice el hecho de que lim, . | f(z,)|| = oo, pues toda

subsucesion de || f(xz,)]| diverge a oo.

Sea (f(z],)) una sucesién en Ry. Como f es casi automorfica existe una

subsucesion (x,) C (z],) en K tal que

lim f(z,) = f(0),

n—oo
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es decir, el rango de f es relativamente compacto.

(vii) Sea (k) una sucesién en K, luego existe una subsucesién (k,) C (k)

tal que,

TR =1 Jim 70k — ko)l = Jim 17— k) < sup 7)1

lo que implica
sup || f(k)|| < sup || f(F)].
kek kek

Por otro lado, tenemos que

IF () = || im f(k+ ko)l < sup [F()I,
n—oo jeK
luego
sup || f()|| < sup || f(k)]-
keK kek
Asi obtenemos

sup [|.f (k)| = sup || F(%)]]-
kek keK

]

El siguiente teorema es una ”generalizacién”de la parte (ii) del Teorema

1.1.5 si tomamos el escalar ¢ como una funcién constante.

Teorema 1.1.6. Sea v : K — C y f: K — X funciones casi automorficas,
entonces uf : K — X definida por (uf)(k) = u(k)f(k) es también casi

automorfica.

Demostracion. Sea (k) una sucesién en K, sabemos que existe una subsuce-
sion (k) de (k) tal que lim,,_,o u(k + k])) = u(k), esta bien definida para
cada k € Ky lim,, o u(k —k/!) = u(k), para cada k € K. Como f es casi au-

tomorfica existe una subsucesion (k,,) C (k) tal que lim,,_.. f(k+k,) = f(k)
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estd bien definido para cada k € K y lim,, .o, f(k — k,) = f(k) para cada
k € K. Luego

[ulk + k) f(k + ko) —a(k) F(R)| < [Julk + ka) (f(k + ka) — F(B))
+ [k + k) —a(k)) f (k)]
< g,

para todo n suficientemente grande.
Por tanto

lim u(k + kn) f(k + k,) = u(k) f(k), para todo k € K.

n—oo

De manera similar utilizando la identidad

U(k—Fkn) f(k—kn)—u(k) f (k) = T(k—ky) (f (k—kn) = f (k) +(@k—ky) —u(k)) f (%),
se demuestra que

lim u(k — k) f(k — k,) = u(k) f(k), para todo k € K.

n—oo

Asi la funcion uf es casi automorfica como queriamos demostrar. m

Denotamos al espacio de las funciones casi automorficas por AA(X) y
el espacio de las funciones automorficas discretas por AA;(X). El Teorema
1.1.5 nos dice que AA(X) y AA4(X) son espacios vectoriales, es mds son
espacios vectoriales normados dotados con la norma definida en el item (v).
La pregunta natural que surge es si AA(X) y AA4(X) son espacios de Banach.

La respuesta la da el siguiente teorema.

Teorema 1.1.7. Sea (f,) una sucesion de funciones casi automorficas tales
que lim,, .o, fn(t) = f(t) converge uniformemente para cadat en K. Entonces

f es casi automorfica.
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Demostracion. Sea (z,) una sucesién en K, como f; es una funcién casi

automorfica existe una subsucesion (z}) C (z,) tal que

lm f(x —zl) = fi(2),

n—oo

para todo = en K. Como f5 es también una funcién casi automorfica existe

una subsucesién (2) C (z}) tal que

I fole+a2) = Tol)

lim fo(e —a7) = fa(o),

n—oo

para todo z en K. Y asi sucesivamente por el método de la diagonalizacién

podemos obtener una subsucesién (z,,) C (z,) tal que

lm fi(x + x,) = f.(7) (1.2)

n—oo
para todo x en K y para todo 7 =1,2,3...

Notemos que la sucesién (f;);en es una sucesién de Cauchy, pues

IF:(@) = F;@)l < IIfi@) = file + @)l + [ fi(@ + 20) = fi@ + 2)]
+ i@+ z) = f5(@)].

Utilizando la convergencia uniforme de (f,) y el limite (1.2), obtenemos que

(f;(z)) es una sucesion de Cauchy. Recordemos que X es un espacio de

Banach, luego (f;(x)) es una sucesién que converge puntualmente en X. Sea
f(x) el limite de (f;()), luego para cada i = 1,2, 3, ... tenemos que
1f(@+z0) = F@I < f(@+2a) = file + 2)ll + | fiz + 20) = Fil2)]
+ | fil@) = f(@)].
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Nuevamente utilizando la convergencia uniforme de (f,) el limite (1.2) y la

convergencia puntual de la sucesién (f;(x)) tenemos que

lim f(x + 2,) = 7(2)

n—oo

para todo x en K. De manera analoga obtenemos que

lim f(r —x,) = f(2).

n—oo

]

Con el teorema anterior concluimos que los espacios AA(X) y AAq(X)
son espacios vectoriales cerrados. Notemos que AA(X) C BC(R, X) ( espacio
de las funciones continuas acotadas), concluimos que AA(X) es un espacio
de Banach. Por otra parte AA4(X) C (>°(Z, X), luego AA4(X) es un espacio
de Banach.

Al trabajar con las funciones casi automorficas (discretas), la pregunta
natural que surge es ;Bajo qué condiciones la composicion de funciones es
casi automorfica (discreta)?. Veamos el siguiente teorema, que da respuesta

a nuestra interrogante.

Teorema 1.1.8. Sean X,Y espacios de Banach y u : K — X una funcion
casi automorfica. St ¢ : X — 'Y es una funcion continua, entonces la funcion

compuesta pou : K —Y es casi automorfica.

Demostracion. Sea (k]) una sucesién en K. Como u es una funcién casi

automorfica existe una subsucesién (k,) de (k/,) tal que

lim w(k + k) = v(k)

n—oo

estd bien definida para cada k € Ky

lim v(k — k,) = u(k)

n—oo
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para cada k € K. Como la funcién ¢ es continua tenemos

lfm o(u(k + k) = o(m u(k + k) = o(v(k)).

n—oo n—oo

De manera similar obtenemos

lm ¢(v(k = kn)) = ¢ lm v(k — kn)) = d(u(k)),

n—oo n—oo

por lo tanto ¢ o u es una funcién casi automorfica (discreta). O

De forma natural tenemos el siguiente corolario, el cual serd trascendental

para el desarrollo de los capitulos posteriores.

Corolario 1.1.9. Si A es un operador lineal acotado en X yu : K — X
es una funcion casi automorfica, entonces Au(k) con k € K es también casi

automorfica (discreta).

A continuacion estudiaremos otra clase de funciones casi automorficas,
las cuales estan definidas en dos variables. Estas funciones seran utilizadas
para ecuaciones diferenciales y ecuaciones en diferencias definidas en espacios
de Banach en el caso de las ecuaciones en diferencias utilizaremos funciones

casl automorficas discretas en dos variables.

Definicién 1.1.10. Una funcion f: K x X — X es casi automorfica en s €

!/

1) en K existe una subsucesion

K, para cada x € X, si para toda sucesion (s
(sn) C (s),) tal que

lim f(s+ sn,2) =: f(s,2)

n—oo

estd bien definido para cada s € K, z € X, y

lim ?(3 - Sn,l’) = f(S,.CE)

n—oo

para cada s € K yz € X.
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Asi como en el caso de las funciones casi automorficas (discretas) en una
variable tenemos propiedades semejantes que estan resumidas en el siguiente

teorema.

Teorema 1.1.11. Si f1, fo : Kx X — X son funciones casi automorficas

en s € K, para cada x en X, las siguientes aseveraciones son verdaderas

(i) f1+ fo es casi automorfica en s € K para cada x en X.

(i) \f1 es casi automorfica en s € K para cada x en X, donde \ es una

escalar.
(ii) sup || f(s,z)|| = M, < oo, para cada x en X.
seK

(iv) sup || f(s,2)|| = N, < oo, para cada x en X, donde f es la funcion que
seK

estd definida en la Definicion 1.1.10.

Demostracion. Las demostraciones de los items (i) y (ii) son analogos a las

demostraciones de los items (i) y (ii) del Teorema 1.1.5.

(7i) Supongamos que existe zo € X tal que

sup Hf(sa'r())” = 00,
seK

luego existe una sucesion (s/,) en K tal que

I || (5!, 20)]| = oo.
n—oo
Como f es casi automorfica existe una subsucesion (s,) de (s,) tal que

lim f(s,,20) = f(s,20) < o0,

n—oo

lo que es una contradiccién, pues toda subsucecién de (s],) cumple con

lim || f(sp,xo)|| = o0.

n—oo
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(iv) De manera andloga a la demostracién anterior, supongamos que existe

o en X, tal que

sup || f (s, o) || = o,
keK

u xiste una sucesion (s, ) en u
luego existe una sucesion (s,) en K, tal que

lim [[F(—s,, 20)| = oo.

n—oo

Como f es una funcién casi automorfica en s, existe una subsucesién

(sn) de (s!) tal que
St [[F (=50, 20)]| = | £(0.20) | < oo,
lo que es una contradiccion.

[]

A continuacién queremos encontrar las condiciones que debe satisfacer
una funcién f : K x X — X para que la composicién F(n) := f(n,p(n))
sea una funcién casi automorfica (discreta) cuando ¢ es una funcién casi

automorfica (discreta). El siguiente teorema nos da la respuesta.

Teorema 1.1.12. Sea f : K x X — X una funcion casi automorfica en
s € K para cada x en X, y ademds satisface la condicion del tipo Lipschitz

en x uniformemente para cada s, esto es
1 (s, 2) = f(s, )l < Lllz —yll, para todo z,y € X.

Supongamos que ¢ : K — X es casi automorfica, entonces la funcion F' :

K — X definida por F(s) = f(s,p(s)) es casi automorfica.

Demostracion. Sea (s)) una sucesién en K. Entonces existe una subsucesién

(s7) de (s),) tal que lim, o f(s+ s, x) = f(s,x) para todo s € K,z € X
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y lim, .o f(s — s",2) = f(s,7) para cada s € K,z € X. Como ¢ es una
funcion casi automorfica para esta subsucesién (s7) existe una subsucesién
(sn) C (s7) tal que lim, .o ¢(s + s,) = P(s) estd bien definida para cada
s € Ky lim, .o @(s — s,) = ¢(s) para cada s € K. Como la funcién f es

Lipschitziana, tenemos las siguientes desigualdades

1F (s + sn, 0(s + 50)) = F(s, BN < (5 + 50, 9(5 + 50)) = S5+ 50, 8(5)) |
+ f(s+ 50,2(5)) = f(s.2(s))l
< Lp(s + s0) = 2(s))l

1£(s + 50, %(5)) — F(5,%(5))Il.

+

Luego, cuando n — oo, tenemos que || f(s + sn, (s +5,)) — f(5,%(s))|| — 0,

es decir,

lm f(s+ s,, (s + 5,)) = f(s,9(s)), para cada s € K.

n—oo

Para demostrar que

lm f(s — s, P(s — sn)) = f(5,0(s))

n—oo

utilizamos la siguiente desigualdad

17 (s = 50, B(s = 50)) = f(s,0()Il < 11F(5 = 50, B(5 — 50)) — f(5 = 80, 0(5))
+ [1f(s = su,0(5)) = f(s.0(s))l,

y procedemos de manera analoga a la demostracién del limite anterior. Asi la

funcién F' es casi automorfica. O]
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1.2. Derivada fraccionaria

En esta seccién veremos la definicién de derivada fraccionaria y algunas
de las propiedas importantes que ésta posee. Recordemos que X es un espacio

de Banach complejo.

Definicién 1.2.1. Sea a >0 y u: [0,00) — X. La derivada fraccionaria de

Riemann-Liouville de u de orden « esta definida por

[
Diu(t) :== e Gm—a(t — S)u(s)ds, con t >0, m = |q]
0
Y
=1 is0 >0
= t>0, > 0.
P TE)

Es importante senalar que la derivada fraccionaria coincide con la defini-

cion de derivada usual, cuando a = n

dn
Dy = — conn=12 ..

dtm
Nos interesa determinar la transformada de Laplace de la derivada fracciona-
ria de una funcién cualquiera. Para esto recordemos que la transformada de
Laplace de una funcién f € L'(R,, X) estd definida por
L) = FO) = / eNE@)dt,  ReA > w,
0

si L(f)(A) es absolutamente convergente para Re\ > w, tenemos que

[y

BEFO) = A7) — 3 (g # /PO, (1.3)

k=0

donde el coeficiente A\ estd definido como

Y = |\|[*e9A ) con — T < arg\ < .
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En adelante, definiremos una funcién que es de crucial importancia para
el desarrollo del capitulo posterior. La cual se denomina funcion de Mittag-

Leffler, su definicion es la siguiente.

Definicién 1.2.2. Sea E, 3 : C — C, definida por

- 2" 1 =B
E, = _ = — H dy, , 6> 0,
R e / e b o

e —z
n=0 K
donde Ha es el camino Hankel, es decir, es un camino el cual empieza y

1/a

termina en —oo y encierra en un circulo el disco |p| < |z|V* contra el sentido

del reloj. La funcion E, g la llamamos funcion Mittag-Leffler.

Para ver mas detalles, ver (e.g. [30]). Esta es una funcién entera la cual

da una generalizacién de algunas funciones clasicas, por ejemplo:
i) Funcién Exponencial: E; 1(z) = e*;
i) Funciones Coseno: Fy1(2?) = cosh(z) y Ea1(—2%) = cos(z);

i4i) Funciones Seno: zFy4(2%) = sinh(z) y 2Fs9(—2%) = sin(2).

La transformada de Laplace de la funciéon Mittag-Leffler con peso esta dada

por:
A=

- e+ pa’
la cual se encuentra en cf.[29, (A.27) p.267].

L(PVE, 5(—p™t*)(N) Rel > p'/®, p>0, (1.4)

Consideremos la ecuacién diferencial fraccionaria
Diu(t) = —p®u(t), 0<a<2, p>0. (1.5)

Si 0 < a < 1la ecuacién (1.5) se denomina relajacion fraccionaria, ver ([29])

ysil < a < 2laecuacién (1.5) se denomina oscilacion fraccionaria, ver [30].
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En el primer caso, necesitamos agregar una condicioén inicial como,

(91-a * u)(0) = uo,

y en el segundo caso necesitaremos dos condiciones iniciales como

(g2—a *xu)(0) = ug ¥ (g2—a * u)'(0) = uy.

Observacion 1.2.3. Dentro de la teoria de la viscoelasticidad, Heymans
y Podlubny [38] han demostrado que es posible dar un sentido fisico a las
condiciones iniciales expresadas en términos de la derivada fraccionaria de
Riemann-Liouville, ademds es posible obtener wvalores iniciales para tales
condiciones con medidas y observaciones apropiadas. Utilizando la transfor-
mada de Laplace (1.3) y la ecuacion (1.4), podemos obtener la solucion de

(1.5) de la siguiente forma:

u(t) = t* 1B, o(—p™t*)ug, € (0,1);
u(t) = t* 2By 01 (—p*t“)ug + t* By o(—pt*)uy,  a € (1,2).
En lo que sigue, necesitaremos una descripcion explicita de la funcién
sa(t) = t* B, o(—p2t*), a€(1,2)

cuya transformada de Laplace es

1
S0 \) = ———, ReX>p'* p>o0. 1.6
W=7 p p p (1.6)
Proposicién 1.2.4. Sea 1 <a <2 yp>0. Para todo t > 0 tenemos que
1 o @
Sq(t) = —sin 7ra/ et — " dr
T 0 r2e 4 2r%p cos Ta + p2°
(1.7)
2 tpcosT/a :
- ——e" cosltpsinm/a + 7/al.

apozfl
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Demostracion. El caso p = 1 la demostracion esta se encuentra en [29, p.244-
247]. Haremos un esquema de los pasos principales para la demostracién del
caso general. Primero notemos la siguiente identidad

1 -1 P
)\a+pa pa )\a_|_pa

—1). (1.8)

Denotamos e, (t) := Eq1(—p*t®). Entonces por (1.4) obtenemos é,(\) =

a—1

Yo e Pare ReX > p'/*. Por lo tanto de (1.6) y (1.8) obtenemos
6 poé

—1 ,
Salt) = Fea(t). (1.9)

Por la formula de la inversién de la Transformada de Laplace, tenemos

1 /\afl
eq(t) = 5 / e e —dA
7 JB, +p

donde B, denota el camino de Bromwich, es decir, es la recta Re(\) = o >
p'/® y la parte imaginaria I'm(\) va desde —oo a +oo0.

En orden de obtener una descomposicién de e, en dos partes, torcemos
la integracién del camino Bromwich B, a un camino equivalente que es el
camino de Hankel Ha(p'/®), la cual empieza desde —oo a través del lado

% en el sentido

inferior del eje real negativo, luego rodea el disco |A\| = p!/
positivo y termina en —oo a lo largo del lado superior del eje real negativo,

como muestra la siguiente figura:
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(R P T o z ’: 1/c

Lo cual nos permite obtener

ea(t) = fa(t) + ga(?), (1.10)

con

1 )\a—l
o(t) = — L AE— b
f ( ) 2mi /I;Ta(e) ‘ A + IOQ

donde ahora el camino Hankel Ha(e) denota un giro constituido por un

circulo pequeno |A| =€ con € — 0 y por los dos bordes del eje real negativo,

y
Aa—l a—1

ga(t) = ™' Res( )so + €™ Res( s

)\a+pa )\a+pa

donde sy = pe'™* y 51 = pe~"™/* son los polos de %, (1 < a < 2). Note-
mos que Sg y s; estan localizados en la mitad del plano izquierdo. Entonces

obtenemos

2
Ga(t) = Zertes™/@) cog[ptsin(n/a)]; 1 < a < 2. (1.11)
«

Por otra parte, la contribucién del camino de Hankel Ha(e) cuando € — 0 es

proporcionada por

falt) = /000 e " K, (r)dr, (1.12)
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con . \omt
Kalr) = = Im{gi o)
(1.13)
1 pr®tsinam
T 724 2repe cos(arm) + p20
Por tanto

o 2
el (t) = —/ re " K, (r)dr + ZP gptcos(n/) cos|ptsin(m/a) + m/a, (1.14)
0 «

y finalmente de (1.14) y (1.9) obtenemos (1.7).
[

Observacion 1.2.5. Si la condicion inicial es e,(0) = 1, se tiene de (1.10)

y (1.11) que
= 1a(0) + gu(0) = ful0) + =

Por tanto de (1.12) y (1.13),

l/oo : r®Lsin am dr:i(l—z).
T Jo 124 2rep>cos(am) + p>@ P a
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1.3. Familias resolventes de operadores

Necesitamos una familia de operadores que nos permita definir una solu-
cién débil para las ecuaciones diferenciales fraccionarias, que trataremos en

el siguiente capitulo. Para esto, veamos la siguiente definicion

Definicién 1.3.1. Sea A un operador cerrado y lineal con dominio D(A)
definido sobre un espacio de Banach X y« > 0. Llamamos A el generador de

una familia a-resolvente si existe w > 0 y una funcion fuertemente continua

Se : Ry — B(X) tal que {\* : Rel >w} C p(A) y
(A —A) e = / e MSy(t)zdt, Rel>w, z¢€X.
0
En ese caso, {S4(t) hier+ es llamada la familia a-resolvente generada por A.

Por la unicidad de la transformada de Laplace, una familia 1-resolvente
es lo mismo que un Cpy-semigrupo, mientras que una familia 2-resolvente
corresponde al concepto de la familia seno, ver [6, Seccién 3.15].

Notemos que las familias a-resolventes son un caso particular de las fami-
lias (a, k)-regularizadas introducidas en [43]. Estas han sido estudiadas en
una serie de articulos en los tltimos anos (ver [44], [45], [46], [53]). Segun
[43] una familia a-resolvente {S,(t)}icr+ corresponde a una familia (g, ga)-
regularizada.

Notablemente las familias a-resolventes estan presentes también en [10,
p.62] (ver férmula (4.33)) donde algunas propiedades son estudiadas en el
contexto de los espacios de Lebesgue LP(R, X).

Al igual que en la situacion de los Cy-semigrupos, tenemos diversas rela-
ciones de una familia a-resolvente y su generador. El siguiente resultado es

una consecuencia directa de [43, Proposicién 3.1 y Lema 2.2].
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Proposicién 1.3.2. Sea 1 < o < 2 y sea {Sa(t)}ier+ una familia o-
resolvente sobre X con generador A. Entonces las siguientes aseveraciones

son verdaderas:
(a) Sa(t)D(A) C D(A) y AS,(t)x = Su(t)Az, para todo x € D(A) yt > 0;
(b) Sea x € D(A) yt >0, entonces
Se(t)x = go(t)x + /Ot Ga(t — ) AS,(s)xds. (1.15)
En particular 45, (t)x eziste.

(¢c) Sea x € X yt>0. Entonces fg 9a(t — 5)Sa(s)xds € D(A) y

t
Sa(t)r = gal(t)x + A/ Ga(t — 5)Sa(s)xds.
0
En particular, So(0) = g4(0).

Observacion 1.3.3. Sea 1 < a < 2. Tomando la transformada de Laplace

a la ecuacion
Dfu(t) = Au(t), (ga—a*u)(0) =0, (go_o*u)'(0)==x (1.16)

obtenemos que la transformada de Laplace de la solucion es (\* — A)~L
En consecuencia, la ecuacion (1.16) estd bien definida si y solo si A es el

generador de una familia a-resolvente.

Sea 1 < a < 2. Si un operador A, con dominio D(A) C X, es el generador
infinitesimal de una familia a-resolvente S, (t) entonces,

_ _ ta—1
A — ['(2a—1) m [()Sy(t)r —t* o
o) =0+ t2e-1

, para todo z € D(A).

Para la aseveracién anterior ver [46, Teorema 2.1].
Por ejemplo, el caso limite S; () corresponde al generador de un Cy-semigrupo

y Sa(t) corresponde al generador de una familia seno.
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Una caracterizaciéon de generadores de familias a-resolvente, analogo al
Teorema de Hille-Yosida de Cy—semigrupos, pueden ser directamente de-
ducidos de [43, Teorema 3.4]. Resultados sobre perturbacién, aproximacion,
representacion, asi como los teoremas del tipo ergddico también pueden ser
deducidos de (a, k)—resolventes regularizados, ver [44], [45], [46] y [53].

Tenemos el siguiente criterio para encontrar familias a-resolventes.

Teorema 1.3.4. Sea A el generador de una familia coseno fuertemente con-
tinua. Entonces A es el generator de una familia a-resolvente para todo

1<a<?2.

Demostracion. Como A genera una familia coseno, entonces por el principio
de la subordinacién [10, Teorema 3.1] tenemos que A genera una familia

fuertemente continua R, (t) exponencialmente acotada, tal que

~

Ra(M\) = X271 (0 — A),

para todo A suficientemente grande. Definimos

d

Sa (t)l' = %

t
/ ga(t — s)Ry(s)xds, t>0, zelX.
0
Luego es claro que S, (t) es fuertemente continua y,

$alX) = Ao = Bal) = Aos Buld) = (3 = A)™,

)\a

para todo A suficientemente grande. Por lo tanto A genera una familia a-

resolvente. O



Capitulo 2

Soluciones débiles casi
automorficas de ecuaciones

diferenciales fraccionarias

En este capitulo definiremos la solucién débil de la ecuacion general
Dfu(t) = Au(t) + " f(t,u(t),d'(t), teR, neNy, 1<a<2 (2.1)

donde A : D(A) C X — X es el generador infinitesimal de una familia -
resolvente y f : Rx X x X — X es una funcion casi automorfica que satisface
las condiciones del Teorema 1.1.12. La derivada fraccionaria que utilizaremos
serd en el sentido de Riemann-Liouville, como vimos en la seccion 1.2 del
capitulo anterior.

La razén para estudiar la ecuacién (2.1) es que aparece en distintos modelos
matematicos de viscoelasticidad [51] y en otros campos de la ciencia [39], [50].
De hecho, la ecuacién del tipo convolucién (2.1) es equivalente a resolver una

ecuacién integral (ver [10], [18]). Es también interesante cuando se investiga

27
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entre las ecuaciones de difusién (« = 1) y propagacién de onda (o = 2). Es
importante destacar que el estudio de soluciones casi automorficas de (2.1)
en el caso @« = 1 y a = 2 fue realizado en [20], [28], [33] y [42], pero no
habia sido considerado para las ecuaciones diferenciales fraccionarias antes
del articulo [4].

Por otra parte, las condiciones suficientes para la existencia de soluciones

débiles casi automorficas de la ecuacion semilineal de evolucion

u'(t) = Au(t) + f(t,u(t)), teR, (2.2)

donde f es casi automorfica, ha sido estudiada en distintos articulos en los
ultimos anos. Por ejemplo en [33] A es un generador de un Cp—semigrupo
exponencialmente estable, por otra parte, en [28] se trabaja con la misma
condicién de A y adicionalmente f es de la forma f(¢,z) = P(t)Q(z). La
existencia y unicidad de (2.2) fue obtenida en [20] bajo algunas condiciones
iniciales sobre A y f. El correspondiente problema de segundo orden fue
recientemente estudiado en [42], donde A es el generador de un semigrupo
holomorfico.

En resumen, la ecuacion (2.1) sera analizada en seis diferentes casos:

1. Cuando n =0y f es de una variable.

2. Cuando n > 0y f es de una variable.

3. Cuando n = 0, f es de una variable y el generador A = —p®, con p > 0.
4. Cuando n > 0, f es de dos variables y el generaror A = —p*, con p > 0.
5. Cuando n =0y f esta definida en dos variables.

6. Cuando n =0y f estd definida en tres variables.
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Los casos (1), (2) y (3) serdn estudiados en la primera seccién y los casos
restantes en la segunda seccion.
En la primera seccién definiremos la solucién débil para las ecuaciones ya
mencionadas y haremos un contraste de las soluciones cuando « toma los
valores extremos 1 y 2. Ademas, estudiaremos un nuevo concepto de funciones
casi automorficas, que son las funciones casi automorficas con peso, cuales
nos ayudardn a resolver las ecuaciones del tipo (2) y (4). En la segunda
seccién haremos incapié en la condicion del tipo Lipchitz de las funciones
casi automorficas en dos o tres variables, la cual es una condicién crucial
para demostrar la unicidad de la soluciéon débil casi automorfica para las

ecuaciones del tipo (4), (5) y (6).

2.1. Ecuaciones fraccionarias lineales

Comenzaremos esta seccion con el siguiente lema, que serda fundamental
para demostrar que la solucion de las ecuaciones fraccionarias lineales son

casl automorficas.

Lema 2.1.1. Sea {S(t)}+>0 una familia fuertemente continua de operadores

lineales acotados tal que
IS < ¢(t) para todo t € Ry, con ¢ € L'(R,).

Si f R — X es una funcion casi automorfica entonces

/t S(t—s)f(s)ds € AA(X).

— 00

Demostracion. Sea (s),) C R una sucesién. Como f € AA(X) existe una

subsucesion (s,,) de (s),) tal que

lim f(t+ s,) = g(t), paratodot e R

n—oo
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lim g(t — s,) = f(t), paratodot € R.

Definimos F(t) = [*_S(t—s)f(s)ds y G(t) = [*__S(t — s)g(s) ds. Ahora

consideremos

F(t+s,) = /t+8n S(t+ s, —s)f(s)ds

— 00

= /t S(t—o)f(o+s,)do.

— 00

Notemos que

IE(E + sn)ll < [0l fllee ¥ IG@ < l@hllgllo

y por la continuidad de S(-)z, tenemos S(t — o) f(o + s,) — S(t — 0)g(0),
cuando n — oo para cada o € R fijo y cualquier t > o. Entonces por teorema

de la Convergencia Dominada de Lebesgue,
F(t+ s,) — G(t) cuando n — oo, para todo t € R.
De manera similar podemos demostrar que
G(t — s,) — F(t) cuando n — oo, para todo t € R.
O

Sea 1 < a < 2 y supongamos que A genera una familia a-resolvente aco-

tada S,(t) sobre X, y sea f € L}, (R, X) dado. Entonces la tinica solucién

loc

del problema
Difu(t) = Au(t) + f(t), (g2-axu)(0) =0, (g2-a*u)(0)=2

esta dada por

u(t) = Sa(t)z + /Ot Sa(t —s)f(s)ds, t>0.
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Para nuestros propdsitos no es natural especificar un valor inicial, por

tanto ampliaremos la terminologia anterior de la siguiente manera.

Definicién 2.1.2. Sea A un generador de una familia a-resolvente {Sq(t) }+>0-
Una funcion v : R — X que satisface la ecuacion
¢
u(t) = / So(t — s)s"F(s,u(s),u'(s))ds, para todot € R (2.3)

—0o0

es llamada solucion débil sobre R de la ecuacion
Dfu(t) = Au(t) +t"F(t,u(t),u'(t)), teR, neNy

Observaciéon 2.1.3. La definicion anterior es la extension natural del con-
cepto usual de solucion débil en los casos a« = 1 y o = 2. De hecho, en
el primer caso T(t) = Si(t) es el Cy-semigrupo generado por A y u(t) =
/t T(t —s)f(s)ds. (Aqui denotamos f(s) = s"F(s,u(s),u'(s))). Entonces

tenemos que para todo t > a, con a € R,

T(t—a)ula) + / T(t—s)f(s)ds
= T(t—a) /a T(a—s)f(s)ds+ / T(t—s)f(s)ds

—00

= /a T(t—s)f(s)ds+ /atT(t —s)f(s)ds

—00

_ / T(t — 5)f(s)ds = u(t).

—00

En el sequndo caso tenemos que S(t) := Sa(t) es la familia seno generado
t

por A yu(t) = / S(t —s)f(s)ds. Por tanto, con a € R dado y denotando

—00
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C(t) = S'(t) la funcién coseno (cf. [6] o [23]), tenemos
Clt—ayu(a) + St — a)yd(a) = Clt — a) /_ oo S(a— 5)f(s) ds
b S(t-a) /_OO Cla— s)f(s) ds
_ / " C(t— a)S(a— s) + S(t — a)Cla — $)]f(s) ds.

Como S(t+s) = C(s)S(t) + S(s)C(t), tenemos
C(t —a)u(a) + S(t — a)u'(a) = /a S(t—s)f(s)ds.
En consecuencia, obtenemos

u(t) = / S(t—s)f(s)ds = [C(t—a)u(a)+5(t—a)u’(a)]+/ S(t—s)f(s)ds,

la cual es usualmente llamada solucion débil para el problema de Cauchy de
sequndo orden.

Note que en el caso de 1 < a < 2 no hay una propiedad andloga de
semigrupo T(t + s) = T(t)T(s) o una ecuacion funcional de coseno C(t +
s)+C(t—s) =2C(t)C(s), las cuales juegan un papel crucial en el desarrollo
de las correspondientes teorias. Esto se debe al cardcter no local que posee la

diferenciacion fraccionaria, dejando siempre alguna presencia de memoria.

Antes de ver el siguiente resultado, veamos la definicion de un espacio
denominado espacio de las funciones casi automorficas con peso. Este espacio
fue introducido en el ano 2006, por B. Basit y A.J. Pryde para poder estudiar

el comportamiento asintético de las soluciones de la ecuacion del tipo
w'(t) = Au(t) + " f (L, u(t)),

donde A es el generador de un Cy—semigrupo y f(-,x) pertenece al espacio

anteriormente mencionado.
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Sea wy(t) = (14 |t))", con n € Nyt € R. Para una funcién f : R — X

definimos la norma
[ fllwn.00 = L.f /il co-

Usaremos la siguiente notacién para el siguiente conjunto
Cuno(R, X) = {w,f : f € Co(R, X)}.

Cabe notar que este espacio es un espacio de Banach dotado con la norma

| - |lwn,00, Para mas detalles consultar [7].

Definicién 2.1.4. Una funcion casi automorfica con peso, es una funcion

que pertenece a AA,, (R, X), donde
AA,, (R, X) =t"AAR,X) & Cy, o(R, X),

es decir, si f € AA,, (R, X), entonces [ se puede descomponer de manera

unica en la forma
f=t"fi+ [
con fi € AA(X) y fo € Cy, 0(R, X).
Cabe destacar t" AA(X)+Cy, o(R, X) es un subespacio cerrado de BC(R, X)
y la suma es directa (topologicamente), ver [7], Teorema 1.6. Esto nos motiva

al siguiente teorema que es el principal resultado de esta seccién. Cabe notar

que este resultado extiende lo realizado en [33, Teorema 3.1].

Teorema 2.1.5. Sean € Z, . Suponga que A genera una familia a-resolvente

{Sa(t) }+>0 para algin 1 < a < 2 que satisface

157 Sa(t)]| < Gar(t), t >0, con ¢por € L'(RY) (2.4)
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para todo k = 0,1,...,n. Sea f € AA(X). Entonces la ecuacion
Diu(t) = Au(t) +t"f(t), teR,
tiene solucion débil u € AA,, (R, X).

Demostracion. Sea u(t) = / Sa(s)(t —s)"f(t — s)ds entonces
0

/OOOSa(s)(t—s)”f(t—s)ds _ t”/OOOSa(s)f(t—s)ds

n

S =" t”_k/ooskSa(s)f(t—s)ds
=1 k 0

= uy(t) + ua(t).

o

(en el caso n = 0 tomamos uy(t) = 0). Por Lema 2.1.1, u; € AA,, (X).
Demostraremos que uy € C,,, o(R, X). De hecho, por (2.4) tenemos s¥S,(-) €
LY (R, B(X)) para todo k = 0,1, ...,n. Entonces

/0 " S (s)f(t — s) ds

S/ 15" Sa(s)f(t = 8)ll ds < [[flloollx]]1
0

r

para todo k =0,1,...,n. Como lim ————— = 0, tenemos

tr/ §"S,(s)f(t —s)ds € Cp,o(R,X), 0<r<n
0
y esto demuestra que us € Cy,, o(R, X). O

Observacion 2.1.6. El caso o = 2 no estd cubierto por el teorema anterior,
aunque n = 0. Esto se debe al hecho de que la familia seno no puede ser
estable, como fue demostrado recientemente en [52, Teorema 2.3 ]. Por otra
parte, el caso o =1 yn =0, estd en el Teorema 2.1.5 que fue probado por

N’Guérékata [33], y el caso o« = 1,n € N fue demostrado por Basit y Pryde

1.
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Corolario 2.1.7. Supongamos que A genera una familia c-resolvente {S,(t) >0
tal que
1Sa ()|l < ¢alt), para todo t >0, con ¢, € L'(R,),

y sea f € AA(X). Entonces para todo 1 < o < 2, la ecuacion
Diu(t) = Au(t) + f(t), teR,
tiene una solucion débil u € AA(X).

El siguiente resultado es una generalizacién de [15, Teorema 3.1}, donde

el caso o = 1 es demostrado.

Corolario 2.1.8. Sea f : R — R una funcion casi automorfica y sea p > 0

un numero real. Entonces para cada 1 < o < 2, la ecuacion
Dpu(t) = —pult) + f(t), tER, 2.5)
tiene solucion débil casi automorfica, dada por

u(t) = / Sa(t —s)f(s)ds, teR,

donde
Sa(t) = 1 sin 7r04/ et 5 ~ dr
m 0 r2¢ 4 2rep® cos T + P2
(2.6)
— Letp“’”/o‘cos[tpsinw/a—l—7r/a] t>0.
apa—l ’ -

Demostracion. La demostracién de que (2.6) es una familia a-resolvente se

tiene de la Proposicién 1.2.4. Probaremos que
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donde ¢, € L'(R,). De hecho, notemos que r?® + 2r®p®cos o + p?® =

(r* cos(ra) + p*)* + (r*sin(ra))? > 0, entonces tenemos que

7,,04

dr

1 o0
S.(t)] < =lsi -t
S0 < Hlsinmal [ e

2 CoST/Cx
+ —Oépa_l etPeosm/a —: o (t).

Aplicando teorema de Fubini y notando que cosm/a < 0y sinwa < 0 para

1 < a < 2, obtenemos

o0 1 o0 e} (0%
/ |pa(t)|dt = —|sin 7ra|/ / e "= " dtdr
0 T o Jo 720 4 2rep® cos Tar 4 p>@

2 /OO tpcosm/

+ — e PesTIt

ap*= Jo

—sinTa [ ro-l
= 5 Sodr

s o T4 2rep®cosma + p®
2

+

ap®(—cos(r/a))

El primer término es igual a ;—al(l — %) por la Observacion 1.2.5. Entonces

Pa € LI(RJr) y
2 1 2

di=— - ——— 2.7
||§0 Hl ap® o ap® COS(T('/O&) ( )

[l
Observacién 2.1.9. Definamos [(a) := ||pa||;*. Entonces para 1 < o < 2
tenemos que I(1) = £, 1(2) = 0 y l(«a) tiene un mdzimo en algin punto

ap(p) € (1,2). Observamos que el punto ag(p) tiende a 1 cuando p tiende a

0 y, reciprocamente, el punto punto ag(p) tiende a 2 cuando p tiende a c©.
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2.2. Ecuaciones fraccionarias semilineales

En lo que sigue, trabajaremos con ecuaciones semilineales con derivada
fraccionaria, para esto denotaremos
2 1 2

___—)_17 p>07

l(a,p)Z(a_pa p*  apcos(t/a)

siempre que 1 < a < 2. El principal resultado de esta seccién generaliza [33,

Teorema 3.2] al caso fraccionario .

Teorema 2.2.1. Supongamos que A genera una familia a-resolvente { S, (t) }+>0
tal que
1S, (t)|| < ¢a(t), para todo t >0, con ¢, € L*(R,).

Sea f: RxX — X casi automorfica ent para cada v € X y ademads satisface
la condicion de Lipschitz en x uniformente en t, esto es,
1t 2) = f(ty)ll < Lllz —yll, para todo z,y € X.
Entonces
Diu(t) = Au(t) + f(t,u(t)), teR, (2.8)
tiene tinica solucion débil casi automorfica si L < ||¢ol|;".

Demostracion. Definimos el operador F': AA(X) — AA(X) por

Fo0 = [ '\ Sult—s)f(s,0(s))ds, tER.

—00

En vista del Teorema [35, Teorema 2.2.6] y el Lema 2.1.1, F' estd bien definida.

Entonces para @1, ¢y € AA(X) tenemos:

/ Sult — $)[F (5, 01(5)) — F(s, oals)))ds

—00

[Fer = Feolloo = sup

teR

< Lsup / 1Sa(m)lea(t — ) — @a(t — 7)lldr
teR Jo

< Lllpi— ol / balr)dr.
0
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Esto demuestra que F' es una contraccion, luego por el Teorema del Punto

Fijo de Banach existe un unico u € AA(X), tal que Fu = u, esto es,

u(t) = /_ Su(t — 8)f (s, u(s))ds.
]

Observacion 2.2.2. En [28] fue demostrada la existencia de soluciones
débiles casi automorficas para (2.8) con o = 1, donde f no necesariamente es
Lipschitziana, pero f es una funcion de la forma f(t,z) = P(t)Q(z), donde

P y Q) poseen condiciones apropiadas.

El siguiente corolario es una generalizacién del caso @ = 1, que fue de-

mostrado en [15, Teorema 3.2 |.

Corolario 2.2.3. Sea p > 0 un nimero real. Sea f : RxR — R una funcion
cast automorfica en la primera variable y ademds satisface la condicion del

tipo Lipschitz en la sequnda variable, esto es,
||f(t,.l’) - f(tvy)” S LH'I - y”? para todo T,y € R.

Entonces
Dffu(t) = —p®u(t) + f(t,u(t)), teR,
tiene unica solucion débil casi automorfica si L < l(c, p).

Observacion 2.2.4. Es interesante notar, que en relacion a la Observacion
2.1.9, el comportamiento de las potencias fraccionarias en la ecuacion (2.8)
es mejor para el caso o > 1 hasta cierto punto so(p) el cual depende del
numero p, en este sentido la constante de Lipschitz L puede tomar mads val-
ores, comparado con el caso o = 1. Mientras que el caso limite o = 2 es el
peor, pues ||ps||7t tiende a cero cuando o tiende a 2 independientemente del

valor de p.
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Notemos que si f € AA(X), su derivada f’ existe y es uniformemente con-
tinua en R, entonces f' € AA(X), ver [35, Teorema 2.4.1]. Para el siguiente
resultado utilizaremos el espacio de las funciones casi automorficas diferen-

ciables definidas por
AANX) = {f € AA(X) : f existe y pertenece a AA(X)},
el cual es un espacio de Banach, dotado con la norma

1 Laar ) = [1flloo + 1" ]loo-

Teorema 2.2.5. Sea 1 < a < 2. Supongamos que A genera una familia

a-resolvente {Sq(t) }i>0 tal que
1Sa(®)ll < da(t) y [1Sa(t)]l < ¥alt), para todot >0, con ¢a, v € L'(Ry).

Sea f: R x X x X — X casi automorfica en t € R, para cada x,y € X,

ademds satisface la condicion de Lipschitz uniformemente en t, esto es,

||f(t,$17y1) - f(t,$2,y2)|| < L1H$1 - !L’2|| + L2||y1 - y2||, para todo x,y € X,

con
1
L= L.. L .
maztl, Lo} < erriam
Entonces
Drult) = Ault) + f(tu(t) d/(t), tER, (2.9)

tiene una unica solucion débil casi automorfica diferenciable.

Demostracién. Definimos el operador H : AAY(X) — AAY(X) por

t

Ho)(O) = [ Sult=9)f(s.0(s) 0/ (s)ds, teR

— 00
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Demostraremos que H esta bien definido, para esto primero demostraremos

FCw(),¢'() € AA(X).

Como f es casi automorfica en ¢ entonces para cualquier sucesién (s/,) C R

existe una subsucesién (s,) tal que
ft+sn,2,y) — f(t,2,y) y f(t — sn,2,9) — f(t,z,y) cuando n — oo,
para todo t € R. Para esta sucesion (s,) existe una subsucesion (s,,) tal que
o(t+ sm) — B(t) vy B(t — sm) — @(t) cuando m — oo,

para todo t € R. Nuevamente para esta sucesion (s,,) existe una subsucesién

(s;) tal que
P'(t+s) = () y Pt —s1) — ¢(t) cuando | — oo,
para todo t € R. Entonces tenemos

ft+s,zy)— flt,z,y) v f(t—s,2,9)— f(t,z,y) cuando [ — oo, para todo t € R.
ot+s)—2(t) v @(t—s)— p(t) cuando | — oo, para todo t € R.

Definimos F'(t) := f(t,o(t),¢'(t)) y F(t) := f(t,o(t), P (t)), entonces

1F(E+s) = F@Oll = I+ 50t +s), &t + 1) = f(E,2(0), & (1))l
< 45,0t + 1), @' (E+ 1)) = f(E+5,8(8), D (1)l
+ (45,200, 7 (1) — (.21, 7 (1)l
< Lt + ) =2 + Lall¢'(t + ) =% (@)
+ I+ 5,8(), 7 (1) — F(t,B(1), 7' (0))]

A

&,
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cuando [ — co. Entonces F(t+s;) — F(t) cuando | — oco. De forma anéloga

tenemos que F(t — s;) — F(t). Entonces F € AA(X), luego Hp € AA(X)

por Lema 2.1.1. Por otra parte

(He) (1) = / St — ) f(s, p(s), (),

—00

entonces (Hy)" € AA(X) por Lema 2.1.1. Por tanto H estd bien definido

como queriamos demostrar. Sean ¢y, p; € AA(X), luego tenemos

|Hor — Hpslloo =

IA

<

sup
teR

/_ S(t = 5)[f (s, 01(5), 1 (5)) — [ (5, p2(5), £5(5))]ds

sup/_ 15t = $)II[Laller(s) — @2(s)[] + Laf [ (s) — @5 (s)][]ds

teR
Lillos = ol + Lallgt = #hlle] [ 00s)1ds
0

Llp1 — @allaarx)l|@]]

donde L = max{Ly, Ly}. De manera similar obtenemos

I(Hpr) = (Heo) oo < Lller = paflaarcxl[¥]]1-

Entonces

[1Her — Hesllaaxy = [1Her = Heslloo + [[(Hpr) = (Hpa) oo

< Lller = pallaarollllh + 101 L],

demostrando que H es una contraccién. Por tanto, existe un tnico u €

t

AAYNX), tal que Hu = u, i.e. u(t) = / S(t—s)f(s,u(s),u'(s))ds. O

—0o0

Corolario 2.2.6. Sea 1 < a < 2yp > 0. Sea f : RxRxR — R

casi automorfica en la primera variable y ademds satisface la condicion de

Lipschitz en la sequnda y en la tercera variable, esto es,

||f<t,$17y1) - f(t,:Eg,:yg)H < L1||ZL‘1 - xQ” + LQHyl - y?”a bara todo T,y € Ra



42

Entonces

Diu(t) = =p™u(t) + f(t,u(t), u'(t), tER,
tiene unica solucion débil casi automorfica diferenciable si

2 1

2 : 2\1—1
o areadr (L plsin(e /)]

max{Ly, Ly} < |

Demostracion. La familia resolvente S, (t) esta dada por (2.6). Ademds por

la demostracién del Corolario 2.1.8 existe una funcién ¢, € L*(R) tal que

[Sa(@)] < ¢alt) ¥

2 1 2
S — (2.10)
ap®  p*  ap®cos(m/a)

||90aH1 =

Tenemos

-1 a+1

SL(t) = —sinwa/ e "t
0

r

T 720 4 2r®p® cos T + p3

2
o apa—2e

treosm/a costpsin m/al.

Por tanto

1 e rott
S| < —ysmm|/ e dr
T 0 72 4 2r®p® cos T + p3@

2 tp /
CosST/x = o t .
o Ya(t)

Entonces, aplicando el Teorema de Fubini y tomando en cuenta que sin(ra) <
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0, obtenemos

o0 1 [ee] o) T’aJrl
/ o (t)dt = —|sinmal / / e — drdt
0 T o Jo 720 4 2rap® cos T + P2

2 oo
+ / 6tp cosT/a dt
0

apoc—2

_1 oo ra
= —sin7mw et 5 5 dr
m 0 7o 4 2r®p® cos T 4 pA

2
ap*tcos(m/a)

Como S,(0) = 0, de (2.6) deducimos que el término de la integral de la

—2
ultima desigualdad es igual a M. Por tanto
ap*—
—2cos(m/a) 2
[allr = - : (2.11)
ap ap~tcos(m/a)

Asi de (2.10) y (2.11) obtenemos

1 2 1
[

1Walli +lalli — "ap™  p*  ap®cos(r/a)

(1+ p(sin(m/a))*)] .
O

Observacién 2.2.7. Observamos que la funcion m(a, p) = [# — p% —
m(l + p(sin(r/a))?)]™! es estrictamente decreciente en « sobre el

intervalo (1,2), independentiente de los valores de p. Ademds m(1,p) = p/3
ym(2,p) = 0. Esto demuestra que el caso o = 1 es mejor y que el caso a = 2

es peor, en contraste con la situacion del Corolario 2.2.3.



Capitulo 3

Soluciones casi automorficas de

ecuaclones en diferencias

En el presente capitulo estudiaremos las soluciones casi automorficas dis-

cretas para ecuaciones en diferencias de la forma
Au(n) = Tu(n) + F(n), conn € Z,

donde F' es de la forma F(n) = f(n,u(n)), T es un operador lineal acotado
definido en X y A es el operador diferencia de primer orden, es decir, para

cadau:7Z — X, yn € Z,
Au(n) =u(n+1) — u(n).

Durante este capitulo utilizaremos distintos métodos para encontrar y de-
mostrar que las soluciones de las ecuaciones en diferencias son casi autor-
moficas discretas, eso dependera de la forma de la funcién F si es de una o
de dos variables.

En la primera seccién estudiaremos la existencia de soluciones casi auto-

44
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morficas discretas para la ecuacion lineal en diferencia
Au(n) = Tu(n) + f(n),

donde f(n) es una funcién casi automorfica discreta en X. La propiedad fun-
damental de la convoluciéon entre funciones casi automorficas discretas con
funciones discretas sumables, es la clave de esta seccién para demostrar que
las soluciones de la ecuacion anterior son funciones casi automorficas discre-
tas.
Otro de los resultados importantes de esta seccion, es que si agregamos cier-
tas condiciones al espacio de Banach X, basta con tener que la solucion es
acotada, para obtener que la solucién es casi automorfica discreta. Para fi-
nalizar la secciéon mostraremos una ecuacion en diferencias que modela la
distribucion de calor en una barra delgada, a la cual aplicamos los teoremas
vistos para analizar la existencia de soluciones casi automorficas discretas.
En la segunda seccién probaremos la existencia de soluciones casi auto-

morficas discretas para la ecuacion en diferencia semilineal
Au(n) = Tu(n) + g(n,u(n)),

donde g : Zx X — X es una funcién casi automorfica discreta en n, para cada
x € X, y satisface la condicién del tipo Lipchitz. Utilizaremos el teorema del
punto fijo de Banach, para demostrar unicidad y existencia de la solucién de
la ecuacién anterior y la propiedad de la convolucién entre una funcién casi

automorfica discreta con una funcién discreta sumable.
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3.1. Soluciones casi automorficas discretas para
ecuaciones en diferencias lineales de primer

orden

Antes de comenzar el estudio de las soluciones de las ecuaciones en dife-
rencias, analicemos algunas propiedades fundamentales que tiene el operador

diferencia A evaluado en una funcién casi automorfica discreta .

Teorema 3.1.1. Sea {u(k)}rez una funcion casi automorfica discreta, en-

tonces Au(k) es también casi automorfica discreta.

Demostracion. Como Au(k) = u(k + 1) — u(k), entonces por (i) y (iii) del

Teorema 1.1.5, tenemos que Au(k) es casi automorfica discreta. ]

Recordemos que el espacio ¢y consiste en todas las sucesiones (z,)nen,
cuyo limite es cero. El siguiente resultado es trascendental, pues es el recipro-
co del Teorema 3.1.1, hecho por Basit en [9, Theorem 1] (ver también [47,

Lemma 2.8]). Este es el siguiente:

Teorema 3.1.2. Sea X un espacio de Banach que no contiene ningun sub-

espacio isomorfico a ¢y. Sea u : Z — X y supongamos que
y(k) = Au(k), keZ,

es una funcion casi automorfica discreta. Entonces u(k) es también casi au-

tomorfica discreta.

Como es conocido un espacio de Banach convexo no contiene ningin
subespacio isomorfico a ¢g. En particular, todo espacio de dimension finita

no contiene ningun subespacio isomorfico a cy.
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A continuacion, veremos que sucede con la convolucién entre una funcién
sumable con una funcién discreta casi automorfica. Estos resultados seran la
clave en el estudio de las soluciones de ecuaciones en diferencias lineales y

semilineales.

Teorema 3.1.3. Sea v : Z — C una funcion sumable, es decir,
> folk)] < oo
keZ
Entonces para cualquier funcion casi automorfica discreta u : Z — X la
funcion w(k) definida por
wk) => v(lulk 1), keZ
leZ

es también casi automorfica discreta.

Demostracion. Sea (k!) una sucesién de numeros enteros. Como u es casi

automorfica discreta existe una subsucesion (k) de (k) tal que

estd bien definida para cada k € Z y

im @k — k) = u(k)

n—od

para k € Z. Notemos que
lo (B <> le@Hlutk =D < D lo@lulla < oo,
ez leZ

entonces, por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue, obtenemos

lm w(k + k) = > o(l) dm w(k + k, — 1) =Y _o()ya(k — 1) = w(k).

n—oo n—oo

leZ leZ
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De manera analoga, demostramos que

lim w(k — k,) = w(k),

n—oo
por tanto w es una funcion casi discreta automorfica. O]

Observacién 3.1.4.

(i) Si tenemos la misma hipotesis del teorema anterior y consideramos la

convolucion finita de la forma

k
wk) = vk —Nu(l), keZ
=0
o la convolucion
k
wk) = > ok —Nu(l), keZ,
l=—00

éstas también son casi automorficas discretas.

(i1) El resultado del teorema anterior se tiene también, si consideramos un

operador

v:Z — B(X)

tal que

> llo(k)]] < oo

keZ
El ejemplo cldsico es v(k) = T*, donde T € B(X) y satisface ||T|| < 1.

Las ecuaciones en diferencia usualmente describen la evolucién de cierto
fenomeno sobre el transcurso del tiempo. En esta seccion trabajaremos con
ecuaciones en diferencias lineales de primer orden. Estas ecuaciones son apli-

cadas en varios dreas como, la biologfa (estudio de competitividad de especies



49

en la dindmica de su poblacién), fisica (en el estudio de los movimientos de
cuerpos en interaccién), el estudio de sistemas de control, neurologia y elec-
tricidad, ver [21, Capitulo3].

Estamos interesados en encontrar soluciones casi automorficas discretas a
ecuaciones en diferencias de primer orden, la cual escrita en forma vectorial
es de la forma:

Au(n) = Tu(n) + f(n) (3.1)
donde T' es una matriz, o de forma mas general, un operador lineal acotado
definido sobre un espacio de Banach X y f pertenece a AAy(X). Notemos

que la ecuacién (3.1) es equivalente a

u(n +1) = Au(n) + f(n), (3.2)

donde A = I +T. Empezaremos estudiando el caso escalar. Para esto deno-

taremos D := {z € C : |z] = 1}.

Teorema 3.1.5. Sea X un espacio de Banach. Si A ==X € C\D y f :
7. — X wuna funcion discreta casi automorfica entonces existe una solucion

discreta casi automorfica de (3.2) dada por

(i) u Z)\”kf — 1) si|A\ <Ly

k=—o00
(ii) u(n) = =Y N"Ff(k) si [A] > 1
k=n
Demostracion.

(i) Definamos v(k) = A\*. Entonces v € ¢*(Z) luego por Teorema 3.1.3,

obtenemos u € AA;(X). Notemos que u es solucién de (3.2), pues

n+1

u(n+1)= Y Arkf Z AR £ — 1) + f(n) = Au(n) + f(n).

k=—o00 k=—o00
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(i) Definamos v(k) = A%, como |A| > 1 tenemos que v € ¢*(Z). Luego
por el Teorema 3.1.3, obtenemos que u € AA;(X). Finalmente, veamos

que u es solucién de (3.2)

u(n +1) =——§jv*ﬂm:—<ZM“W%%¢m0

k=n+1

= =AY XTEE(R) + f(n)
= Au(n) + f(n).

]

Como consecuencia del teorema anterior, obtenemos el siguiente resultado

en el caso de una matriz A.

Teorema 3.1.6. Supongamos que A es una matriz constante de n X n con
valores propios A ¢ D. Entonces para cualquier funcion f € AA4(C") existe

una solucion casi automorfica discreta de (3.2).

Demostracion. Por algebra lineal sabemos que existe una matriz no singular
S, tal que S~'AS = B, donde B es una matriz triangular superior. En la

ecuacion (3.2) usamos la sustitucién u(k) = Sv(k) para obtener la igualdad
v(k+1) = Bu(k)+S7'f(k), keLZ. (3.3)

Obviamente el sistema (3.3) es de la forma (3.2) con S~ f(k) funcién casi
automorfica discreta. El caso general de una matriz arbitraria A puede ser
reducida al caso escalar. De hecho, la tltima ecuacién del sistema (3.3) es de
la forma

2(k+1) =Xz(k) +c(k), kel (3.4)
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donde A es un ntimero complejo y ¢(k) es una funcién casi automorfica dis-
creta. Por tanto, todo lo que necesitamos demostrar es que cualquier solucién
z(k) de (3.4) es una funcién casi automorfica discreta. Para esto utilizamos el
Teorema 3.1.5, esto implica que la n-ésima componente v, (k) de la solucién
v(k) de (3.3) es casi autormorfica discreta. Ahora sustituyamos el término
v, (k) en la (n — 1)-ésima ecuacién de (3.3) y obtenemos nuevamente una
ecuacién de la forma (3.4) para v,_1(k). Asi repitiendo el proceso sucesiva-
mente hasta la primera componente de v(k), obtenemos que v(k) es solucién

casl automorfica discreta. O

Observacion 3.1.7. El procedimiento en la demostracion del Teorema 3.1.6
se denomina "Método de Reduccion” que en el caso continuo fue introducido
por N” Guérékata [32, Obsrvacion 6.2.2]. Para ver mds detalles, también
se puede ver [41] y [22]. En el caso discreto, este método fue utilizado por
Agarwal (cf. [1, Teorema 2.10.1]).

Como aplicacién del teorema anterior y [1, Teorema 5.2.4] obtenemos el

siguiente Corolario.

Corolario 3.1.8. Supongamos que A es una matriz n X n constante con

valores propios X\ ¢ D, y supongamos que f € AA4(C™) tal que

1f ()| < en™

para todo k suficientemente grande, donde ¢ > 0 y n < 1. Entonces eziste

una solucion casi automorfica discreta u(k) de (3.2), la cual satisface
lu(k)]] < e,

para algin v > 0.
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Podemos reemplazar A € C en el Teorema 3.1.5 por un operador acotado
A € B(X), y usamos la parte (i) de la Observacién 3.1.4 en la demostracién

de la primera parte del Teorema 3.1.5, para obtener el siguiente resultado.

Teorema 3.1.9. Sea X un espacio de Banach y A € B(X) tal que ||A]| < 1.

Sea f € AAHX). Entonces existe una solucion casi automorfica discreta de

Ademas podemos demostrar el siguiente resultado.

Teorema 3.1.10. Sea X un espacio de Banach. Supongamos que f € AA4(X)
y A= Z,]::l A P donde los nimeros complejos Ay son mutuamente distin-
tos, con |\e| # 1, y (Po)i<ken forma un sistema complejo Son_, P = I de
proyecciones mutuamente disjuntas en X . Entonces la ecuacion (3.2) admite

una solucion casi automorfica discreta.

Demostracion. Seak € {1, ..., N} fijo. Aplicando la proyeccién P, a la ecuacién

(3.2) obtenemos
Pou(n 4+ 1) = PrAu(n) + P.f(n) = MePou(n) + Pef(n).

Por el Corolario 1.1.9 tenemos Py f € AA4(X), pues Py es acotado. Entonces,
por Teorema 3.1.5, obtenemos Pyu € AA4(X). Concluimos que u(n) =

S, Puu(n) € AA(X). O

Los siguientes resultados importantes, corresponden a un espacio de Ba-
nach cualquiera, realizados por Minh, Naito y N’Guerekata [47, Teorema

2.14]. Denotamos por op(A) la parte del espectro de A en D.

Teorema 3.1.11. Sea X wun espacio de Banach que mo contiene ningun

subespacio isomorfico a cg. Supongamos que op(A) es numerable y sea f €
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AA4L(X). Entonces cada solucion acotada de la ecuacion (3.2) es casi auto-

morfica discreta.

Queremos destacar que en el caso de dimension finita, el resultado anterior
extiende el Teorema de Corduneanu sobre funciones casi peridédicas discretas
a funciones casi automorficas discretas (ver [1, Teorema 2.10.1, p.73]). El

teorema aludido es el siguiente

Teorema 3.1.12. Sea f € AA4(C"). Entonces una solucion de la ecuacion

(3.2) es casi automorfica discreta si y sdlo si ésta es acotada.

Interesantes ejemplos de aplicacion del Teorema 3.1.11 estan dados en
[48], Teoremas 3.4 y 3.7 concerniente a la existencia de soluciones casi au-
tomorficas de ecuaciones diferenciales, donde parte de los argumentos son

numeros enteros, de la forma
o'(t) = Ax([t]) + f(t), teER, (3.5)

donde A es un operador lineal sobre un espacio de Banach X y [-] es la funcién
parte entera. Estos resultados estan basados en la siguiente coneccién entre

funciones casi automorficas discretas y funciones casi automorficas.

Teorema 3.1.13. Sea f € AA4X) y u una solucion acotada de (3.5) sobre
R. Entonces u es casi automorfica si y sdlo si la sucesion {u(n)}nez es casi

automorfica.

Para el detalle de la demostracién véase [48, Lemma 3.3].
Existen otra clases de funciones casi automorficas, denominadas funciones

casi automorficas compactas, veamos su definicion.
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Definicién 3.1.14. Una funcion f : R — X continua se dice casi auto-
. .z ’ / -
morfica compacta si para cada sucesion de nimeros reales (zl), existe una

subsucesion (x,,) C (x,), tal que los limites

lim f(t+x,) = f(t) y Um f(t —2,) = f(D);

n—oo n—oo
existen para cada t € R y la convergencia de ellos es uniforme sobre cada

subconjunto compacto en R.

El Teorema 3.1.13 también es vélido para funciones casi automorficas
compactas, para ver mas detalles (ver [48, Lemma 3.6]).
Terminamos esta seccion con el siguiente ejemplo concerniente a la ecuacion

del calor. (cf. [21, p.157]).

Ejemplo 3.1.15. Consideremos la distribucion del calor a través de una
barra delgada compuesta por un material homogéneo. Sea x1,xs, ..., x) con k
puntos equidistantes sobre la barra. Sea T;(n) la temperatura en el tiempo,
t, = (At)n en el punto x;, con 1 <i < k. Bajo ciertas condiciones se puede

obtener la ecuacion
Tn+1)=AT(n)+ f(n), nelZ (3.6)

donde el vector T'(n) tiene como componentes T;(n), con 1 <1 <k, y A es
una matriz Toeplitz tridiagonal. Sus valores propios se pueden encontrar por

medio de la formula

nm
Ay = (1—2 Con=1,2...k
( a)+ozcos(k+1) n

donde a es una constante de proporcionalidad concerniente a la diferencia de
temperatura entre el punto x; y cercano a los puntos x;—1 y x;r1 (ver [21]).
Suponiendo que

0<a<1/2



25

obtenemos |\ < 1 para todos los valores propios A\ de A. Si f € AA4(CF),
por el Teorema 3.1.9 tenemos que para 0 < o < 1/2, existe una solucion casi
automorfica discreta de (3.6). Por otra parte por el Teorema 3.1.11 tenemos
que si la solucion para (3.6) es acotada, entonces es casi automorfica discreta

sin restriccion sobre el valor a.

3.2. Soluciones casi automorficas discretas de
ecuaciones en diferencias semilineales

Recordemos que denotamos AA,(Z x X)), como el espacio de las funciones
casi automorficas discretas en k en Z, para cada xz en X. Queremos deter-
minar bajo que condiciones es posible encontrar soluciones casi automorficas

discretas a la ecuacién

u(n+1) = Au(n) + f(n,u(n)), né€Z, (3.7)

donde A es un operador lineal acotado definido en un espacio de Banach X
y f € AAYZ x X).
Nuestro principal resultado en esta seccidn, es el caso escalar, que veremos

en el siguiente teorema.

Teorema 3.2.1. Sea A:= X € C\Dy f:Zx X — X casi automorfica
discreta en k para cada v € X. Supongamos que f satisface la siguiente

condicion del tipo Lipschitz
1f(k,2) = f(k,y)|l < Lllx = yl|, para todo x,y € X yk€Z.  (3.8)

Entonces la ecuacion (3.7) tiene inica solucion casi automorfica discreta que

satisface
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(i) u Z)\” Fik—1,u(k—1)) si|\| <1—=Ly
(ii) u(n) = =Y N"Ff(k u(k)) si |A > 1+ L.

Demostracion. Caso |A\| <1 — L:
Definimos el operador F': AA;(X) — AA4(X), por

n

F(p)n)= > X" f(k—1,0(k—1), neL

k=—o0
Como ¢ € AA4(X) y f(k,x) satisface (3.8), obtenemos por el Teorema 1.1.12
que f(-,¢(+)) pertenece a AA;(X). Entonces F' esta bien definido, debido al

Teorema 3.1.3. Ahora para uy,us € AA4(X) tenemos

[F(ur) = Flug)lla < sup Z A (= Lun(k = 1)) = f(k = 1uz(k = 1))]

nez kfoo

< sup Z AR Ly (k — 1) = us(k — 1)]

neL ke
< L||u1—u2||dsup Z A"k
k —0o0
= Llur — ugllasup,ez ijo AV
1
< L||u; — —_
> ||U1 U2||d1_‘>\|

Como |A| < 1— L, obtenemos que la funcién F' es una contracciéon. Entonces

existe una unica funcién u en AA4(X) tal que Fu = u. Es decir, u satisface
n

u(n) = Z N"7Ff(k —1,u(k — 1)) y por tanto u es solucién de la ecuacién

k=—o00

(3.7) (cf. la demostracién de (i) en el Teorema 3.1.5).
Caso |A| > 1+ L: Definimos F': AA;(X) — AA4(X), por

o0

F(p)(n) ==Y X"k p(k), neL,

k=n
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de la misma manera que en el caso anterior, obtenemos que F' esta bien

definida. Ahora para uy,us € AA4(X) tenemos

1F(uw) = Flug)lla < sup > A" HLf (kyua (k) = f(k, uz(R)|

neZ

k=n
< sup Y ATFTLfua(k — 1) — up(k — 1)
nez [
< Llluy — ugflasup » (A"

neL P

oo
= L|u; — usllg supz APt ((reemplazando j = k — n)
nez 0

1

< L — _
||U'1 Ug”d‘)\' 1

Por lo tanto F' es una contraccion, luego existe una tinica funcion u € AA4(X)

tal que Fu = u. La funcién u satisface

o0

u(n) == XN f(ku(k), nez

k=n

y por tanto ésta es solucién de la ecuacion (3.7) (cf. la demostracién de (i)

en el Teorema 3.1.5). O
En el caso particular f(k,z) := h(k)g(x), obtenemos el siguiente Coro-
lario.

Corolario 3.2.2. Sea A := X € C\ D. Supongamos que g satisface la condi-

cion del tipo Lipschitz, esto es,
lg(x) — g(y)|| < L||z — yl|, para todo z,y € X. (3.9)

Entonces para cada h € AA4(X), la ecuacion (3.7) tiene una unica solucion

casi automorfica discreta, si |\ <1 — Ll||h||a o |A] > 1+ L||h||a-
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El caso de un operador acotado A, también puede ser estudiado suponien-

do condiciones extras para el operador, como veremos en el siguiente teorema.

Teorema 3.2.3. Sea A € B(X) y supongamos que f € AA(ZxX) y ademds

f cumple con la condicion del tipo Lipschitz, esto es,
|f(k,x) — f(k,y)|| < L|lz —vyl|, para todo z,y € X y k € Z. (3.10)

Entonces la ecuacion (3.7) tiene una inica solucion casi automorfica discreta,

siempre que ||A|| <1 — L.

Demostracion. Usar la primera parte del Teorema 3.2.1 y la demostracion

de la parte (7i) de la Observacién 3.1.4. O
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