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Capitulo 1

Introduccion

La imagen de resonancia magnética (MRI), més estrictamente hablando tomografia
de resonancia nuclear, es un método que permite visualizar cualquier parte del cuer-
po v en cualquier dngulo, sin necesidad de alterarlo, permitiendo obtener diagnosticos

médicos mas acertados en distintas ramas de la medicina.

Se basa en el fendmeno cudntico conocido como resonancia magnética nuclear, por
el cual es posible obtener una senal de los &tomos que componen la seccion del cuerpo
desde la cual se quiere obtener la imagen, al someterlos a un campo magnético intenso

y uniforme.

La transformacion de la senal en imagen o reconstruccion de la imagen, se puede
realizar mediante una herramienta matematica conocida como transformada de Fouri-
er, aunque no es la tnica forma de obtener la reconstruccion. También es utilizada la

transformada de Radon en este tipo de técnica.

El objetivo de este trabajo es analizar la viabilidad de la transformada de Fourier
fraccionaria en la reconstruccion de imagenes por resonancia magnética. El contenido

estd basado en un reciente articulo sobre el particular, que es la base de esta tesis.

La transformada de Fourier Fraccionaria fué definida por V. Namias en 1980 como
una operaciéon matemaética que generaliza la transformada de Fourier. Esta transfor-
macion juega un papel importante en la interpretacion de fendémenos Opticos y en el

procesamiento de senales.

Esta tesis se divide en 8 capitulos. A continuacion se describird brevemente cada

uno de ellos.



En el capitulo 2 veremos conceptos fisicos y mateméticos, bases que son esenciales
para la comprension de trabajo. Comenzando con una breve descripcion del fenomeno
cuantico de resonancia magnética, para luego seguir con algunas definiciones matemati-

cas de teoria de semigrupos.

En el capitulo 3 comenzamos a explicar como se originan las imagenes de resonancia
magnética bajo un campo magnético uniforme y como se utiliza el fenémeno fisico de

resonancia magnética para generar una magnetizacion de un objeto real.

En el siguiente capitulo, abordaremos el problema de reconstruccion, el cual es
un problema latente y presente en distintas ramas de ingenieria y de la matematica.
Estudiaremos la reconstruccion desde el punto de vista teorico, para luego analizarlo
concretamente en el contexto de las imagenes de resonancia magnética utilizando la

transformada de Fourier como herramienta de reconstruccion.

En el quinto y sexto capitulo, presentaremos la transformada de Fourier fracciona-
ria desde distintos enfoques y en sus distintas representaciones. Unos de los principales
enfoques en que se presentard la transformada de Fourier fraccionaria o FrFT es el
de teoria de semigrupos fuertemente continuos de operadores lineales acotados, ya que
en este contexto se desarrollard la transformada para presentar una nueva féormula de
reconstrucciéon, por el momento, a nivel unidimensional. Por otro lado, conectaremos
la transformada de Fourier fraccionaria con las imagenes de resonancia magnética,
dandole una interpretacion fisica al orden de la transformada. Todo esto, ahora, bajo
campos magnéticos cuadraticos, lo que en la préictica es bastante aceptable por la difi-
cultad que se presenta en los resonadores al tratar de obtener campos de alta magnitud

y uniformes al mismo tiempo.

En el capitulo 7 volveremos a estudiar el problema de reconstruccion, pero en es-
ta oportunidad, utilizando la transformada de Fourier fraccionaria como herramien-
ta. Mostraremos distintos enfoques de reconstruccién, ademés presentaremos un nue-
vo método de reconstruccion basado en teoria de semigrupos, que permite obtener
las imagenes unidimensionales, esto respaldado por toda la rigurosidad y formalidad

matematica necesaria para poder justificar las formulas presentadas.

Finalmente en el ultimo capitulo, incluiremos simulaciones que dan cuenta de las
diferencias de los métodos, ventajas y desventajas en distintas situaciones. Por un
lado, utilizando funciones matematicas para poder estudiar el método propuesto, y por

otro lado utilizando objetos reales (como un cerebro) para analizar la reconstruccion a



través de la transformada de Fourier fraccionaria, y asi obtener una perspectiva de las

propiedades de esta.



Capitulo 2
Preliminares

En este capitulo revisaremos conceptos fisicos fundamentales para poder entender
de mejor forma la base que sustenta esta técnica médica ampliamente usada para
la obtencion de imégenes. Asi como definiciones basicas de la teoria de operadores,
necesarias para la comprension de uno de los topicos principales de esta tesis como lo

es la transformada de Fourier fraccionaria.

2.1. Fenémeno fisico

Todos los nucleos atéomicos estan compuestos por dos tipos de particulas: Protones
y neutrones. La tinica excepcion es el nicleo de hidrogeno ordinario, el cual esta cons-
tituido por s6lo un proton. Para describir el nticleo atémico se usan las siguientes

cantidades:
= Numero atomico Z, que es igual al niimero de protones en el niicleo.
= Numero neutrénico IV, que es igual al nimero de neutrones en el ntcleo.

= Numero de masa A, que es igual la cantidad de nucleones, esto es neutrones méas

protones, en el ntcleo.

Para representar nicleos es conveniente usar la notacién 4X para mostrar cuin-
tos protones y neutrones estan presentes, donde X representa el simbolo quimico del
elemento. Cuando no existen dudas se omite el subindice Z ya que siempre puede de-

terminase a través del simbolo quimico.

Los ntcleos de los a&tomos de un elemento particular contienen el mismo nimero de
protones, pero a menudo contienen diferentes nimero de neutrones. Los niicleos que

se relacionan de esta forma se denominan isdtopos. Incluso el elemento méas simple,



el hidrogeno, tiene is6topos: | H (niicleo de hidrogeno ordinario), 2H (deuterio) y 3H
(tritio).

Los ntcleos poseen un momento angular intrinseco, denominado espin, debido a que
las particulas que lo componen tienen cada una un espin intrinseco. El espin nuclear
tiene asociado un momento magnético nuclear correspondiente, el cual se mide en tér-
minos del magneton nuclear . E1 momento magnético de un proton libre es 2, 792u,,.
Sorprendentemente el neutron (que no posee carga) también tiene un momento mag-
nético con un valor de —1,9135u,,. El signo menos indica que este momento es opuesto

al momento angular del espin del neutron.

Los momentos magnéticos nucleares, asi como los momentos magnéticos electroni-
cos, realizan un movimiento de precesion cuando se colocan en un campo magnético
externo, y lo hacen a una frecuencia especifica proporcional al campo magnético. La
energia potencial del momento de dipolo magnético x en un campo magnético B es-
t4 dada por —uB. Cuando el momento magnético p estd alineado con el campo tan
proximo como la fisica cuantica lo permite, la energia potencial del momento de dipolo
en el campo tiene su valor minimo F,,;,. Cuando la proyeccion de u es tan antiparalela
al campo como es posible (direccion opuesta al campo), la energia potencial toma su
valor maximo FE, ;. En general, existen otros estados energéticos entre aquellos valores.
Para un ntucleo con espin 1/2, existen estos dos estados permitidos, con energias Fim

vy Ehax, como se muestra en la figura 2.1.

Eméx = ,UB

(antiparalelo)

(paralelo)

Figura 2.1: Estados energéticos de un nticleo con espin 1/2 en presencia de un campo
externo B.

Gracias a un fendémeno conocido como resonancia magnética nuclear es posible ob-
servar transiciones entre estos dos estados de espin. Un campo magnético constante B
se introduce, y se define un eje cartesiano con la direccion z en la direccion del campo.
Un segundo campo magnético, débil y oscilante, se aplica perpendicular a B. Cuando
la frecuencia del campo oscilante iguala a la frecuencia de precesion de los nicleos,

actia un momento de torsion en los momentos magnéticos que realizan precesion cau-



sando que se “muevan rapidamente” entre los dos estados de espin. Tales transiciones
producen una absorcion neta de energia por los niicleos, la que puede detectarse de una

manera electronica.

2.2. Teoria espectral

Para las definiciones que siguen a continuacion, tendremos las siguientes considera-

ciones a no ser que se diga lo contrario.

Sea T': Dy — H un operador lineal con dominio Dy denso en H, donde H es un

espacio de Hilbert. Sea I el operador identidad.

Definicion 2.2.1. Sea A € C, X se llama punto regular de T si existe el operador
(T — \I)~*

y ademds es acotado con dominio Dp_xpy-1 = H.

Definicién 2.2.2. Se [lama conjunto resolvente de T' y se denota por p(T'), al conjunto

de los puntos requlares de T'.

Definicion 2.2.3. Se llama espectro de T y se denota o(T), al conjunto de los puntos

no requlares de T'. Es decir:

o(T) = C\ p(T).

Observemos que cuando T — I es inyectivo, entones el dominio de (T — XI)~! es

igual al recorrido de T" — AI.
Por otro lado, si A € o(T') se tiene alguna de las siguientes posibilidades:

» T — M no es inyectivo, entonces no existe (T — \I)~L.

» T — X es inyectivo, tal que (T'— X)™': Dip_xp—1 — H, con Dip_yp-1 # H,

entonces (T — AI)~! puede o no ser acotado.

» T — A es inyectivo, tal que (T — X\I)~': H — H, entonces (T' — AI)™! no es

acotado.

Ademas el espectro o lo podemos clasificar en tres categorias. Y aunque existe
confusion entre los nombres dados a las partes, expondremos las definiciones mas uti-

lizadas.



Definicion 2.2.4. Sea A € C, X se llama autovalor de T si T — Al no es inyectivo,

esto es, si existe x € Dp, x # 0, tal que Tx = \x.

Definicion 2.2.5. El conjunto de los autovalores de T se denota por o,(T) y se de-

nomina espectro puntual de T'.

Definiciéon 2.2.6. Se define el espectro residual de T, se denota por c,..s(T'), como el

conjunto de todos los puntos para los cuales T—M\I es inyectivo, siendo (T—X)™': R+
H acotado, pero R # H.

Observacion 2.2.7. Para \ € 0,.(T) el operador (T — M)~ no se puede extender de

forma continua a todo H.

Definicion 2.2.8. Se define el espectro continuo de T, y se denota por o.(T), como
0o(T) = o(T) \ (0p(T) U 0ves(T)).

Para ahondar més sobre este tema, recomendamos ver [11] o [7].

2.3. Teoria de semigrupos: Semigrupos uniformemente

continuos

Comenzaremos esta seccion y la siguiente, abordando topicos de la teoria de semi-

grupos, exponiendo las principales deficiones y sus propiedades.

Definicion 2.3.1. Una familia uniparamétrica {T'(t) }1>0 de operadores lineales acota-
dos en un espacio Banach X, es un semigrupo de operadores acotados (o simplemente

semigrupo) si:
(i) T(0) = I, (I es el operador identidad en X ).
(i) T(t+s)=T(t)T(s) para todo t,s > 0.

Definicion 2.3.2. Si {T'(t)}i>0 es una familia de operadores lineales acotados que

cumple con la definicion 2.3.1 y ademds
lim ||T(t)—1I|| =0
. 1%1+ |T°(¢) | )

decimos que {T(t) }4>0 es uniformemente continuo.

Definicion 2.3.3. Sea {T'(t)}i>0 C B(X) un semigrupo uniformemente continuo. El
generador infinitesimal de T'(t) es el operador Ar: D(Ar) — X, definido por

T _
Arr = lim )z — @

t—0+ t ’



donde T
D(Ar) = {:U € X tal que eriste lim M} :
t—0+ t
Recordemos que B(X,Y") representa el conjunto de los operadores lineales acotados
de X en Y.

Definicion 2.3.4. Consideremos 0 < a < b < oo y denotemos por P° al conjunto de
todas las particiones de [a,b] en un nimero finito de subintervalos. Si P € Pb y P =
(to,- .-, tn), escribimos |P| = maxy_1,_,{tx—tx—1}. Dado un semigrupo uniformemente
continuo {T(t)}i>o0 en B(X) definimos:

Rp(T) =) (tr — tee1) T (tn).

k=1

Escribimos la integral de Riemann de T(t) como

/ "T(t) dt = 1im Rp(T).

|P|—0

donde el limite se toma sobre todas particiones P € P°. Por la continuidad uni-
forme de {T(t)}+>0, es posible probar que el limite siempre existe y tiene las siguientes

propiedades:

L /b (1) dt € B(X).

1. SiU y T son semigrupos uniformemente continuos y A es acotado, entonces

/ AT + U(0)] di = A / "ty di + / "yt

111. Para todo t > 0,

1 / sy ds — ().

h h—0

es decir, para todo € > 0, existe § > 0 tal que si |h| < §, entonces
t+h
H—/ (s) ds—T(t)H <e
h Ji

Lema 2.3.5. Si A € B(X) y ||A|| < 1, entonces I — A es invertible.

Demostracion. La funcion f(z) = 1/(1 — z) es analitica en {z € C tal que |z| < 1}.



Como ||A]| < 1, tenemos que f(A) € B(X), luego

:i([— ZA” At = ZA”I A)=f(A)I - A),

n=0 n=0
ademaés
=) AT AN AT Y AT =y Ay AT =
n=0 n=0 n=0 n=1 n=0
luego (I — A)f(A) = f(A)(I — A) = I. Por lo tanto I — A es invertible. O

Proposicion 2.3.6. Si {T'(t) }+>0 es un semigrupo uniformemente continuo, entonces

Demostracion. Escojamos 0 > 0 suficientemente pequeno tal que se cumpla

1 0
HI——/T(s)ds
0 Jo

Por el lema 2.3.5 tenemos que ; fo s)ds es invertible, y por lo tanto fo s)ds es

invertible. Asi, para h € (0,9) tenemos que

_/6T(s+h)ds—/06T(s)ds}

/h (s ds - /0 6T(s)ds}

/:T ds+/6+hT(s)ds—/OhT(s)ds—/:T(s)ds}
/5 ey ds - /O hT(s)ds}

1 4
A -1 [ Teas -

DM—‘ bl*—‘ ?IH FIH

luego,
—1

row-n=r[ [t [16w] | [160]

-1

por lo que

vrw -1 6 - 1| [ 164

h—0

Dado que la convergencia uniforme implica convergencia fuerte, tenemos que para todo



z € X existe limy_,o+ +[T(h)z — z]. Concluimos que D(A7) = X y

-1

Ay = [T(5) — 1] l /0 ") ds} € B(X)

por ser B(X) un algebra. O

2.4. Teoria de semigrupos: Semigrupos fuertemente

continuos

Ahora veremos semigrupos que satisfacen una condicion més débil que la con-

tinuidad uniforme, conocidos como semigrupos fuertemente continuos.

Definicién 2.4.1. Se dice que un semigrupo {T(t)}i>0 de operadores acotados es
fuertemente continuo si para todo x € X se tiene que limy o+ T(t)z=x. También se

dice que es de clase Cy o que es un Cy—semigrupo.

Observemos que todo semigrupo uniformemente continuo es un Cy—semigrupo. La
diferencia estd en que un semigrupo uniformemente continuo converge uniformemente
a la identidad en el cero, mientras que un Cy—semigrupo converge fuertemente. Al
igual que los semigrupos uniformemente continuos, los Cy—semigrupos satisfacen una

propiedad de acotamiento para su norma. La cual veremos a continuacion:

Proposicion 2.4.2. Sea {T'(t)}1> un Co—semigrupo. Entonces existen w >0 y M >'1

tales que para todo t > 0,
IT@)] < Me™".

Demostracion. En virtud de la continuidad fuerte, existen 6 > 0 y M > 0 tales que
|T(t)]] < M paratodo t € [0, d]. De lo contrario, existiria una sucesion (,)nen (0, 00)
con lim, o t, = 0y tal que ||T(¢,)|| > n para todo n € N. El principio de acotamiento
uniforme, asegura la existencia de un x € X tal que ||T(¢,)z|| — oo cuando n — oo,

contradiciendo la continuidad fuerte.

Ahora bien, dado que T'(0) = I, tenemos que M > 1. Por otra parte, dado t > 0,
existen m € Ny n € [0,0) tales que ¢t = dm + n (Lema de Euclides). Asi,

IO = 1TOm+n)ll = [TO)"TMH)
< MM™ < MMY°,

10



va que m < t/§ y M > 1. También, como M > 1, se tiene que
1
w = SlogM > 0.

Entonces e¥ = M/%. Asi M*/? = et/% para todo t > 0y ||T(t)| < Me®*. O

Proposicion 2.4.3. Si {T'(t)}i>0 es un Co—semigrupo, entonces para cada v € X la
funcion ¢: [0,00) = X definida por ¢.(t) = T(t)x es continua.

Demostracion. Sean t > 0y h € [0,t]. Tenemos que:

1Tt +h)z =T@)zl| < [TOMNT(R)z -]

< Me""||T(h)x — z|| —— 0.
h—0+

Similarmente,

IT(t = h)e = T(t)x]|

IN

17(t = h)|[|lx —T(h)z|
Met_h”x —T(h)x||

< Mé'||T(h)x — x| —— 0.
h—0t

IN

]

Notemos que el resultado anterior permite dar sentido a la integral de Riemann

b
/ T(s)xds para todo z € X.

La definicion de generador infinitesimal para un Cy—semigrupo es la misma que para

un semigrupo uniformemente continuo, es decir:

ATI D(AT) CXm—X

T(t)r —
D(Ar) = {x € X tal que existe 1im #}

t—0t

T _
Ay — 1fm LBz -
t—0t t

Veremos que en este caso, aunque es posible que D(Ar) & X, se tiene que D(A) =
X. Mas aun, dado que la continuidad fuerte es una condicion mas débil que la con-
tinuidad uniforme, esperamos que A7 también tenga una propiedad un poco més débil

que el ser acotado. El siguiente resultado sera ttil para confirmar esos dos hechos.
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Lema 2.4.4. Sean {T(t)}i>0 un Co—semigrupo y Ar su generador infinitesimal. En-

tonces:

a) Para todo x € X,
t+h

1
lim — T(s)xds =T(t)x.

h—0 t

b) Para todo x € X,

/0 "T(s)rds € D(Ar)
)
Ay [ /0 t T(s)xds} ~ Tt —a.

¢) Para todo x € D(Ar),

T(t)x € D(Ar)

5Tz = ArT(t)z = T(t) Arz.

d) Para todo x € D(Ar),

T(t)a — T(s)z = / t T(r)Apz dr = / t ArT(7)a dr.

Demostracion. En efecto,

a) Es consecuencia de la proposicion 2.4.3. Sea

G(t)x == /0 t T(s)z ds,

luego

., Gt+hr—-GHr ., 1 [th
v _ — il
T(t)r =G (t)xr = lim h = hh_z(r)h h /t T(s)xds.

h—0t

b) Sean z € X y h > 0. Entonces

T(h)—1 [* B
T/()T(s)xds =

t

[T(s+ h)x — T(s)z]ds

/0 h
/h s — /O T(s)xds,

h

> = =
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sumando y restando la integral de T'(s)z/h entre t y h obtenemos

1 t+h 1 t 1 h 1 h
= E/h T(s)xds—ﬁ/o T(s)xds—i—ﬁ/t T(s)xds—ﬁ/t T(s)xds

1 t+h 1 h
- - T [ .
h/t (s)xds h/o (s)xds

Tomando limite cuando h — 0, tenemos que

/OtT(S):B ds € D(Ar) y que A (/OtT(s):v ds) =Ttz — [z =T(t)r — x.

[Tm)}:f - 1] Tt = [T(t + h)hx - T(t)} o =T [T(h)lf - 1] N

Tomando el limite cuando h — 0%, tenemos

Jr
ArT(t)x = le—tT(t)ac =T(t)Arz,

por otro lado, veamos que pasa con -

Tt)x —T(t—h)x

Ii —T(t)A =
i | HO (e
Tt—h+h)x—=T(t—h
lim [ (t=h+ >°Z (t=hz _ T(t)Ara + T(t — h)Ara — T(t — h)Apa| =
) T(h)x —x )
hlg& T(t—h) [T - ATx} - hli%i [T(t — h)Apx — T(t)Arz].  (2.4.1)

El primer término de la ecuacion (2.4.1) es cero pues ||T(t — h)|| esta acotado para
todo h € [0,t] y x € D(A7). El segundo término también es cero por la continuidad
fuerte de T'(t).

d) de ¢) tenemos que

%T(t)x = ArT(t)x =T(t)Arz  Va € D(Ar)
/S diTT(T):E dr = /s ArT(T)xdr = /s T(r)Arxdr

Tt — T(s)x = / AT () dr / () A dr.
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Proposicion 2.4.5. Si Ar es el generador infinitesimal de un Co—semigrupo {T'(t) }+>o,
entonces D(T) = X.

Demostracion. Sea x € X. Construiremos una sucesion (z,)nen € D(Ar) que converge

a x.

Para cada n € N definimos

1/n
Ty = n/ T(s)zds.
0

La parte b) del lema 2.4.4 nos dice que efectivamente x,, € D(Ar) y de la parte a) se

tiene que lim,,_,, x, = . O

Proposicion 2.4.6. Si Ay es el generador infinitesimal de un Co—semigrupo {T'(t) }+>o,

entonces Ar es cerrado.

Demostracion. Supongamos que (Z,)neny C D(Ar), tal que lim, ... = z € X ¥y

lim,, oo A7x, =y €Y.
De la parte d) del lema 2.4.4, tenemos que:
t
T(t)x, —x, = / T(s)Arx, ds (2.4.2)
0
por otro lado,

/OtT(S)ATCCn ds — /OtT(s)y ds /OtT(s) (Ary —y] ds

t
< / IT(s)]| | Az — vl ds

N

t
g(/M&WM%—mw
0

t
gl/MwWM%—M@
0

= Me"t|Ara, —y| —— 0.

Luego, la ecuacion ( 2.4.2) queda de la forma:

Tt)r —x= /0 T(s)yds.
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Asi, por la parte a) del lema 2.4.4,

T(t)r —x I
Ilm ——=1lim - | T ds =T(0)y =
Ao Mg ), Tevds =Ty =y,
de aqui concluimos que = € D(Ar) y ademéas que Arx = y. ]

Para ahondar méas en este tema, ver por ejemplo [7].

2.5. Funciones de Gauss—Hermite

Comenzaremos esta seccion definiendo los polinomios de Hermite y algunas de sus
principales propiedades para luego introducir, de una manera mas simple, las funciones

de Gauss—Hermite.

Los polinomios de Hermite se definen en la recta real segtin la férmula de Rodrigues

de la siguiente forma:

Definicién 2.5.1. Sean H,: R — R para n > 0, donde

dn
H,(u) = (—1)" e“Q%e_“2. (2.5.3)

Notemos que H, tiene la caracteristica de ser solucion de la ecuacion diferencial de

segundo orden de Hermite

f"(u) = 2uf'(u) + 2n.f(u) = 0.

Para comprender de mejor manera su forma, miremos los primeros polinomios de Her-

mite, ademas en la figura 2.2 podemos ver su grafico en el intervalo [—5, 5],

Ho(u) = 1,

Hi(u) = 2u,

Hy(u) = 4u®—2,

Hs(u) = 8u®—12u,

Hy(u) = 16u* — 48u* 4 12,
Hs(u) = 32u® — 160u® + 120u.

La funcién generatriz viene dada por:

n

su—s? - Hn(U)S
n=0
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II.

I1I.

Iv.

VI.

VII.

. Los polinomios de Hermite son ortogonales con respecto a la medida p(u) = ™,

30

s3333
TON T
LR
T

-30
-5

Figura 2.2: Primeros 6 polinomios de Hermite en el intervalo [—5, 5].

Algunas de las principales propiedades de los polinomios de Hermite son:

2

esto es:
0 sim#mn

/_oo H,,(w)Hy, (u)p(u) du = 2/

si m = n.
Hyq(u) = 2uH,(u) — 2nH,—1(u).
H! (u) = 2nH, _1(u).

H,(—u) = (—=1)"H,(u).

. Hgk_l(O) =0sikeN.

Hop(0) = (—1)F2F [T (25 — 1) si k € N.
Una férmula explicita de los polinomios de Hermite es de la forma

/2]
Hy(u)=n!>
m=0

—-1)" —2m
m!(< —)zm)!(%)n '

Ahora estamos en condiciones de introducir las funciones de Gauss—Hermite de una

manera natural. Sean ¢,,: R — R, con n > 0, donde

Un(u) = ApH,(V2mu) e ™
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y donde H,, es el n—ésimo polinomio de Hermite y A, = 2'/4/v/2nnl.
Las funciones de Gauss-Hermite forman un sistema ortonormal en L*(R), es decir:

n#m

1 n=m.

/ Z (2o () der =

Las funciones de Gauss—Hermite también son conocidas por ser soluciéon de la siguiente

ecuacion diferencial (ver |5, tabla 2.8])

() + 472 (2”; L u) bulw) = 0. (2.5.5)

™

Ademas estas funciones satisfacen F1b,, = e~™/%¢),  donde F: L*(R) ++ C(R) es el
operador transformada de Fourier, por lo tanto, representan las funciones propias de
F en L*(R). Donde:

F = [ pwerd

Para una revision de més caracteristicas y propiedades de los polinomios de Gauss—

Hermite, ver por ejemplo [5] o [12].
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Capitulo 3
Resonancia magnética

Una técnica de diagnostico médico ampliamente utilizada es la wvisualizacion por
resonancia magnética o imdgenes de resonancia magnética (MRI, por sus siglas en
inglés), la cual se basa en el fenémeno de la resonancia magnética nuclear (NMR, por
sus siglas en inglés). Puesto que casi dos tercios de los atomos en el cuerpo humano
son hidrogeno (el cual proporciona una intensa senal), la MRI entrega una buena vi-

sualizacion de los tejidos internos del cuerpo.

3.1. Magnetizacion nuclear de sistemas de espines

Para entender el fenomeno de la resonancia magnética nuclear en las imagenes de
resonancia magnética, comenzaremos con el estudio de un objeto del cual se desea
obtener su imagen por medio de este método. Es bien sabido que cualquier objeto fisi-
co puede ser dividido sucesivamente hasta estar constituido s6lo por moléculas, luego
por atomos, y finalmente niicleos con electrones orbitando en torno a ellos. Los ntcleos
tienen un radio finito (107'* m aproximadamente), masa finita (1072" Kg aproximada-

mente), y una carga eléctrica neta (107 coulomb).

Una propiedad fundamental de los ntcleos es que aquellos con peso atomico impar
y /0 nimero atémico impar, asi como por ejemplo el nicleo del &tomo de hidrogeno (que
tiene so6lo un protén), poseen un momento angular f, también llamado espin. Aunque
el espin nuclear es una propiedad caracterizada por la mecanica cuantica, en el modelo
vectorial clasico, el espin es visualizado como una rotacion fisica sobre su eje, similar a

la rotacion de la tierra.

Una importante propiedad de un sistema de espines nucleares es el llamado mag-
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netismo nuclear, creado al colocar un campo magnético externo. Este magnetismo es
la base fisica de la MRI.

El magnetismo nuclear, de un sistema de espines, se origina de los campos magnéti-
cos microscopicos asociados al espin. El argumento clasico para la existencia de este
campo magnético es: Primero, un niicleo como el proton tiene carga eléctrica; Segundo,
este rota sobre su propio eje si es que tiene espin no nulo. Asi, como cualquier obje-
to con carga en movimiento, un nicleo con espin no nulo crea un campo magnético
alrededor de él, lo que es andlogo al entorno de una barra magnética microscopica.
Fisicamente se representa por una cantidad vectorial (i, que es llamado momento de
dipolo magnético nuclear o momento magnético. Una relacion fundamental de la fisica

de particulas es la siguiente
L=,

donde v es una constante fisica conocida como radio giromagnético.

Ademés podemos definir la constante +, la cual esta relacionada con v y también

es altamente usada:
Y

pu %'
Notemos que los valores de v y & dependen del niicleo. Por ejemplo, v = 2,675 X

108 QLT (¥ = 42,58 MHz/T) para 'H mientras que v = 2,675 x 10° ?—% (+ =

42,58 MHz/T) para 3'P. El valor de algunos % de ntcleos que son relevantes en diag-

nosticos médicos se muestran en el cuadro 3.1

Nucleo Espin  Radio Giromagnético
¥ (MHz/T)
'H 1/2 42.58
BC 1/2 10.71
W 1/2 40.05
sLp 1/2 11.26

Cuadro 3.1: Propiedades de algunos niicleos activos en NMR.

Definiciéon 3.1.1. Un nicleo se dice activo en NMR solo si el nimero de espin cudntico

es distinto de cero.

Dado que el momento magnético es una cantidad vectorial, necesitamos conocer su
magnitud y orientacion para definirlo univocamente. Basado en teorias de mecénica

cuantica, la magnitud de [ (a menudo denotada |ji| o simplemente p cuando no hay
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peligro de confusion) se define

p=yh/I(I +1),

donde £ es la constante de Planck h (6,6 x 10734 J-s) dividida en 27, e I es nimero de

espin cudntico del nucleo.

El espin cuéntico toma valores del conjunto {n/2: con n € Ny}. El valor que toma

I para un niticleo particular depende de las siguientes tres reglas:
1. Nicleos con nimero masico impar toman valores impares de n.
2. Nicleos con niimero masico par y nimero de carga par toman el valor n = 0.

3. Nicleos con nimero mésico par pero nimero de carga impar toman valores pares

de n.

Por ejemplo, para los niicleos ' H, 13C, 9F y 31 P, el valor de I es igual a 1/2, y tal

sistema de espines se llama sistema de espin 1/2.

Aunque la magnitud de [i se conoce bajo cualquier condicion (con o sin un campo
magnético externo), su direccion es completamente aleatoria en ausencia de un campo
magnético externo debido al movimiento térmico aleatorio. Por lo tanto, por el equi-

librio térmico, no existe un campo magnético alrededor del objeto a nivel macroscopico.

Para activar una magnetizacion macroscopica en el objeto, es necesario alinear los
vectores de los espines. Esto se logra exponiendo el objeto a un potente campo magnéti-
co externo. Por convencion, se asume que el campo magnético externo de intensidad
By es aplicado en la direccion z tal que By = BOE. A diferencia de una aguja de brujula
que esta alineada exactamente con la direccion del campo magnético externo, el vector
de momento magnético puede asumir una posicion dentro de un conjunto discreto de

orientaciones, la cual es una caracteristica esencial del modelo cuéntico.

A continuacion describiremos el movimiento de ji cuando es sometido a un campo
magnético externo. Usando el tratamiento clasico, suponemos que ji es un vector de
momento magnético sin interaccion mutua. De acuerdo con la mecanica clasica, el

torque que experimenta [i por el campo magnético externo es dado por i x Byk, que

es igual a la tasa de cambio del momento angular. Esto es,
. = IE X Bolga
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va que i = v.J, tenemos que:
d_) d
d—‘t‘ — ~jl X Bok, (3.1.1)

que es la ecuaciéon de movimiento para un solo espin en el tratamiento clasico.

La solucion de la ecuacion (3.1.1) puede expresarse por

{ Hay (£) = 11 (0) ™7 312)

122 (t) = MZ(O)y

donde f44,,(0) y 12.(0) son los valores iniciales y se entiende que pi,, = p, + ify, €s

equivalente a iy, = uJ—i— uyj.

La ecuacion (3.1.2) describe la precesion de fi en torno al eje z (o del campo By),

la cual es llamada precesion nuclear.

Dos puntos importantes acerca de la precesion nuclear son evidentes de la ecuacion (3.1.2).

Primero, la frecuencia angular de la precesion nuclear es:
Wo = ’YBCH

y es conocida como la frecuencia de Larmor. Segundo, la precesion de fi en torno a ]§0
es en sentido de la agujas de reloj (si se observa en contra de la direccion del campo
magnético). En la practica, es facil determinar la direccion de precesion usando la regla
de la mano izquierda. Esto es, si el pulgar izquierdo apunta en la direccion de EO, la

precesion nuclear sigue la direccion de los otros dedos.

Ademas de la ecuacion (3.1.2), la precesion nuclear puede describirse por el vector
de velocidad angular & = —’yéo — —wpk. Otra manera de describir la precesion es

usando la matriz de rotacion. Especificamente, sea

cosae sina 0
R.(a) = |—sina cosa 0f,
0 0 1

la ecuacion (3.1.2) se puede expresar en forma escalar como [i(t)T = R, (wot)ii(0)T.
Para describir el comportamiento colectivo del sistema de espin, se introduce el

vector de magnetizacion M, el cual es la suma de todos los momentos magnéticos

microscopicos en el objeto. Especificamente, sea [i,, el momento magnético del n-ésimo
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espin nuclear. Entonces,

donde Ny es el numero total de espines en el objeto examinado. Ahora analizaremos
M para sistemas de espin 1/2.

Notemos que M = 0 en ausencia de un campo magnético externo, debido a que
la direccion de los momentos magnéticos individuales es aleatoria y se anulan mutua-
mente. Ahora nos enfocaremos en el comportamiento colectivo de ji,, cuando el objeto
es sometido a un campo magnético externo B%. De la mecanica cuantica tenemos que
i, puede tomar dos posibles orientaciones con respecto al eje z en un instante da-
do (espines en diferente orientacion tienen diferente energia de interaccion con éo).
Especificamente £ = —[i - EO = —u,By = —yhm;By, donde m; es llamado nimero
magnético cudntico. En consecuencia, para los espines en direccion del campo se tiene
mr = 1/2, luego

E, = —%vhBo (3.1.3)

y para los espines en direccién antiparalela (contra la direccion de campo) se tiene
my = —1/2, ademas
1
E = EvhBo. (3.1.4)

Las ecuaciones (3.1.3) y (3.1.4) indican que los espines en direccion paralela estan
en un estado de energia menor, mientras que los espines en direccién antiparalela en
un estado de energia mayor. La diferencia de energia entre los dos estados es dada por
AFE = E| — Ey = vhB,. Esta diferencia no nula entre los dos estados de los espines es

conocida como el fenémeno de FEfecto Zeeman y se ilustra en la figura 3.1.

Figura 3.1: Efecto Zeeman para un sistema de espin 1/2.

La diferencia de espines en los dos estados estd relacionada con su diferencia de
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energia. De acuerdo con la relacién de Boltzmann, tenemos:

Ny AE
_ = eKTS .
Ny

Donde Ny, N| son los niimeros de espines en sentido paralelo y antiparalelo respec-
tivamente, T, es la temperatura absoluta de sistema y K = 1,38 x 1072 J/K es la

constante de Boltzmann.

3.2. Excitacion de radiofrecuencia

Hasta aqui hemos analizado dos aspectos del fenémeno de la NMR: niicleos y campo
magnético estatico. El efecto macroscopico de un campo magnético externo Eo en un
conjunto de nicleos con espin no nulo es la generacion de la magnetizaciéon vectorial
total M apuntando en la direccion de éo. Aunque existe una componente transversal
microscOpica para cada vector de momento magnético de M en equilibrio, ellas se anu-
lan mutuamente ya que precesan en fases aleatorias, como muestra la ecuacion (3.1.2).
El establecimiento de una fase de coherencia entre esa aleatoriedad de precesién en un

sistema de espines bajo una magnetizacion es conocido como resonancia.

Antes de ahondar en la condicion de resonancia, analicemos la conocida analogia
del columpio. Supongamos que hay una fila de columpios de igual largo (por lo que cada
columpio tendré la misma frecuencia natural), con ninos jugando en él. Si los nifios
no parten al mismo tiempo, habra una diferencia de fase entre los columpios; esto es,
dado un instante fijo, los nifos estaran en un punto distinto del arco de balanceo. Para
que los columpios entren en fase de coherencia, se deben aplicar fuerzas externas a la
frecuencia natural de los columpios. Por ejemplo, si todos los columpios son empujados
al unisono a su frecuencia natural por una persona ubicada detras de cada columpio,
los ninos pronto entraran en fase, ejerciendo una fuerza coherente en la barra superior

de los columpios.

Para un sistema de espines magnetizados, la fuerza externa (energia) viene del
campo magnético oscilante denotado por B, (t) en distincion del campo estatico By. La
condicion de resonancia, basada en la fisica clasica, es que B, (t) rota de la misma forma
que precesan los espines. Un argumento més riguroso se basa en el modelo cuéntico.
En este modelo, la radiacion electromagnética de frecuencia w,s lleva energia (Ley de
Planck):

Erf = ha}rf-

23



Para introducir una transicién coherente de los espines de un estado energético en otro,
la radiacion de energia debe ser igual a la diferencia de energia AFE entre los estados

adyacentes del espin. Esto es,

hw = AE = vhB,

W = Wo. (3.2.5)

La ecuacion (3.2.5) es conocida como condicion de resonancia.

El pulso RF es sin6nimo del campo By, ya que B es de corta duracion y oscila en
los rangos de radiofrecuencia. Especificamente, el campo B; normalmente es activado
por unos pocos microsegundos o milisegundos. También, en contraste con el campo
magnético estatico éo, El es mucho més débil (por ejemplo, B; = 50 mT mientras que
By=15T).

Un tipico campo B; toma la siguiente forma:
Bi(t) = 2B(t) cos(wit + ¢)i,

donde Bf es una funcion de pulso envolvente, w,¢ es la frecuencia que lleva la excitacion
y ¢ es el angulo de fase inicial. Este campo se dice que es linealmente polarizado ya
que oscila linealmente por el eje x. Matematicamente, se puede descomponer en dos

campos circulares polarizados rotando en direcciones opuestas, esto es,

—

By (t) = B{(t) [COS(ert + ) — sin(wyt + gp)]] + B{(t) |:COS(UJrft + ) + sin(wyt + @);] ,

donde los términos del primer paréntesis giran en sentido de las agujas del reloj, mien-
tras que en el segundo lo hacen en sentido contrario a las agujas del reloj. Ya que el
segundo paréntesis gira en la direccion opuesta a la precesion de los espines, produce
efectos insignificantes sobre el sistema de espines si w;; estd cerca de la frecuencia de

Larmor!. Por lo tanto, el campo B (t) efectivo a considerar es:

él (t) = Bi(t) |cos(wt + @) — sin(wet + go)j] ,

'El principal efecto de esta componente fuera de resonancia es un leve desplazamiento, el cual
es conocido como Bloch—Siegert shift. Este desplazamiento en la frecuencia desaparece cuando B; es
activado.
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la cual tiene una componente en x
Bi.(t) = BE(t) cos(wit + )
y una componente en y
él,y(t) = —B{(t) sin(wt + ).

Un marco rotatorio es un sistema coordenado cuyo plano transversal rota en el
sentido de la agujas del reloj a una frecuencia angular w. Para distinguir este del
marco convencional estacionario, que denominaremos marco de laboratorio, usaremos
2,y y 2/ para denotar los ejes ortogonales del marco rotatorio, y los correspondientes
f’, j’ y K para los vectores unitarios. Mateméaticamente, esta relacionado con el marco

estacionario (o de laboratorio) mediante la siguiente transformacion:

7 = cos(wt)i — sin(wt)]
j' = sin(wt)i 4 cos(wt);
K=k

Dos marcos rotatorios especiales que son usados, corresponden a w = Wy y W = W.
En el primer caso, el plano 'y’ precesa a la frecuencia de Larmor del sistema de es-
pines, y lo llamaremos marco rotatorio de Larmor. En el segundo caso, el plano z'y/
rota como el campo B (t), v lo llamaremos marco rotatorio RF. Cuando wy = By,
ambos marcos son iguales. Por lo tanto, cuando no existe peligro de confusion, usare-
mos el término genérico, marco rotatorio o marco rotatorio w, para referirnos a uno o

el otro, dependiendo del contexto.

La ventaja de introducir el marco rotatorio radica en la simplicidad que ofrece para

describir el efecto de excitacion bajo el pulso RF.

El comportamiento de dependencia temporal de M en presencia de un campo mag-
nético By (t) se describe cuantitativamente por la ecuacidn de Bloch. En el contexto de

MRI, la ecuacion de Bloch toma la forma general:

—

dM e —
Y M x B —
aa

Myi+ M,j (M, — M°)k
T, o

(3.2.6)

donde M? es el valor del equilibrio térmico para M en presencia de éo solamente, y
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puede ser calculado de la forma

A0 — V22 BoN,I(I + 1)
= 3KT, '

T1 y T, son constantes de tiempo que caracterizan el proceso de relajacion del sistema
de espines después que fue perturbado de su estado de equilibrio térmico. Primero ob-
viaremos los dos tltimos términos y estudiaremos el comportamiento de M durante el
periodo de excitacion RF. Esto es aceptable si la duraciéon del pulso RF es corto en

comparacion con 77 y 15, como suele ocurrir en la practica.

Bajo esta suposicion, la ecuacion de Bloch toma la forma

—

dM - _
— =~9M x B. 3.2.7
= =7 (3.2.7)
Uno puede reconocer que esta ecuacion es idéntica a la ecuacion de movimiento para
un espin libre en la ecuacion (3.1.1) si reemplazamos M por fi. Ahora expresaremos la

ecuacion en el marco rotatorio:

o I P
atOt = ’YMrot X Brot —w X Mrot = ryMrot X (Brot + ;) .

Y la podemos reescribir como

o = YM,o1 X B, (3.2.8)
donde ~
. . w
Beff = Brot + —

es el campo magnético efectivo que el vector de magnetizacién experimenta en el mar-
co rotatorio. El segundo término representa una componente ficticia del campo por el

comportamiento simplificado de Mmt.

El mismo andlisis puede seguirse para expresar la ecuacion general de Bloch (3.2.6)

en el marco rotatorio:

O M, - - My7+ My (M, — M)
O — Moy X Bogg — =2 CE i e 74 3.2.9
or /o X Deft T T (3:2.9)
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El campo efectivo que los espines nucleares perciben en el marco rotatorio es:

] 7 K Wr Wr 7 e\
Beff = Bok/ + Bf(t)'l/ + —f = (BO — —f) kl + Bl (t)ll.
Y Y
Usando la condiciéon de excitacion en resonancia wyy = wy = vBy, tenemos que

Beg = BS(1)7.

Sustituimos el resultado de arriba en la ecuacion (3.2.8)

OM, . e
o Y — Mg x BE(1)7.
En forma escalar, tenemos:
dM_,
a =0
dM,,
=L = B (t) M, (3.2.10)

e —Bi(t) M,

Una solucion cerrada de la ecuacion (3.2.10) bajo las condiciones iniciales M, =
My, =0y M, = M es:

My (t) =0
t
0 L.

Moo () = MO cos ( /0 CBs). ds) |

Esta ecuacion indica que el efecto de la excitacion en resonancia por el campo By, en
el marco rotatorio RF, es la precesion de la magnetizacion sobre el eje 2’. Sin embargo,

esto no sorprende ya que el campo efectivo Eeﬂ apunta al eje z’.

La mayorfa de las excitaciones son asumidas en resonancia. Sin embargo, en la
practica, si las inhomogeneidades? del campo y efectos de desplazamiento quimico no
son despreciables, es poco probable que la excitaciéon en resonancia sea exacta para
todos los isocrométicos®. Cuando la excitacion del campo es fuera de resonancia para

un cierto isocromético, el campo magnético efectivo que somete a ese isocromético en

2 Aunque no es correcto para la lengua castellana, es parte la de terminologia usada en MRI.
3 A cada grupo de espines que comparten la misma frecuencia de resonancia se le llama isocromdtico
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el marco rotatorio es:

~ 0 - AN .
By = (Bo - E) R+ B0 = =K + B(1)7, (3.2.12)
Y Y

donde Awy = wy — wy¢ mide el grado de “fuera de resonancia”.

La ultima igualdad de la ecuacion (3.2.12) muestra que el campo efectivo tiene
dos componentes: la componente usual B; apuntando sobre el eje ' y una componente
residual Awg /v apuntando en direccion del eje z’. Intuitivamente, basado en la discusion
anterior se puede predecir la precesion de ]\7[r0t por éeﬁ. Un anélisis mas riguroso puede

obtenerse resolviendo directamente la ecuacién de Bloch:

dM s _ AWOMy/
L= —AwoMy + B (t) M, (3.2.13)
dM,r _ —yB{(t) M,

que gobierna el movimiento de M durante el pulso RF. Desafortunadamente, no existe

una solucion cerrada para esta ecuacion para un B{(t) arbitrario.

3.3. Precesion libre y relajacion

Después que el sistema de espines magnetizado ha sido perturbado de su estado de
equilibrio térmico por el pulso RF, deberd, de acuerdo a las leyes de la termodinamica,
volver a su estado inicial, siempre que la fuerza externa se remueva y se le de suficiente
tiempo. Este proceso se caracteriza por la precesion de M en torno al campo By, lla-
mado free precession o precesion libre; la recuperacion de la magnetizacion longitudinal
M, lamada relajacion longitudinal; y la desaparicion de la magnetizacion transversal
es llamada relajacion transversal. Ambos procesos de relajacion a menudo son atribui-
dos a la dependencia temporal de los campos magnéticos microscopicos que rodean el

nucleo.

Fenomenolégicamente, las relajaciones transversal y longitudinal son descritas por
una ecuacion diferencia de primer orden. Especificamente, en el marco rotatorio de

Larmor, tenemos:

dM, M, —M?

a T

de’y’ o M:c’y’ (3314)
a1

Esta ecuacion deriva directamente de la ecuacion de Bloch en el marco rotatorio (3.2.9),
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en la cual los primeros términos se hacen cero porque Beg = (By—wp/7)k'. Resolviendo
la ecuacion (3.3.14), obtenemos como evolucionan en el tiempo las magnetizaciones

transversal y longitudinal:

Mary (t) = My (0) =/

(3.3.15)
M, (t) = MO(1 — e V1) 4 M. (0, ) e /11,

donde M, (04) y M./ (04) son las magnetizaciones en el plano transversal y a lo largo
del eje 2’ respectivamente, inmediatamente después del pulso RF; y M? es, como antes,

la magnetizacion longitudinal en el equilibrio térmico.

Un punto importante sobre esta descripcion fenomenologica es que el decaimiento
de la magnetizacion transversal y la recuperacion de la magnetizacion longitudinal,
después del pulso RF, siguen una funciéon exponencial. Esta descripcion exponencial,
especialmente la relajacion transversal, se aplica solo para sistema de espines con in-
teraccion espin—espin débil, como es el caso de los espines de las moléculas en estado
liquido. Para solidos y macromoléculas, el mecanismo de la relajacion transversal es

mas complicado.

Otro punto que vale la pena senalar es que 77 y 15 no estan definidos como el
tiempo en que las relajaciones longitudinal y transversal estan completas. Para ver
esto mas claramente, consideremos 7 y 15 después de un pulso de 90°, que producira
M,y (04) = M2 y M,(04) = 0. De la ecuacion (3.3.15) obtenemos que

1
Mx/y/ (TQ) = Mx’y' (04,); ~ 37 %Mz’y’ (0+>

M, (Ty) = M? (1 - %) ~ 63 %M.
Por lo tanto, M, habra recuperado el 63 % del valor de equilibrio térmico después del
tiempo T3, pero M, habra perdido el 63 % de su valor inicial después del tiempo 75,
como muestra la figura 3.2. Los valores de 77 y T> dependen de la composicion del
tejido, estructura y entorno. Para un sistema de espines dado, 77 siempre serd mayor
que T5. Por ejemplo, T es del orden de 300 a 2000 ms, y 75 es del orden de 30 a 150

ms en tejidos biologicos.

El efecto combinado de precesion libre y relajacion puede verse poniendo el vector

de magnetizacion de vuelta en el marco de laboratorio. Especificamente, utilizando la
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Figura 3.2: Curvas de relajacion.
transformacion My, = M,, e™? en la ecuacion 3.3.15, obtenemos:

MCCZ/ (t) = Ma:y(0+) e*t/TQ e wot

(3.3.16)
M, (t) = M2(1 — e ¥/T) + M,(04) e~ /T,

donde M,,(04) = M, e ™™ es la magnetizacion transversal “inicial” observada en
el marco de laboratorio por el sistema de deteccion de senal. El tiempo de retraso es
incluido ya que se inicializa el tiempo en cero al finalizar el pulso (¢t = 7,,) para describir

los efectos de la relajacion.

3.4. Deteccion de la senal

Sabemos de la discusion anterior que colocando un objeto en un campo magnético
externo By y estimulando este con otro campo magnético B, (t) alternado u oscilante,
se produce un magnetismo macroscopico en forma de magnetizacion rotatoria en el
objeto. Esto es llamado fenémeno de NMR. La siguiente pregunta es cémo detectar
este magnetismo, o mas especificamente, como convertir esta magnetizacion rotato-
ria en senal eléctrica. Abordaremos esta pregunta en esta seccion. Comenzaremos con
una breve revision de los principios fisicos basicos de deteccion de senales y, luego,

describiremos los conceptos de demodulaciéon y cuadratura.

La deteccion de la senal de resonancia magnética esta basada en la ley de Faraday
de induccién electromagnética y en el principio de reciprocidad. La ley de inducciéon
de Faraday establece que la variacion en el tiempo del flujo magnético a través de un
conductor circular (una bobina receptora) inducird en la bobina una fuerza electro-
magnética (o voltaje) que sera proporcional al cambio del flujo magnético a través de
la bobina. Existen muchos ejemplos de esta ley en la vida diaria. Los generadores de
poder, que convierten la rotacion mecénica de imanes permanentes en electricidad para

los hogares, es uno de ellos.
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En MRI, la magnetizacion total precesa a la radiofrecuencia y cualquier espiral
conductor resonando a esa frecuencia puede ser usado como bobina receptora. En efecto,
en muchos casos, la misma bobina RF es usada para la excitacion y la deteccion. La
sensibilidad de la deteccion por la bobina receptora esta determinada por el principio
de reciprocidad. Especificamente, supongamos que Er(r) es el campo magnético en
el marco de laboratorio en la posicion r producido por una corriente que fluye en la

bobina. Entonces, el flujo magnético a través la bobina es dado por:

—

B(t) = /b. t B,(r)- M(r,t)dr,

donde B, es el campo magnético de recepcion. De acuerdo con la ley de inducciéon de

Faraday, el voltaje V' inducido en la bobina es:
0d(t) 0 = -

Vit) = ——=+=—— B.(r)- M(r,t)dr. 3.4.17

0= —"5" =5 [, Bl ) (3417)

La ecuacion (3.4.17) es la formula mas bésica en la deteccion de sefial de MR (reso-

nancia magnética), la cual incorpora la ley de Faraday y el principio de reciprocidad.

De esta formula podemos determinar cuantitativamente como diversos factores en un

experimento de NMR afectan la senial de MR recibida.

El término senal en MRI puede significar varias cosas. En algunos casos puede
referirse a la magnetizacion transversal, a veces al voltaje inducido, y en otros al volta-

je inducido después de algiin proceso.

Escribamos la ecuacion (3.4.17) en forma escalar:

V(t) = —% / BT M)+ By (MM (1. 0) + By (MM (r.0)]

Ya que la variacion de la funciéon M, es pequena en comparacion a la precesion libre

de M, y M,, puede ser despreciada

V(t) = - / - {Br,x(r)%Mx(r,t)—i—Br,y(T)%My(r,t) dr. (3.4.18)

Aqui suponemos que M,(r, )y M,(r, ) son lo suficientemente regulares para que se

pueda aplicar el teorema de convergencia dominada.
La ecuacion anterior nos muestra que el voltaje inducido es funcién sélo de M, y M,,.
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Esto es natural ya que se sabe que las senales de MR dependen de la magnetizacion

transversal.

Para desarrollar esto méas a fondo, escribamos B, , y B,, de la forma:

B, = |B 4y (7)| cos(¢,(r

= B )] cosl(r) 19
B,y = |Byuy(r)]sin(é,(r)),
donde ¢,(r) es el angulo de fase de recepcion. Si el campo de recepcion en la posicion
r apunta a lo largo del eje x, entonces ¢,(r) = 0. Por otro lado, si el campo apunta en
la direccion del eje y, ¢,(r) = m/2. Para los demas casos, ¢,.(r) toma valores entre 0 y
2.

Para evaluar la derivada temporal de M, y M, en la ecuacion (3.4.18), usaremos la

ecuacion (3.3.16), de la que obtenemos:
M, (r,t) = | My, (r,0)] e /72" cos(—w(r)t + de(r))

My(r,t) = | My, (r,0)] e t/T2(r) sin(—w(r)t + ¢e(r1)),

donde ¢.(7) es el desplazamiento de fase inicial introducido por la excitacion RF. Simi-
lar a ¢,(r), ¢.(r) toma valores entre 0 y 27 dependiendo de la direccion de ]\7[xy(r, 0).
Particularmente ¢.(r) = 0 si Mxy('r',O) estd a lo largo del eje x, v ¢.(r) = 7/2 si

—

M, (r,0) esta a lo largo del eje y.

Por simplicidad de notacion, escribiremos C(r,t) = w(r)| M, (r,0)| e /72" De la

ecuacion anterior obtenemos:

OM,(r,t) . . |Mmy(r70)| —t/Ty

—a = C(r,t)sin(—w(r)t + ¢e(r)) — —Tg(r) eV cos(—w(r)t + ¢e(T))
OMy(r,t) | My (r,0)] .y, .
= —C(r,t) cos(—w(r)t + ¢e(r)) — RO e Y2 sin(—w(r)t + ¢e(r)).

Para la mayoria de las aplicaciones, la precesion libre es mucho mas rapida que la
relajacion, o sea,

1

w(r) > T

Por esto, el segundo término de la ecuacion anterior puede ser ignorado, obteniendo:

OM,(r,t)

o = Clrt)sin(—w(r)t+de(r)) (3.4.20)
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OM,(r,t)
ot
Reemplazando la ecuaciones (3.4.19), (3.4.20) y (3.4.21) en la ecuacion (3.4.18), con

algunas simplificaciones, tenemos:

= —C(r,t) cos (—w(r)t + ¢.(r)) . (3.4.21)

V(t)=— /b' t | Byay (1) |C (7, 1) sin (—w(r)t + ¢e(7) — ¢p(1)) dr (3.4.22)

V(t)=— /b’ t | By y(1)|C (7, t) cos <—w(7“)t + ¢e(r) — &p(7) + g) dr.  (3.4.23)

La ecuacion (3.4.22) (o (3.4.23)) es la expresion basica de sefial que muestra explicita-
mente: La dependencia de la senal de voltaje detectada con la magnetizacion transversal
en el marco de laboratorio M,,(r,0), la frecuencia de la precesion libre w(r) y la bobina

receptora B, (7).

La senal de voltaje V(t) es de alta frecuencia porque el vector de magnetizacion
transversal precesa a la frecuencia de Larmor. Esto puede provocar problemas innece-
sarios para los circuitos electronicos en procesos posteriores. En la practica, V() se
convierte en una senal de baja frecuencia usando lo que se conoce como el método
phase—sensitive detection (PSD), o método de demodulacidn de senal. La demodulacion
de sefial consiste en multiplicar V(¢) por una sinusoidal de referencia y luego por un
filtro pasabajos para remover las componentes de alta frecuencia. Tomando el ejemplo

de la figura 3.3, supongamos que la sinusoidal de referencia es 2 cos(wot), tenemos

2V (£) cos(wot) = 2 / B,y (IO, 1) cos (—w(r)t + 6u(r) = 6,(r) + 2 ) cos(nt) dr

objeto

Si llamamos A(7,t) = —w(r)t + ¢e(r) — ¢, (r) + 7/2, se obtiene

2V (t) cos(wot) = 2 /b. t | By oy (7)|C (7, ) cos (A(r, 1)) cos(wot) dr

cos (A(r,t) + wot) + cos (A(r,t) — wpt)
2

dr.

=2 By
objeto
Removiendo la primera componente a través de un filtro pasabajos, tenemos una

senal de baja frecuencia, la cual es el output del sistema PSD. Denotando la senal como

Visa(t), tenemos

Via(t) = /b 1Byoay (1) C(r £) cos (A(r, 1) — wot) dr.
objeto
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Low-pass Filter—
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Senal de referencia
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f
2 cos(wot)
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— Mixer — S(t)
PSD
2 sin(wyt)

Figura 3.3: Phase—sensitive detection.

También es conveniente expresar w(r) = wy + Aw(r), donde Aw(r) es la dependencia

espacial de la frecuencia de resonancia en el marco rotatorio. Entonces tenemos:

Visa(t) = /b. (wo + AW (1)) | Bray (1) Moy (7, 0)] e/ 2(7)
objeto
X cos (—Aw(r)t + ¢e(T) — Op(1) + g) dr.

En la préactica, Aw(r) < wp, por lo que la ecuacion anterior se puede simplificar a

Vinalt) =0 | |Bryr) | Mo, 0) /T

objeto

X cos (—Aw(r)t + ¢ (1) — (7)) + g) dr (3.4.24)

la cual es una expresion general para senales con un PSD simple (s6lo un PSD). Ya
que Aw(r) es la frecuencia de precesion en el marco rotatorio, Vs (t) a menudo se
considera como la senal detectada en el marco rotatorio. Un inconveniente importante
de este esquema de deteccidén es que no se puede determinar si el isocromatico esta
precesando en el sentido de las agujas de reloj (Aw > 0) o en contra (Aw < 0). Para

solucionar este problema, se usa un segundo sistema PSD con una senal de referencia
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de la forma sin(wgt), con un desplazamiento en la fase de 90° con respecto al anterior.

Es facil mostrar que el output de este sistema de deteccion es

Vpsa(t) = wo/ | By ()| Moy (1, 0)| €4/ T20) 5
obj
N

X sin <—Aw(’r)t + ¢e(T) — (1) + 5

) dr. (3.4.25)

Hasta aqui, hemos analizado la magnetizacion rotatoria con dos “detectores” orto-
gonales entre si. Este esquema es conocido como deteccion de cuadratura, y es comun-
mente usado en los sistemas modernos de MRI. Los dos outputs del sistema vienen
usualmente en forma compleja, como muestra el segundo esquema de la figura 3.3, un

output se toma como la parte real y el otro como la parte imaginaria.

Especificamente,

donde Sg(t) viene del output del primer PSD dado en por la ecuacion (3.4.24) y S;(t)
viene de el output del segundo PSD dado por la ecuacion (3.4.25). Entonces,

S(t) = wo / | By (1) || My (7, 0) | e~ {A(TE=0e(r) 400 (r)=m/2) g (3.4.26)
objeto
Usando la notacion compleja,
Br,xy = Br,x + Z.Br,y

M,, = M, +iM,

tenemos que:

| Braay(r)| ™) = By, (r)

T7xy

|Mxy<r> 0)‘ ei¢6(r) = Mwy(ra O)?

donde By, es el complejo conjugado de B, .. Asi podemos reescribir la ecuacion (3.4.26)
como:

S(t) = wpe™/? / B4, (1) Moy (1, 0) e 20 g, (3.4.27)

objeto

Escalando por la constante wy ™2 la ecuacioén anterior, resulta la expresion
SO = [ B )0 e dr. (3429
objeto

Mas atn, si la bobina receptora tiene un campo de recepciéon homogéneo sobre la
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region de interés, como generalmente se asume, la expresion de la ecuacion (3.4.28) se

puede simplificar a
S(t) = / M, (r,0) e A< g, (3.4.29)
objeto

Notemos que de la expresion anterior, se asume implicitamente que el objeto percibe
un campo magnético estatico e inhomogéneo durante el periodo de precesion libre.

Expresemos la distribuciéon del campo como:
B(r) = By + AB(r)
y tenemos que Aw(r) = yAB(r), luego la ecuacion (3.4.29) queda de la forma:

S(t) = M, (r,0) e ABME gy
objeto
Si el campo inhomogéneo varia con el tiempo, es decir, AB es funcion del espacio y
el tiempo, entonces todas las expresiones anteriores de la senal, deben ser modificadas.
Especificamente, denotando el campo inhomogéneo como AB(r,t), Aw(r)t deberia ser
reemplazado por vfot AB(r,7)dr. Por ejemplo, la ecuacion (3.4.27) quedaria de la
forma:

S(t) = wo ™/ / B?, (1) M,y (r,0) e Jo ABr)dr gy (3.4.30)

T,xY
objeto

3.5. Caracteristicas de la senal

En esta seccion, examinaremos en detalle el tiempo de las senales de sistema de
espines después del pulso de excitacion. Clasificaremos estas senales en tres grandes
categorias: free induction decays (FID), RF echoes y gradient echoes. Para cada tipo
de senal, describiremos los requerimientos de excitacion, caracteristicas generales y ex-

presion matemaética.

Estableceremos unas suposiciones generales que tomaremos dentro de toda esta

seccion:

I. Asumiremos que el pulso RF es aplicado instantaneamente, de modo que el inter-

valo de pulso se supondra cero.

11. Ignoraremos cualquier imperfeccion en la excitacion y recepcion de modo que todo
desplazamiento de fase por efectos de “fuera de resonancia” y no uniformidades de
B, que interfieran la senal recibida seran omitidos. Bajo esta suposicion, podemos

utilizar la expresion simplificada (3.4.29). Ademas, por comodidad de notacion,
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reemplazaremos Aw por w de manera que ahora w representara la frecuencia de
precesion en el marco rotatorio. En consecuencia, la ecuacion (3.4.29) se puede

escribir como:
S(t) = My (r,0,) e /T2 = g (3.5.31)
objeto
I11. Para sistemas de espines heterogéneos, introduciremos una funciéon p de densidad
espectral para caracterizar esta distribucion de frecuencia. Especificamente, sea

dM (w) la magnetizacion total* del isocromatico. Entonces:

M = /_Z pw) dw.

Teniendo p(w), la ecuacion (3.5.31) queda de la forma:

S(t):/ plw) e VW) =it g,

[e.9]

Notemos que p(w) no es idéntica al espectro de frecuencias de S(t). Para diferen-

ciarlas, p(w) representara el espectro de frecuencias de una senal. Por definicion,

S(t) ! /00 plw) e ™ dw.

:% N

Por lo tanto, p(w) = 2mp(w) sblo si la relajacion Ty se omite.

“Free Induction Decays”: Viene de la acciéon de un solo pulso en el sistema de
espines nucleares. “ Free” hace referencia al hecho que la senal es generada por la prece-
sion libre de la magnetizacion vectorial total en torno al campo By; “induction” indica
que la senal es producida en base a la ley de Faraday de induccion electromagnética; y
“decay” por la caracteristica de decaer la amplitud de la senal a medida que transcurre

el tiempo. Matematicamente, la senal resultante de FID de un pulso o toma la forma:

S(t) = Sln(Oé)/ p(w) eft/T2(W) e*iuﬂt dw t Z 0
Claramente, la funcion de densidad espectral determina las caracteristicas de la
senal FID.

“Por simplicidad de notacion, usaremos M, (w), My(w) y M,(w) para denotar la componente de
magnetizacién de los isocromaticos.
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Dos parametros basicos de la senal FID son la amplitud y la tasa de decaimiento.
Independiente de la distribucion espectral del sistema de espines, la senal FID alcanza

su amplitud maxima cuando ¢ = 0, cuyo valor es dado por

Ap = sin(a) / p(a) dw = M?sin(a).
Entonces, la amplitud méxima de la senal FID depende del angulo « y del valor de

equilibrio térmico de la magnetizacion total.

“RF Echoes”: Una senal de eco puede generarse por multiples pulsos RF o por un
campo magnético invertido. Las senales de primer tipo son llamadas RF echoes y las del
segundo tipo gradient echoes. RF echoes fue descubierto por Erwin L. Hahn en 1950.
Desde entonces, el concepto de realinear los vectores de magnetizacion incoherentes,
mediante pulsos RF de reorientacion, ha sido ampliamente usado en varios tipos de

experimentos de NMR. Como por ejemplo:

= Eco de dos pulsos: Consiste en un pulso de 90°, seguido de un tiempo de espera

(delay) 7 y luego un pulso de 180°. El esquema de esta excitacion es el siguiente

90° — 7 — 180°.

La sefial de eco generada se llama spin echo (SE).

= Eco de tres pulsos: En general, hasta cinco ecos pueden generarse con una se-

cuencia eco de tres pulsos

a1 — Tp — Qg — T — (3.

» The CPMG Echo train: Cuando un sistema de espines es excitado por un pulso
de 90° seguido de una secuencia de pulsos de 180°, un tren de spin echoes puede
generarse. Supongamos que el pulso de 90° es aplicado en el tiempo ¢t = 0 y los
pulsos de 180° son aplicados en los tiempos (2n — 1)7 con n = 1,2,...,N. Un

tren de NN ecos se formara con una amplitud ponderada por

En _ e—2nT/T2 )

“Gradient Echoes”: Otra forma de senal del eco cominmente usada en MRI es
generada usando gradientes de campos magnéticos que varian en el tiempo. Tal eco

se conoce como gradient echo, para distinguirlo de un spin echo o un stimulated echo.
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La clave fundamental de la formacion de gradient echo es que el gradiente de campo
puede desfasar y refasar® la sefial de una forma controlada de modo que una o varias
senales de ecos puedan ser creadas. Para entender este mecanismo, primero vamos a

formalizar la definicion de gradiente de campo.

Definicién 3.5.1. Un gradiente de campo Bg en el contexto de MRI es un tipo especial
de campo inhomogéneo cuya componente z varia linealmente a lo largo de una direccion
especifica llamada direccion gradiente. Particularmente, Bg es llamado gradiente de

campo en T Si
Bg. = Gy (3.5.32)

y Gy es el gradiente en x. De manera similar, EG es denominado gradiente de campo
en Yy St
Bg. = Gyy (3.5.33)

o gradiente de campo en z si

Bgyz = GZZ. (3534)

El sistema de gradiente consiste en tres bobinas de gradiente denominadas como:
bobina de gradiente z, bobina de gradiente y y bobina de gradiente z, que respectiva-
mente producen los gradientes de campo en el eje x, y y z. Es importante notar que
en cada caso, el campo magnético producido por la bobina gradiente también tiene
componentes en la direccion x (Bg,) y ademas en y (Bg,). Sin embargo, estas com-
ponentes normalmente son ignoradas por la intensidad del campo By en la direccion
z. Por esta razon, B¢, normalmente es llamado so6lo gradiente de campo, y Bg.. y Ba

son usados indistintamente cuando no hay peligro de confusion.

Para poder entender esto, el campo magnético global en presencia del gradiente de

campo en la region de interés se puede expresar como

— —

B = (By + Bg,»)k,

donde B¢, es como en (3.5.32), (3.5.33) o (3.5.34) cuando una de las bobinas de
gradiente esta activada. Cuando las tres bobinas estan activadas simultdneamente,

Beg,. = Gxx + Gyy + G,z y en consecuencia

—

B = (By + Gyx + Gyy + G,2)k.

> Aunque no es correcto para la lengua castellana, es parte la de terminologia usada en MRI.
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Los tres gradientes a menudo se agrupan en un vector G tal que
G = (Gy, Gy, G,) = Gyi + Gyj + Gk
y la direccion de G es llamada direccion de gradiente de EG o B.

Es importante conocer la diferencia entre la direccion gradiente de B, y la direc-
cion del gradiente de campo mismo. Aunque G puede apuntar a lo largo de z, y, z o de
una direccién arbitraria, activando Gy, Gy y G, individualmente o simultdneamente,

la direccion de Bg usualmente es desconocida e irrelevante.

Para ver como se forman los gradient echoes, por simplicidad consideremos una
secuencia de pulso de la siguiente forma: Después de la aplicacion del pulso RF de «
grados (gradient echo se usa comunmente en combinaciéon con excitaciones en angulos
pequernios de inclinacion para imégenes rapidas), un gradiente en  negativo es activado.
Como resultado, los espines en las diferentes posiciones de x adquieren diferentes fases,

y esto se puede expresar en el marco rotatorio de la siguiente forma:
t A
o(z,t) = 7/ —Gyxdt = —yGyxt 0<t<r.
0

La ecuacion anterior indica que la pérdida de fase de coherencia se vuelve progresi-
vamente mayor, a medida que pasa el tiempo, después del pulso de excitacion. Después
del tiempo que la senal decae a cero, si se aplica un gradiente de la misma magnitud,
pero ahora positivo, la magnetizacion transversal comienza gradualmente a refasarse,
resultando una reaparicion de la senal. Especificamente, el dngulo de fase en marco

rotatorio ahora es dado por:
t A
o(z,t) = —yGyaT + ’y/ Gyr dt = —yGyar + 7Gx (t — 1) T<t<27T

La dispersion en la fase producida por el gradiente negativo se reduce gradualmente
después que el gradiente positivo es activado en el tiempo 7. Pasado este tiempo, la
fase ¢ llega a cero, lo que indica que los espines han sido refasados, y por lo tanto la

senal de eco ha sido formada.

3.6. Localizacion de la senal

Basado en las secciones anteriores, sabemos como obtener una senal de MR de un

objeto. De hecho, el protocolo experimental es relativamente simple: se ubica el objeto
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en el campo magnético uniforme y luego es excitado con otro campo oscilante a la fre-
cuencia de resonancia. La senal generada, es la suma de senales “locales” de todas las
partes del objeto. Para un objeto espacialmente homogéneo, esta senal es todo lo que
se necesita, ya que las senales locales son las mismas independiente del lugar espacial
que provengan. En la practica el objeto con el que trabajamos es heterogéneo, y se
hace necesario identificar las senales locales segtin la posicion del objeto que provienen.

Esta seccion se aboca en la localizacion espacial de estas senales.

Basicamente, hay dos métodos de localizacion espacial: excitacion selectiva y codi-
ficacion espacial. Principalmente estos dos métodos se basan en el uso de gradientes
de campo. Los sistemas modernos de MRI proveen tres gradientes ortogonales cuyas

formas pueden ajustarse independientemente.

Seleccion del slice: La seleccion del slice® es quizas el mas simple pero también el
més popular método de excitacion selectiva usado en MRI. Para la excitacion selectiva

de espines en un slice, hay dos cosas esenciales:
= El gradiente de campo.
= La forma del pulso RF.

Matemaéticamente, en un objeto tridimensional un slice puede definirse por la si-

guiente desigualdad:
As

|ﬁ8'r_$0| < 77
donde [is especifica la orientacion del slice, As es el grosor del slice medido en la
direccion de fi,, y So es la distancia del slice al origen (como muestra la figura 3.4).
Tengamos en cuenta que la direccion del slice se define ortogonalmente a este. En
algunos casos, cuando no es necesario especificar el grosor explicitamente, la ecuacion

se puede expresar de la forma:

s = T = Sp.

Tres casos especiales de seleccion de slice a lo largo de los ejes z, y y 2, se ilustran

en la figura 3.5. Las cuales corresponden a las respectivas ecuaciones:

|x—x0|<7 0 T =1

Ay
|y—y0|<7 0 Y =1%Y

6Seccion del cuerpo que se obtendrs la imagen.
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Figura 3.4: Parametros que caracterizan un slice en una direcciéon arbitraria.

Az
|z — 20| < — o z=z.
2
z z z
| ‘| : ‘|
| |
r | o/ _
— [ [
Loy [ [ S
(I | | .
| —_ 4 F— pl——-H - JF—— " -
I /) Y s 4 Y ’ Y
Ve L J/ / 4 /
Ve Ve s Ve
x x x
(a) Sagital (b) Coronal (c) Transversal

Figura 3.5: Seleccion de slice en la direccion x, y y z respectivamente.

La necesidad de activar un gradiente de campo durante el periodo de excitacion
en que se selecciona el slice, es debido a que el pulso RF solo puede estar a la fre-
cuencia selectiva (del slice), y espines en diferente posicion espacial se excitaran por
igual si resuenan a la misma frecuencia. Por lo tanto, para hacer el pulso RF selectivo
espacialmente, es necesario hacer la resonancia del espin dependiente de la posicion,
o méas deseablemente, que varie linealmente a lo largo de la direccion del slice selec-
cionado (fis). Un camino, simple pero efectivo, para lograr esto es aumentar el campo
homogéneo By con un gradiente lineal durante el periodo de excitacion. Tal gradiente es

llamado gradiente seleccion de slice para distinguirlo de los gradientes de codificacion
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en fase o codificacion en frecuencia que se introducirdn posteriormente.

Después del gradiente de seleccion de slice, el siguiente paso es transformar la fre-
cuencia de seleccidon establecida por el gradiente de seleccion de slice a una senal de
onda dependiente del tiempo de pulso RF. Recordemos de la seccion 3.2 que la ampli-
tud modulada del pulso RF se caracteriza por la frecuencia w,; y la funcion envolvente
B como’:

B (t) = B§(t) e ™.

Entonces, la pregunta es como elegir Bf y wiy.

Codificaciéon de la informacién espacial: Después que la senal ha sido activada
por el pulso, selectivo o no selectivo, informaciéon espacial puede ser codificada durante
el periodo de precesion libre. Ya que la senal de MR tiene forma de una exponencial
compleja, esencialmente tenemos dos formas de codificacion espacial: codificacion en

frecuencia y codificacion en fase.

= Codificacion en frecuencia: Como el nombre lo dice, hace que la frecuencia de
oscilacion de la senal de MR activa sea linealmente dependiente de la posicion. El
principio fisico usado para realizar esto es bastante simple. Consideremos primero
un objeto idealizado, unidimensional, con una distribucién de espines p(x). Si el
campo magnético que el objeto experimenta después de la excitacion, es el campo
homogéneo By méas un gradiente lineal Gz, la frecuencia de Larmor en la posicion
T sera:

w(r) = wy + 7Gxz,

Correspondientemente, la sefial de FID generada localmente de los espines en un

intervalo infinitesimal dx, omitiendo el efecto de la relajacion transversal, es

dS(x,t) o p(x)dx e~V BotGxa)t,

donde la constante de proporcionalidad depende del angulo de inclinaciéon de la
magnetizacion o flip angle o, del campo magnético principal By, y otros. Por con-
veniencia de notacién, omitiremos la constante de escalamiento y reescribiremos

la ecuacién anterior como

dS(z,t) = p(x)dx eV BotCx0)t, (3.6.35)

La senal en la ecuacion (3.6.35) se conoce como frecuencia codificada porque su

"El angulo de fase inicial del pulso RF no afecta la frecuencia selectiva si es constante.
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frecuencia de oscilacion w(x) = v(By + Gxx) es lineal con respecto a su posi-
cion espacial. Por esta misma razon, Gy se conoce como gradiente de frecuencia

codificada. La senal recibida de todo el objeto en presencia del gradiente es:

S(t) = / dS(z,t) = / p(x) e” W BoTCxalt gy = @il / p(z) e Gt 4y
bjeto — _

o0 o0

Después de la demodulacion (esto es, removiendo la sefial e~ “°), tenemos

S(t) = /_OO plx) e G dy. (3.6.36)

[e.e]

El efecto de Gy en la frecuencia de las senales locales de MR se ilustra en la
figura 3.6. Como se puede ver de este ejemplo, la codificacion del gradiente de
campo, asigna diferentes frecuencias a las senales locales, y gradualmente lleva

las seniales fuera de su fase de coherencia.

ANANNAN
VUV

IWAWAWAWAY
VAVAVAVAVA:

N NN
VARV

Gx(t)

p(_fv)

Figura 3.6: Senal localizada de un objeto hipotético unidimensional en presencia de un
gradiente de codificacion.

Este analisis puede generalizarse. Especificamente, se puede mostrar que la senal

FID recibida codificada en frecuencia después de la demodulacion es, en general,

44



dada por:

S(t) = / p(r) e CETt dp. (3.6.37)
donde Gy es el gradiente de codificacion definido por G = (Gx, Gy, G,). Similar
a la ecuacion (3.6.37), la senal general de eco codificada en frecuencia, puede

expresarse como: .
S(t) = / p(r) e~ 10T (1=T5) g (3.6.38)

—o0
Una pregunta importante surge de las ecuaciones (3.6.37) y (3.6.38): ;Se podra
asignar a cada punto en el espacio una tunica frecuencia activando Gy, Gy y
G, simultaneamente? La respuesta a esta pregunta es no. Para argumentar esta

respuesta ver [4, seccion 5.2.1].

Codificacion en fase: Comenzaremos de nuevo con el caso unidimensional. Su-
pongamos que, después del pulso RF, se activa el gradiente G por un intervalo
pequeno T} y luego se apaga. La senal local bajo la influencia de este gradiente

es
—iy(Bo+Gx)t 0<t<T
05 (1) = p(x)e | | SUS dpe
p<x> e~ GxxTpe g—ivBot Tpe <t.

Es claro que durante el intervalo 0 < t < T, la senal local es codificada en
frecuencia. Como resultado de esta codificacion, las senales tienen diferentes fases
para cada posicién x hasta el tiempo T}, como se muestra en la figura 3.7. Por
lo tanto, si usamos el primer intervalo de tiempo como periodo preparatorio, la

senal medida posteriormente tendra una fase para posicion x

d(x) = —yGxrThe.

Ya que ¢ es lineal en relacion con la posicion espacial de la senal, la llamaremos
codificacion en fase. Por la misma razon, Gy se denomina como gradiente de co-

dificacion en fase y T como intervalo de codificacion en fase.

La codificaciéon en fase también puede realizarse a lo largo de una direccion ar-
bitraria para objetos tridimensionales, activando Gy, Gy y G, simultidneamente
durante el periodo de codificacion. En este caso, el gradiente de codificacion en
fase seria G,. = (Gx, Gy, G,) para 0 <t < T,.. El 4ngulo de fase inicial es dado
por:

o(r) = —vGpe - TTpe.
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Como en el caso de codificacion en frecuencia, la senal recibida es la suma de

todas las codificaciones locales en fase y viene dado por:

/ dS(r,t) = e_iwot/ p(r) e Creloe dp. (3.6.39)
objeto

objeto

~wot ge puede remover después de una demodulacion.

ANA AN
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donde la senal e
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B=DBy+ Gx(t)l’

|
>
—
—

Figura 3.7: Fase codificada en un objeto.

Observacion 3.6.1. Notemos que la codificacion de la fase se obtiene por una

previa codificacion en la frecuencia durante un corto tiempo T, ver figura 3.7.
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Capitulo 4

Reconstruccion

4.1. k espacio

En esta seccion estableceremos una conexion entre la codificacion espacial (codifi-
cacion en fase y frecuencia) y la transformada de Fourier. Esta conexion nos permite

describir un esquema de imagenes complejas, usando la notaciéon del k espacio.

Primero consideremos la senal codificada en frecuencia dada en la ecuacion (3.6.36).

Ademas, de la transformada de Fourier podemos obtener la siguiente relacion:

S(ky) = / p(x) e 2™ dg.

o0

Con un simple cambio de variables,

. ¥Git senal FID
’ 3Gy (t —Tg) senal de eco.

Es claro que el rol del gradiente de codificacion en frecuencia Gy es para mapear la
senal temporal en una senal en el k espacio. En el caso extremo que G, = 0, el grafico
es trivial, ya que todos los puntos de la senal temporal se ubican en un mismo punto del
k espacio, esto es k, = 0. Si G, # 0, la senal tendra un mapeo no trivial en el k espacio.
En otras palabras, el gradiente de codificacion en frecuencia, codifica la informaciéon

espacial inequivocamente.

Cuando se usan miltiples gradientes para la codificacion en frecuencia, la relacion

47



de mapeo entre t y k es dado por:

¥ Gt senal FID
k= (4.1.1)
¥Grp(t — Tg) senal de eco

y la correspondiente sefial del k espacio, de acuerdo a la ecuacion (3.6.37), es:

S(k) = / p(r) e 2T dp, (4.1.2)
objeto

El k espacio coordenado de estos puntos, define lo que se llama trayectoria de muestreo.
En el caso bidimensional, por ejemplo la trayectoria de muestreo de una senal FID, de

acuerdo con la ecuacion (4.1.1), se define como:

k, = Gt
ky = +Gyt

ky = k cos(¢) (4.1.3)

donde k = Gt = +t,/G?+ G? y ¢ = tan™'(Gy/Gy). La ecuacion (4.1.3) define
una linea recta que parte en el origen del k espacio, como muestra la figura 4.1(a). La
orientacion de la linea es ajustable seleccionando diferentes valores de Gk y Gy. Para
la senal de eco,

ky = #Gy(t — Tp),
que corresponde a la linea recta que pasa por el origen del k£ espacio, como se muestra
en la figura 4.1(b).

Todo esto puede extenderse a tres dimensiones:

donde
G2+ G+ G senal FID

¥(t = Tg)\/G2+ G2+ G2 senal de eco,
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(a) Senal FID codificada en fre- (b) Senal eco codificada en frecuen-
cuencia cia

Figura 4.1: Trayectorias de muestreo en el k espacio.

0 =tan' (\/G2+G2/G,) y ¢ = tan™" (G, /Gy).

Notemos que la trayectoria de muestreo del k espacio de una senal codificada en
frecuencia es una linea recta sélo si se usan gradientes constantes para la codificacion.
Si G es una funciéon del tiempo, la relacion de mapeo entre ¢ y k deberia escribirse

como: .
k(t) = ﬂr/ Gr(7) dr,
0

donde el tiempo inicial corresponde al instante que la excitacion RF es apagada. Por
lo tanto, la senal puede atravesar el k espacio de forma lineal o no lineal, dependiendo

de la forma del gradiente de codificaciéon en frecuencia Gi.

Como la codificacion en frecuencia, el efecto de la codificacion en fase también puede
describirse por la transformada de Fourier. Especificamente, podemos expresar la senal

codificada en fase de la ecuacion (3.6.39) comor:
S(k) = / p(r) e 2 kT dp. (4.1.4)
objeto

obviando la senial portadora e~*°* y suponiendo que k = 5 GpeTpe. Notemos que S,
como funcién de k, tiene la misma forma para la codificacion en fase y frecuencia, como
se muestra en la ecuaciones (4.1.4) y (4.1.2). Sin embargo, en un tiempo dado, la senal
es mapeada diferentemente en el k espacio por la codificacién en fase y frecuencia.
Especificamente, k toma un valor fijo para Gpe y Tpe dados en la codificacion en fase,
mientras que k siempre es una funcion del tiempo en la codificacion de frecuencia. Por

lo tanto, la codificacion en fase influye s6lo en el punto inicial, pero no en la forma de
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la trayectoria del k espacio.

En el caso general que G es una funcion del tiempo, k es de la forma:

Tpe
k== Gpo(1)dr.
0
Por lo tanto, si el area bajo el pulso gradiente tiene el mismo valor, el tipo y la forma del
pulso gradiente de codificacion en fase no es importante en lo que concierne al mapeo
del k espacio. Para entender mejor este punto, consideremos tres gradientes como se

muestra en la figura 4.2. En el primer caso 4.2(a),

1 2 3
k‘x:ﬁ‘—|:/ TdT+/ dT—i—/(B—T)dT]:%,L.
0 1 2

Es facil ver que que k, = 2+ para el segundo 4.2(b) y tercer 4.2(c) caso. Por lo
tanto, los tres tipos de gradientes tienen el mismo efecto de codificacion. Notemos
que los tres pulsos tienen el mismo valor maximo de gradiente, pero el trapezoidal y
triangular son mas suaves y mas duraderos que el pulso rectangular. Durante el periodo
de codificacion en fase, k, va desde k, = 0 hasta k, = 2+ a diferentes velocidades para

diferentes formas de gradientes. Especificamente, ya que

dk, (t)
dt

= %Gx(t)

k. va desde el origen hasta el valor requerido de codificacion en fase a velocidad cons-
tante en presencia de un gradiente constante, pero a velocidad variable en todos los

otros casos.

G (t)

(a)

Figura 4.2: Tres pulsos gradientes usados para la codificacion en fase.
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4.2. Muestreo en el k espacio

Primero vamos a establecer unas definiciones sobre senales de ancho de banda aco-
tado.

Definiciéon 4.2.1. Una senal g que depende del tiempo, se dice limitada en tiempo, si

g(t) =0 parat > T, donde T es un nimero finito.

Definiciéon 4.2.2. Una senal g que depende del tiempo, se dice limitada en banda
(frecuencia), si el espectro de frecuencia {Fg}(f) es cero para |f| > fmax, €ON fiax €l

ancho de banda.

Definicién 4.2.3. Una senal g que depende de la posicion, se dice limitada en espacio,

si g(z) =0 para |z| > W.

Definicién 4.2.4. Una senal g que depende de la posicion, se dice limitada en banda
(frecuencia), si el espectro de frecuencia {Fg}(k) es cero para |k| > Kkmax, con Kmax €l

ancho de banda.

El teorema de muestreo de Shannon establece que una funcion limitada en banda
puede ser reconstruida perfectamente de su muestreo, si este es tomado uniformemente
en intervalos que no excedan el inverso de dos veces el ancho de banda. Méas especifi-

camente, sea ¢ una senal de ancho de banda f.,.,, entonces el muestreo debe ser

At <
2fmax

0 fs

:_>2max7
At — f

el cual es conocido como criterio de muestreo de Nyquist. El intervalo més largo per-
mitido por el criterio de Nyquist es At = 1/2fiax, v es llamado intervalo de Nyquist.
Equivalentemente f; = 2f,.x s conocido como frecuencia de Nyquist, que es la tasa

minima requerida para recuperar exactamente g.

Sean g(nAt) los valores del muestreo de ¢(t), con At cumpliendo el criterio de
Nyquist. Entonces, g(t) puede ser reconstruida de g(nAt) usando la siguiente formula

de interpolacion:

g(t) = Z g(nAt)sinc (7 f5(t — nAt)), (4.2.5)

como se muestra en la figura 4.3 (para una definicion de la funcion sinc ver ecuacion
(5.1.7)). También es facil mostrar que la ecuacion (4.2.5) puede ser escrita en términos

del ancho de banda de la senal

2fmax
fs

g(t) = > " g(nAt)sine (27 fra(t — nAL)).
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Figura 4.3: Ilustracion de la reconstruccion de una funcion continua desde su muestreo
por medio de funciones sinc con peso.

Es conocido que una funcion periddica que satisface las condiciones de Dirichlet
puede ser escrita en términos de una serie de Fourier. Si ademaés esta funcion periodica
es de ancho de banda limitado, la serie de Fourier tiene una cantidad finita de términos

no nulos. Consideremos la serie de Fourier siguiente:

N

g(t) _ Z Cp e—i27rnt/T.

—-N

Claramente, g es periodica de periodo T y su ancho de banda es N/T'. Ya que g queda
unicamente definida por 2N + 1 coeficientes, se espera que con un muestreo de 2N + 1
datos tomados en un sélo periodo sea suficiente para una tnica reconstruccion de g.

Por lo tanto, el criterio de Nyquist en este caso seria de la forma:

At < ——.
T 2N +1

Supongamos que se adquieren N; > 2N + 1 muestras de g(¢) en intervalos de
At = T/N;. Entonces g puede reconstruirse de este conjunto de muestreo usando la

siguiente formula de interpolacion:

o6 = 3 gna) 2 ][V‘(QN[T e )

n=0

El muestreo del k espacio es un problema de muestreo multidimensional. En la préc-
tica, se tratan las muestras a lo largo de cada dimension por separado, asi reduciéndolo
a un problema de muestreo unidimensional. El patréon de muestreo resultante no es 6p-
timo; sin embargo, garantiza una reconstruccion “perfecta” en base a la senal continua
del k espacio. Por lo tanto se adopta este tratamiento para determinar los requerimien-

tos de muestreo en la adquisicién de datos de MRI para dos populares esquemas:
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» Muestreo rectangular.
= Muestreo polar.

Aqui consideraremos so6lo el caso de iméagenes bidimensionales, siendo facilmente ex-

tensible a dimensiones superiores en caso de ser necesario.

Primero consideremos el caso de muestreo rectangular. Supongamos que el objeto
del cual se obtendrd la imagen est4 acotado por un rectangulo delV, x W, como

muestra la figura 4.4(a). De acuerdo con el teorema de muestreo se tiene

1 1

T Y

Supondremos ademas que la codificaciéon en frecuencia es en direccion del eje z y la

codificacion en fase a lo largo del eje y. Entonces:

Ak, = |G| At
Aky = ¥+ AG T,

(4.2.7)

donde Gy es el gradiente de codificacion en frecuencia, At es el intervalo de tiempo
para lectura de muestreo, AGYy es el tamano del paso del gradiente de codificacién en

fase y Ty es el intervalo de codificacion en fase.

I We | —>| Ak, |<—

(a) Objeto acotado. (b) Muestreo rectilineo del k espacio.

Figura 4.4: Ilustraciéon de un objeto acotado por un rectangulo de W, x W, y el muestreo
en el k espacio.

Reemplazando la ecuacion (4.2.7) en (4.2.6), y obtenemos los siguientes requeri-
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mientos en los parametros de adquisicion:

27
At < SEws
AGy < 27

— VTpeWy "’

Ahora consideraremos el caso de muestreo polar. En este esquema, hay dos para-
metros de adquisicion esenciales: Ak y A¢. Para obtener las condiciones para estos

parametros, se hacen dos suposiciones estandar:

(a) Acotado en espacio (figura 4.5(a)):
p(z,y) =0 para +/22+y>> R,. (4.2.8)
(b) Acotado en frecuencia (figura 4.5(b)):

S(ke,ky) =Fp=0 para /k2+k2> Ry. (4.2.9)

(a) Objeto acotado. (b) Muestreo polar del k espacio.

Figura 4.5: Ilustracion de un objeto acotado por un circulo de radio R, y el muestreo
en el k£ espacio.

La primera suposicion es valida ya que los objetos utilizados son acotados. La segun-
da suposicion es solamente una aproximacion ya que una funcién no puede ser acotada
en espacio y frecuencia al mismo tiempo. Sin embargo, esta suposiciéon es necesaria

para que se requieran un minimo de muestras a lo largo de la direccion ¢.
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Con la suposicion (a), el requerimiento de muestreo a lo largo de la direccion k para

cada ¢ se obtiene facilmente. Especificamente, se puede mostrar que:

Ak =+GAt <

2R,

™
At < ——
= ’)/GR;[;7

donde G = /G2 + G2

Determinar el minimo de muestras necesarias en la direccién ¢ es mas complicado
que para la direccion k. Debido a que S,(k,¢) es periodica en ¢ para un k dado,

podemos expresar esto en términos de la serie de Fourier

o0

Sp(k,¢) = Y cn(k)e ™, (4.2.10)

n=—oo

con

cn(k) ! /w Sy (k, ¢) €™ d.

:% ,

El intervalo A¢ de muestreo angular més grande permitido para S, es determinado
por el nimero de términos significativos en la serie de Fourier en la ecuacion (4.2.10).
Para objetos con simetria circular, S,(k, ¢) es constante en ¢ y la serie tendra solo un
término. En general, el nimero de términos significativos aumenta con |k|. Se conoce un
resultado que establece que S,(k, ¢) es limitado en banda por R,27|k|+1 con respecto a
¢. En otras palabras, los coeficientes ¢, (k) de la serie de Fourier en la ecuacion (4.2.10)
no son significativos para |n| > [2rR,R;] + 1 (donde [z] = n, donde n es el minimo
entero tal que n > x). Basado en la suposicion de ser limitado en frecuencia, ecuacion
(4.2.9), se puede ignorar ¢, para cualquier valor de k si [n| > [2nrR,Ry] + 1. Por lo
tanto, de acuerdo con el resultado de muestreo funciones peridédicas de ancho de banda
limitado visto anteriormente, el intervalo de muestreo angular satisface el criterio de

Nyquist para todo valor £ muestreado dado por

2
([2rR Ry ] + 1)+ 1

Ag < 5 . (4.2.11)

Ademas, se puede obtener la siguiente relacion de la ecuacion (4.2.11), directamente
relacionada con el niimero de lineas radiales, denotado por Ny y el nimero de muestreo

por linea, denotado por Nj. Tomando en cuenta el hecho de que nA¢ y nA¢ + 7 se
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adquieren simultaneamente, podemos expresar N4 como:

N, 2R, Ri] + 1,5.

T

=T >
Ag¢

Reemplazando R, = 1/2Ak y Ry = NyAk/2, obtenemos:

N¢N7T

. 4.2.12
N, 3 (4.2.12)

La ecuacion (4.2.12) indica que el nimero de lineas radiales es medianamente el mismo

que el nimero de muestras por linea de proyeccion.

4.3. Reconstruccion de la imagen

En esta secciéon estableceremos formalmente el problema de reconstrucciéon, como
encontrar una funcién imagen I que sea consistente con la sefial medida S de acuerdo

con la ecuaciéon de la imagen:

S =T{I}, (4.3.13)

donde T es usualmente un operador integral. En MRI, T representa cualquiera de los
esquemas de codificacion espacial. La ecuacion (4.3.13) cominmente hace referencia
a una restriccion para la consistencia de datos, donde cualquier funciéon que satisfaga

estas restricciones es llamada reconstruccion posible.

La restriccion para la consistencia de datos es importante, ya que la reconstruc-
cion de la imagen no hace més que convertir la informacion de los datos medidos a
un formato de imagen. Una violacion de la restriccion para la consistencia de datos
puede significar que el paso de conversion no sea fiable, una pérdida de informaciéon
valida o resultar en informacion falsa. Sin embargo, no se debe asumir que la técnica
de reconstruccion satisface la restriccion para la consistencia de datos. En la practica,
la consistencia de datos puede ser sacrificada en una forma controlada, a cambio de
otra propiedad mas deseable de imagen. Por ejemplo, en la reconstruccion de Fourier
apodizada descrita mas adelante (ver ecuacion (4.4.22)) la restriccion de consistencia

de datos es violada intencionalmente para reducir el fenémeno de los anillos de Gibbs.

Teoricamente, si T es invertible, datos consistentes I pueden obtenerse de la trans-

formada inversa

=TS}

Sin embargo, en realidad 71{S} no puede ser obtenida ya que el espacio de los datos
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es solo parcialmente muestreado. Por lo tanto, en vez de implementar directamente la
formula de inversion, nos enfocamos en encontrar una funcion imagen que satisfaga
la restriccion para la consistencia de datos, ya sea por una aproximacion a través de
una transformada inversa o por algin método distinto. Algunos problemas generales
con los que tiene que lidiar la reconstruccion de imagenes son existencia, unicidad y

estabilidad. Topicos muy latentes también en el area de matematica.

Dado un conjunto de mediciones, siempre existird una funciéon imagen I que sea

consistente con los datos, ya que son generados por un objeto fisico real.

La unicidad de tal funcién imagen, depende de cémo el espacio de datos sea
muestreado. Si se tiene una cantidad finita de muestras, como siempre ocurre en la
realidad, existe mas de una reconstruccién posible para tal muestreo de datos. En este
caso, se utiliza algtin criterio de optimalidad para seleccionar una imagen de todas las

reconstrucciones posibles.

La estabilidad en la reconstruccion de imagenes se refiere a como perturbaciones en
el dominio de datos se transfieren en posibles errores en la imagen. Mas especificamente,
si los datos son perturbados por AS' y, como consecuencia, la funcién imagen tiene un

error de Al, entonces

S+ AS =TH{I+AI}.

4.4. Reconstrucciéon desde el muestreo por transfor-

mada de Fourier

El problema de reconstruir una funcién desde el muestreo por la transformada de

Fourier puede formularse de la siguiente forma:

Dado
Sk = [ 1) = dr b, €D, (14.14)

determinar I(r). Donde D contiene el conjunto de puntos del k& espacio del que se

recogen los datos de medicion.

Este problema ocurre en muchas disciplinas cientificas y ha sido estudiado desde
mucho antes del nacimiento de la MRI. Hoy en dia, es sabido que dado un conjunto de
muestras uniformes de la transformada de Fourier, la transformada de Fourier discreta

(DFT) es la herramienta computacional usada para la reconstruccion de imagenes. En
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esta seccion se discutirdn las bases tedricas y las limitaciones de la técnica de recons-
truccion DFT.

En el caso unidimensional, la ecuacion (4.4.14) puede escribirse como:
S(ky) :/ I(x) e 2k g,

Ademés supondremos que el k espacio es uniformemente muestreado, tal que:
D={k,=nAk, n=...,-2,-1,0,1,2,...}.

La ecuacion de imagen se convierte en

Sln] = S(nAk) = / " (@) ez gy

Proposicion 4.4.1. Sea I € LY(R). Dado N € N, se cumple la siquiente igualdad.

N N

3" Sfn] ek = Aik Y1 <g; - A%) . (4.4.15)

n=—N n=—N
Demostracion. En efecto,

N N

n:Z_NS[n] eizmnlkr n:Z_N |:/_Z ](5) e i2mnAkE df:| pi2mnAkz
N [0.9]
= Z / 1(5) ei27rnAk(;c_§) df
n=—NY —
o] N
= / I(¢) Z oi2mnAk(z—) de
e n=—N
— /Oo I(f)ﬂ nZ_:N5 <$ —-§— &) d¢  (formula de Poisson)
1 L e .
- an 2 [ (e 5p)

58



Observacion 4.4.2. La identidad

i Sn] ei2mAke — Ak Z (z--) (4.4.16)

es vdlida en el sentido de distribuciones (ver [4]).

Una importante formula que gobierna la reconstruccion de I desde los S(nAk) es
la ecuacion (4.4.16). El lado izquierdo de esta ecuacion puede ser visto como una serie

de Fourier. El lado derecho es una extension periodica de I con periodo 1/Ak.

Muestreo infinito: En este caso hipotético de un muestreo infinito, S(k) existe
para k € D, donde
D = {nAk, —o0 <n < oo}.

Por lo tanto, existe suficiente informacion para definir la serie de Fourier en la ecuacion
(4.4.16). La pregunta ahora es si se puede recuperar I(x) de la extension periddi-
ca definida en (4.4.16). La respuesta es si, si Ak satisface el criterio de muestreo de
Nyquist. Para ilustrar este punto, primero usaremos el hecho de que cualquier I(x)
en la practica sera de soporte compacto. Esto es, existe un W, tal que I(x) = 0 para
|z| > W, /2, donde la region definida por || < W, /2 es llamado field of view (FOV)
en la literatura de MRI.

Si la relacion .

Az

vale, no existe solapado entre las réplicas periodicas I(x — n/Ak) para los distintos n.

W, <

Entonces, se puede obtener I(x) de la serie de Fourier formada en la ecuacion (4.4.16),

mas especificamente,

I(z) = Akrect( )Z S[n] ei2mAke, (4.4.17)

n=—0oo

para una definicion de la funcion rect ver ecuacion (5.1.6).

En la practica, I(z) se evalia solo en el drea FOV; por conveniencia de notacion,

generalmente la funcién rect se omite de la ecuacion (4.4.17), obteniendo

— Ak Z S[TL] eiZWnAkz ‘l’| <

n=—oo

A (4.4.18)

Muestreo finito: En la mayoria de las situaciones précticas, sélo se obtiene una
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cantidad finita de puntos del k espacio. Por convencion, asumiremos que S(k) se conoce
para k € D, donde
D = {nAk, —N/2 <n < N/2},

con N fijo. Este conjunto no es suficiente para definir la serie de Fourier como requiere

la formula (4.4.18). Lo que da como resultado, una reconstruccion posible no tnica.

Observacion 4.4.3. Si I es una reconstruccion posible, entonces I(x) = I(x)+ ei2mmake

es también una reconstruccion posible para cualquier |m| > N/2.

Observacion 4.4.4. I dado en la ecuacion (4.4.18) es una reconstruccion posible, si los

coeficientes no considerados toman valores finitos arbitrarios. En otras palabras,

N/2—-1
I(x) = Ak Y S[n]e®™k 4 3 ¢, g2k (4.4.19)

n=-—n/2 n<N/2
n>N/2

es una reconstruccion posible para ¢, arbitrarios (finitos).

Una importante pregunta con respecto a la reconstruccion de iméagenes de una
cantidad finita de muestras es: ;Qué valores deberiamos asignar a c,? Claramente, la
respuesta depende de la aplicacion. En la practica, a menudo los ¢, son seleccionados
en base a la restriccion de norma minima. Como resultado los coeficientes de la serie de
Fourier que no son medidos son forzados a ser cero. Porque, de acuerdo con el teorema

de Parseval,

Ak/2 N/2-1
/_ 1@)Pdr = Ak 3 SHP+ Y Jel? (4.4.20)

Ak/2 n=—N/2 n<N/2
n>N/2

que alcanza el minimo cuando ¢, = 0. Por lo tanto la reconstrucciéon posible, de norma

minima L2, tiene forma de una serie de Fourier truncada:
N/2-1

; 1
I(x) = Ak Y S[nje™ 2] < 7 (4.4.21)
n=—n/2

La ecuacion (4.4.21) es conocida como formula de reconstruccion de Fourier.
Claramente, la reconstruccion de Fourier no es idéntica a la funcion de la imagen
real. De hecho, como resultado de truncar la serie, la continuidad inherente de S (S es

una funcién analitica) se puede perder, dando paso al conocido fendmeno de Gibbs.

Una manera simple de solucionar este problema es multiplicar los datos por una

funcion de apodizacion o filtro w,, (window function), la cual decae suavemente a cero
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en n = £N/2. Existe variedad en este tipo de filtros. El mas popular es la funcion

Hamming window
wy, = 0,54 + 0,46 cos(2mn/N) con — N/2 <n < N/2.

Después de seleccionar la funcion de apodizacion, la reconstruccion de Fourier apodiza-

da viene dada por:

N/2-1 .
I(z)=Ak > SnJw, e®™8 |z < — (4.4.22)

Ak’
n=—N/2
Notemos que la reconstruccion de Fourier apodizada no es consistente con los datos
ya que

Ak/2 A
/ I(x) e 2 Ak o — v, S[n).
—Ak/2

El efecto de esta violacion en la consistencia se manifiesta en una pérdida en la resolu-

cién espacial, pero por otro lado soluciona el fenémeno de los anillos de Gibbs.
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Capitulo 5

La transformada de Fourier

fraccionaria

En este capitulo veremos una breve introduccion a la transformada de Fourier frac-
cionaria (FrFT), luego introduciremos la transformada de Fourier fraccionaria en el
contexto de la teoria de semigrupos. A su vez, las formulas de aproximacion que se
plantean en esta teoria nos servirdn para proponer nuevos métodos para reconstruir la

magnetizacion del objeto a través de senales de resonancia magnética.

Para comenzar, consideremos L*(R), esto es, el espacio de Hilbert de funciones

Lebesgue medibles con dominio R e imagen en C, tal que:

117 = [ 1P du < oc.
La FrFT en L?(R) originalmente fue descrita por Kober [19] y después redescubierta
por Namias en el contexto de la mecanica cuantica [22]. Una definicion equivalente es

la siguiente, ver ecuacion (5.1.19):
fa —_= e_iga'}f, (501)

donde 77 es proporcional al Hamiltoniano del oscilador armonico en mecanica cuéntica.
Esta es una definicion heuristica, ya que si (5.0.1) se expande como serie de potencias, no
se tiene su convergencia en L?(R). En efecto, esta materia es bien estudiada en la teoria
de semigrupos fuertemente continuos [9]. En un interesante trabajo, Kerr [17] demostro
que la FrFT constituye un grupo unitario de operadores fuertemente continuos en
L?*(R). Sin embargo, la estructura de L*(R) como un espacio de Hilbert no fue usada
en toda su extension, ya que, desde el enfoque de Kerr, se considera la FrFT segiin su

definicion por medio de una férmula integral (ver corolario 5.2.8).

62



5.1. Introducciéon a la transformada de Fourier frac-

clonaria

Es posible definir la transformada de Fourier fraccionaria de muchas formas dis-
tintas. Cualquiera de estas se puede tomar como definiciéon inicial, y mostrar que las

demas derivan de propiedades de la definicién inicial.

Antes de presentar las definiciones, introduciremos algo de notacién y suposiciones
generales. El a—ésimo orden de la transformada de Fourier fraccionaria de la funcion f se
denotara, dependiendo del contexto y los requerimientos para su claridad, de cualquiera
de las siguientes formas. El més cominmente usado serd f, o equivalentemente F°f.
Interpretaremos este operador F* actuando sobre una senal abstracta (o funcion) f,

expresado en un dominio u:
Jau) = Ff(u) = (F*f)(u) = F*(f)(u).

Un elemento muy importante en este contexto es la funcion generalizada (o distribu-
cion) delta de Dirac 6, la cual es cero para todo punto distinto de cero del dominio, y

la integral sobre cualquier intervalo que contenga el cero es 1, esto es

d(u) =0 para todo u # 0
[;0(6)dé =1 si0e Int(]).

Ademaés se puede definir como el limite de las siguientes funciones:

1 U

d(u) = £1_r>1(1) - rect (E) : (5.1.2)
o1 U

d(u) = llgé _ sinc <E> : (5.1.3)
o1 U

d(u) = £1_r>ré _ gauss <Z> , (5.1.4)
o1 U

d(u) = %1_{% - chirp (E) , (5.1.5)

con ¢ > 0, donde
1 siue|l—1/2,1/2]

rect(u) =4 1/2 siue {-1/2,1/2} (5.1.6)
0 e.o.c. ,
sinc(u) = Si“gm, (5.1.7)
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2

gauss(u) = ™™, (5.1.8)

2

chirp(u) = e~ "/* ™", (5.1.9)
Las dos tltimas ecuaciones (5.1.4) y (5.1.5) pueden ser reescritas para todo valor
real de c

§(u) = lim e /lel 5.1.10
) = lim (5110

. —imsgn(c)/4 1 iTu?/c . —im/c 1 itu?/c
O(u) = lim e~ —e =lim e —e . (5.1.11)

c—0 |C| c—0 c

Definicion A: (Transformacion integral lineal) La primera definicion es la méas
directa y concreta, aunque no es inmediatamente evidente por qué esta transformada

merece ser llamada transformada de Fourier fraccionaria.

Definicién 5.1.1. Las transformada de Fourier fraccionaria de orden a es definida

mediante la integral ,
) = [ Kl 9116 de (5112

con,
A, eirleot(@pui—2escl@pueteot(@)et] i g

K(u,&) = ¢ 6(u—¢€) sia =4y
du+¢E) sia=4j+2

donde A, = /1 —icot(a), a =an/2 y j € Z.

La raiz cuadrada de A, es definida tal que el argumento este dentro del intervalo
] - 71'/2, 71'/2]

Proposicion 5.1.2. Para 0 < |o| < 7, A, puede reescribirse sin ambigiedad de la

forma:
A e*i[ﬂ' sgn(a)/4—a/2) ( )
= _ 5.1.13
| sin()]

Demostracion. En efecto, claramente

sgn(a) [sin(a) —icos(a)] = (i) 8™ [cos(a) 4 isin(a)]

= (=1)7#@/2 [cos(a) + isin(a)],
como |a| < 7 se cumple que |sin(a)| = sgn(«) sin(a), luego

sgn(a) [sin(a) —icos(a)] = (=1)"%9/2 [cos(a) + isin(a)]

|sin(a)|[1 —icot(a)] = (e™)7senl@)/2gia
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Finalmente, ya que « # 0, tenemos

e im sgn(a)/2+ia
l—icot() = —————

b

| sin(a)|
y aplicando raiz a ambos lados se obtiene el resultado. O

Cuando a esta fuera del intervalo 0 < |a| < 2, simplemente se reemplaza a por su

equivalente en modulo 4.

La transformada es por definicion lineal, pero no es shift-invariante (excepto para
a = 4j), ya que el kernel no es solo una funcion de (u — £). Primero examinaremos el
caso en que a es entero. Sea j un entero arbitrario, notamos de la definicion que F*
y F4%2 corresponden a los operadores Z y P respectivamente, donde Z es el operador

identidad y P es el operador paridad, esto es

7()w - [ " S ) f(e) de

PN = [ " St () de.

oo

Para a = 1, tenemos o« = 7/2 y A, = 1, por lo tanto
fitw) = [ o) de.

Vemos que f; es igual a la transformada de Fourier de f, la cual normalmente se denota
F. De la misma forma, es posible ver que f_; es la transformada inversa de Fourier
de f. Ya que a = an/2 aparece en la ecuacion (5.1.12) solamente en el argumento
trigonométrico de K, la definiciéon es periddica en a (o «) con periodo 4 (o 27). Por
esto podemos centrar nuestra atencion al intervalo a €] —2,2] (o a €] — 7, 7]), 0 en
algunos casos a € [0,4] (o a € [0, 27[). Estos hechos pueden resumirse en notacion de

operadores de la forma:

F'=1,
F'=7F,
F?="P,
F*=FP =PF,
Ft=F"=1I,

4j+a __ 4k+a
Flite — Fikte
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donde j y k son enteros arbitrarios.

Esta definicion pareceria artificial si no presentara algin tipo de continuidad con
respecto a a. No es dificil ver, examinando el kernel, que un leve cambio en a resulta
s6lo en un leve cambio en f,(u) cuando a no esta cerca de un entero multiplo de 2.
Para ver que esto ademas es valido cuando a se aproxima a un entero miltiplo de 2,

primero consideremos el comportamiento del kernel cuando a — 0.

Proposicion 5.1.3. Para |a| > 0 infinitesimal el kernel puede ser reescrito como:

1

Vel

Demostracion. En efecto, usando (5.1.18) tenemos

K, (u, ) e isn(@)/4 gin(u—6)/a (5.1.14)

—47 Sgn 4 /2
Ka( ’5) _ € sgn(a)/ ea/ eiw[cot(a)quQcsc(a)u§+cot(a)£2]7

| sin(a)]

como |a| — 0, esto implica que |a| — 0, luego sin(a) ~ o y cos(a) = 1 por lo que

—imsgn(a)/4
Kou,§) = S o nuarers

Vlal

e~ im sgn(a)/4

Vel

im(u—€)?%/a

]

De (5.1.11) se ve que la ecuacion (5.1.14) se reduce a 6(u — §) cuando a — 0. Para un

analisis cuando a se aproxima a otro entero multiplo de 2, ver [5, pagina 120].

Finalmente, podemos ver una importante propiedad del operador de transformada

de Fourier fraccionaria, la aditividad de indices
Fo Faz — ]:al—l-az — Fo2 Fa

Definicion B: (Potencias fraccionarias de la transformada de Fourier) Ahora
definiremos el a—ésimo orden de la transformada de Fourier fraccionaria como la a—

ésima, potencia fraccionaria de la transformada de Fourier.
Denotemos por ; la funcion de Gauss—Hermite que es funcion propia de la transfor-

mada de Fourier, con su respectivo valor propio A;. Se sabe ademés que este conjunto

de funciones propias constituye una base ortonormal en L2.
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Definicién 5.1.4. La transformada de Fourier fraccionaria se define de la forma:
Feapy(u) = Maby(u) = (e ™) %y (u) = e "/ 24 (u). (5.1.15)

Asi se define completamente la transformada de Fourier fraccionaria como una fun-

cion lineal por medio de la especificacion en las funciones propias y los valores propios.

Varias propiedades de la transformada de Fourier fraccionaria discutidas en térmi-
nos de la definicion A, se deducen con mayor facilidad en la presente definicion, asi

como los casos @ = 0, a = 1 y la propiedad de aditividad de indices.

En efecto, para obtener la transformada de Fourier fraccionaria de una funcion f,
primero debemos escribir su representacion en las funciones propias de la transformada

de Fourier,

ZCﬂm (5.1.16)

C = /%

Aplicando F* a la ecuacion (5.1.16) y usando (5.1.15) obtenemos

con

=3 e ) / Ze—ml% J(E)1(€) de.

1=0
En comparacion con la ecuacion (5.1.12), el kernel K, es ahora de la forma
(u, &) = e 2 (u)yy(€), (5.1.17)
1=0

el cual es llamado ezpansion espectral del kernel de la transformada de Fourier fraccio-
naria. Para ver una equivalencia entre el kernel de la ecuacion (5.1.17) y (5.1.12), ver
[5, tabla 2.8].

Definicion C: (Transformacion de operadores de multiplicacion y diferenciacion)
Este enfoque se debe esencialmente a Condon (1937). Notamos que méas tarde Wolf

(1979) uso6 un enfoque similar para definir las transformaciones lineales canénicas.

Para esta definicion es necesario primero definir el operador de multiplicacion U y

el operador de diferenciacién D en los dominios de tiempo (u) y frecuencia (x) como
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sigue:

Fl) = - f(a),
UF () =~ 5521 0).

A través de esta seccion usaremos u, como la variable asociada al dominio de la
a—ésima, transformada de Fourier fraccionaria. Como es usual, u denotard la variable

en el dominio de tiempo.

Definicién 5.1.5. Definimos los operadores U, y D, de la forma

U
D

U
D,

Y

_ [cos(a) sin(a)

—sin(a) cos(a)

con a = ar/2, tal que

U =U,

U, =D,

D, = D,
D, = —U.

Ahora, definimos la representacion en el dominio de la transformada de Fourier frac-

cionaria fq,(uy) de la funcion f tal que satisface las propiedades

uafa(ua) = uaf(ua)v

1 d
Dafa(ua) = %d_%fa<ua)'

Definicién D: (Ecuacion diferencial) Aqui la transformada de Fourier fraccionaria
de una funcion fj es definida como la solucién de una ecuacion diferencial, donde fo(u)
representa la condiciéon inicial. Esta es la ecuacion diferencial del oscilador armoénico
en mecanica cuantica y ademés la ecuacion gobierna la propagacion optica en medios

de indice cuadratico.

Definicién 5.1.6. Consideremos la ecuacion diferencial

Lot o, 1 _20
——T-i-ﬂ'u - = fa(u) _Z;%'fa(u) (5.1.18)
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La solucion de la ecuacion f,, la transformada de Fourier de f de orden a.
Para una equivalencia de las definiciones A y B, ver |5, pagina 130).

Las soluciones de la ecuacion (5.1.18) son las funciones de Gauss—Hermite; esto es,

si la condicién inicial es 1;(u), la soluciéon es e~"4™/2y)(u).

Dada una condicién inicial arbitraria fo(u) suficientemente regular, se puede obtener

su expansion en términos de las funciones de Gauss-Hermite

folw) =3 Cutb(u),

con

C = / D) fol€) de.

Ya que la ecuacion (5.1.18) es lineal, la solucion correspondiente a la condicion inicial

es obtenida de la forma:

fa(u) _ Z Cl efialﬂ/Zwl(u).
=0

Definicion E: (Operador Hiperdiferencial) Finalmente, mostraremos como la trans-

formada de Fourier fraccionaria puede definirse en una forma Hiperdiferencial

Definicién 5.1.7. La transformada de Fourier fraccionaria se define por el operador

hiperdiferencial
Fo = mitam/2)8 (5.1.19)

donde
H=n (DU — .

En el dominio de tiempo esto es
1 d? 1
Fof(u) = exp [—i—‘” (———u +mu? — —)} flu).

Esta definicion estd muy relacionada con la definiciéon anterior. Para una equivalen-

cia ver |5, pagina 132].
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5.2. Una perspectiva de la FrFT desde la teoria de
semigrupos

En esta seccion, formalizaremos la igualdad (5.0.1) mediante la teoria de semigrupos
en operadores lineales, introduciendo la definicion de FrF'T desde una nueva perspec-
tiva. En esta direccion, destacamos la interesante publicacion [18] que desarrolla una
teoria general de las transformaciones fraccionarias en grupos equicontinuos de ope-
radores en espacios de funciones generalizadas, donde la transformada fraccionaria de

Fourier es un caso especial.

Para comenzar, recordemos que, para n € Ny, las funciones de Gauss—Hermite se

definen como:
21/4

v 27n!

donde H,, es el n—ésimo polinomio de Hermite. Ademés recordemos que las funciones

Un(u) = H, <\/§u> o

de Gauss—Hermite forman un sistema ortonormal en L?(R).

Definicién 5.2.1. Para n € Ny, definimos los operadores P,: L?*(R) — L*(R) como:

(Pnf)<u) = <f> @Zjn) %(U)

Definicién 5.2.2. Definimos el operador lineal no acotado H: D(H) C L*(R) —
L3(R) como sigue:

Hf(u) = % Gf"(u) — 2l f(u) + gf(u)) , (5.2.20)

con dominio (mazimal) dado por:
DH)={f e L’R): f" € L*(R) y M,2f € L*(R)},

donde M,> denota el operador multiplicacion por u?, esto es M2 f(u) = u?f(u).

Comenzamos nuestras consideraciones con el siguiente resumen de algunas propiedades

importantes de la sucesion de operadores {P,}>°, que utilizaremos en esta seccion.
Proposicion 5.2.3. Las siguientes afirmaciones son vdlidas:

1. {P,}5°, es una sucesion de proyecciones lineales y acotadas en L*(R), esto es
PP, =0sim#nyP?=DP,.

1I. Para todo n € Ny, [|P,]| < 1.
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ITI.

Iv.

V.

Para todo n € No, P, H = HP, = —ing P,.

S0 o Puf = [ para todo f € L*(R).

El dominio de H es denso en L*(R).

Demostracion. En efecto,

II.

ITI.

Iv.

Sea f € L*(R). Ya que claramente de 1, € L*(R) se sigue que P,f € L*(R), se
obtiene Pm(Pn.f) = <Pnf7 ¢m> Uy = <.fa wn> <¢m wm> Ym, y

sin#m

Py (P, f) = .
(f, ) ¥ sin=m.

Usando la desigualdad de Cauchy—Schwarz, tenemos que

Usando la identidad ( 2.5.5):

st +aet (25 ) vt
(

)
2w
Up(u) + 21 (20 + 1), (u) — dn*uhy(u) = 0
)

V' (u) + 21, (u) — Amuep, (u) = —dnmi,(u)
(o800 = 70,00+ Jon)) = =inZuntu

N | .

lo que es equivalente a

1

ing ) = § (U0) = R0 + S0 (0) ) = Mo ()

Entonces,

Pt = (Hf, ) Yn = (fy =H) o = (f, 000 ) ¥n = —inZ Puf,

Es directo del hecho que {9}, es un sistema ortogonal completo en el espacio
de Hilbert L*(R).
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V. En el teorema 5.2.9 veremos que H es el generador infinitesimal de un grupo
fuertemente continuo, luego por la proposicion 2.4.5, el dominio de H es denso en
L*(R).

]
Proposicion 5.2.4. La siguiente igualdad es vdlida para u € [0, 27|
cosku w 7w N u? (5.2.21)
o6 2 4 o
k=1
Demostracion. Calculemos la serie de cosenos de la funcion f(x) = z(m — ) con

x € [0, 7], recordemos su forma:

1 oo
500 + ; ay cos(kx),

_ % /0 " fa) cos(kz) da

Luego, ya que f(z) es continua y f’ esta en L?([0, 7]), la serie converge uniformemente
a f(x) (ver [13, pagina 88|),

donde

— 1
x(w—x:%—kzk— s(2kz),

finalmente, reemplazando u = 2z, obtenemos el resultado pedido. O
El siguiente resultado es el principal de esta seccion.

Teorema 5.2.5. Para todo f € L*(R) la familia {T(t)}icr dada por:

T(W)f =) e P,
n=0

define un grupo fuertemente continuo en L*(R). Mds atin:
» T(t) es periodico con periodo 4.
» T(1) = F, donde F denota la transformada de Fourier.

Demostracién. Primero mostraremos que para todo f € L*(R), tenemos T(t)f €
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L*(R). En efecto, para f € L*(R) tenemos:

TP = < é%tPﬁ§:€mt&J>

> e R PL P, f)

I
Mg

0=0

3
I

[
M8

Z| Yas [) P =711 (5.2.22)

i
o

Ademés, la identidad anterior implica que
Il < 1, (5.2.23)

para todo t € R. De 1y 1v de la proposicion 5.2.3 se deduce la propiedad de grupos
T(t+s)=T(t)T(s)y T(0) = I. En efecto, tenemos:

TWOT(s)f = D> > e mste™°PP,f

n=0 m=0
00

= Y e TIp f=T(t+5)f. (5.2.24)
n=0

Por tltimo, debemos mostrar que 7'(t)f — f cuando t — 0, lo que implicaria que
{T(t)}+>0 es fuertemente continuo. En efecto, ya que el dominio de H es denso en
L%(R), es suficiente probar que se cumple para f € D(H). Sea g = Hf. Por 11 y 1V de
la Proposicion 5.2.3 tenemos:

2

1T = FIP = |D (™3 =1) Puf

= i (e_i”gt — 1) ang

n

= —Z!e_mt HPn9H2
4 & (2 2cos(n7rt/2)>

A
|

lgll®

2 n?
n=1
4 (7t 7w
- (5T oo (5.2.25)

donde en la tltima ecuacion se uso6 la identidad (5.2.21). Esto prueba que {T'(¢) }1>0 es

fuertemente continuo. Finalmente, es claro de la definicion que 7'(¢) tiene periodo 4. El
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que T'(1) es la transformada de Fourier de f se sigue de su representacion en términos

de las funciones de Gauss—Hermite (ver [5, seccion 2.5]). O

Introduciremos la FrFT por medio de la siguiente definicion.

Definicién 5.2.6. Definimos la transformada de Fourier fraccionaria de orden a € R
de la funcion f € L*(R) como:

FUNp) = [T(a)f](p), peR.

El grupo {T'(a)}.er también es llamado grupo de Fourier.

El siguiente lema es la clave para mostrar rigurosamente que {7'(a) },cr s, en efecto,

igual a la definicion usual de FrF'T de orden a dada por medio de la formula integral.

Lema 5.2.7. Para todo p,u € R y todo o € R\ nZ tenemos que:
S n(p) e, (u) = VI = cota oin( stomtmecatiteota)
n=0

Demostracion. Todas las integrales de la demostracion son tomadas sobre R.

Usaremos las siguientes identidades:
us—s2 C Sn
e? = Y H,(u) — (5.2.26)
n=0

1 )
e = N / U= g (5.2.27)

La primera corresponde a la funcién generatriz de los polinomios de Hermite (ver
ecuacion (2.5.4)) que es valida para u, s € C, mientras que la segunda corresponde a la
integral Gaussiana [15, Formulas 9.241(1) y 9.251], que es valida para u € C. Usando

la formula de Rodrigues para los polinomios de Hermite (ver ecuacion (2.5.3)) tenemos:

H,(u) = e“Z/s” s =" 4.
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Por la definicion de 1, tenemos que:

> () e )
S MR (rp)

[e.9]

_ 21/46—7rp2 —zna N
> e )
1

(Vo)

| —2)" ‘ )
_ 21/4 e—71'p2 e~ina L (u ( 2mp /Sn e2zx/ﬂps—s ds
; balw) o=

x 1/4 T
2/ H, <V27Tu> 67”“2—(_21) o2mP? [ gn Q2iV2mps—s® g

— 21/4 e*TI'pZ efina
nz_% Vv2rn! VmV2mn!

— 9l/2 7rp2e 7ru2TZ e—ina (_Z) H, <\/%U> /Sn e2i\/ﬂps—52d8

e

Debemos verificar el paso de la sumatoria dentro de la integral en la tltima igualdad.

OMS

—iQ
o ()

Observemos que

NE

o L
S = (—ise_m)”—lﬂn(\/ 27x)
n!
n=0
es similar a (5.2.26). La serie en la igualdad (5.2.26) es el producto de las series de Taylor

22

de e*** y e7*"| como funciones de z. Los coeficientes H, () claramente son dominados

. 2 . . .
por el producto de las expansiones de e2#l*l y el?". Asi, toda suma parcial de la serie

2[||z]

de la igualdad (5.2.26) es dominada por e el Sj aplicamos esto a S, acotamos

las sumas parciales de .S por una funcion integrable. Esto justifica el intercambio entre

la sumatoria y la integral. Combinando ahora con (5.2.26) obtenemos:

— ew<p2—u2)\/i/e2 ZWU(—ise*iQ)—(—ise*io‘)Q e2i\/ﬂp5732ds
T

— ew<p2—u2)\/§/e—2i 2mus e~ 452 e 12 eQi\/ﬁps—SQdS

— 71' 2 _u? \/7/ _12"‘ eQi 27rs(p7ue_m)d8‘
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Usando el siguiente cambio de variables 7 = sy/1 — 7% en la ultima integral:

[e%¢) p—ue —ia )

an( —mawn( _ 71' 2 _u? 1 _ / ,2 sz Vi-e—i2a r.
v — e~ i2a

n=0

Usando la igualdad (5.2.27) tenemos:

SN2
s —1
: 2 _, (pmuemie)”
S walp)e () = ) eI
n=0
78in o

_ ew(p27u2) \/cos Q + 18I« efzw;m (p?—2puc—iofu? o=2ie)
181N o
2_,2 2 —i
= (") T =i cotae mma (P e~ 2putuie™)
_ eﬂ(pzfuz) /1 — i cot aefﬁ(p2(cosa+'isina)72pu+u2(cosa7isina))

_ . —2ms 71[)2 cota+pucscaflu2 cot v
= Vv1—icotae (-3 2 ),

probando el lema. O

Hacemos notar que para demostrar este lema, pusimos una restriccién a los valores
de a. Esto es porque el primer término proviene de la definicién de la transformada de
Fourier fraccionaria para argumentos f € L?(R), mientras que el segundo término es
véalido para f € L*(R). Por lo tanto, ahi la ortogonalidad de las funciones de Gauss—
Hermite en L*(R) se pierde.

Por el lema 5.2.7 y el teorema 5.2.5 deducimos el siguiente resultado, con el cual
mostramos el conocido y equivalente resultado de FrFT en términos de la integral de

Riemann.

Corolario 5.2.8. Dado a € R\ 77Z denotamos a := %a. Tenemos para todo p € R,
(T(a)f] (p) = m/ f(u) o7 (P cota—2pucscatu cova) gy, (5.2.28)

En la practica, la restriccion en los valores de « tiene ciertas de consecuencias para
la transformada de Fourier fraccionaria asi como se define en (5.2.28). Por ejemplo, el
comportamiento de la transformada de Fourier fraccionaria en los casos bordes o € 7Z
no es obvio. Méas atin, necesitamos especificar cual rama de /1 — 7 cot a se esta con-
siderando. Este problema fue tratado en |20], primero considerando los valores de a en

el intervalo (—m, ) y luego tomando los valores en el borde por separado. En contraste,
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nuestro enfoque por medio de grupos fuertemente continuos produce una definicion de

la transformada de Fourier fraccionaria valida para todo los valores de a € R.

En el siguiente teorema, resumimos algunos de los comentarios anteriores y ob-
tenemos nuevas propiedades e identidades usando el contexto de grupos fuertemente
continuos. Como es estandar, denotaremos por o(H) el espectro y por o,(H) el espectro

puntual de H.

Teorema 5.2.9. Las siguientes afirmaciones son vdlidas:
1. El generador infinitesimal del grupo de Fourier es H.
1I. El grupo de Fourier es unitario, esto es T(t)* = T(—t).
ur. o(H) = o,(H) C i5Z.
IV. La siguiente identidad se cumple:

1

4
Pi=7 [ e ds

En otras palabras, P,f es el n—ésimo coeficiente de la transformada de Fourier

fraccionaria T(t).

V. Para todo \ ¢ i5Z, tenemos:

(M —H)" f= 1_—16_4A/0 e [T(s)f] ds.

V1. Para todo f € D(H), Hf =3 " —inSP,f.
Demostracion. En efecto,

I Sea Ar el generador infinitesimal de {T'(t)};>o. Entonces, por la definicion de Ar,

de T'(t) y 111 de la proposicion 5.2.3 tenemos:

= N § = .
Arthy = T'(t)]mp ¥m = Z Ty e g Pathm = Z _mipnwm -
n=0 n=0

n=0

lo que muestra que Ayr = H.
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11 Ya que H* = —H, esto es, H es autoadjunto. La afirmacion II sigue directamente

de la definicién.

111 Las demés afirmaciones son consecuencia de la periodicidad de T'(t), ver |7, paginas
266-267].

]

Para finalizar esta seccion, aprovecharemos la variedad de férmulas de aproximacion
de la teoria de semigrupos fuertemente continuos para obtener el proximo resultado.
Este serd la base para la descripcion de una nueva férmula para reconstruir la magne-

tizacion de la senal de MR, dada en la seccion 7.3.

Teorema 5.2.10. Para todo f € L*(R) tenemos en la norma de L?:

, N m
T()f = lim o7t ) =0T (E) J
m=0 ’

Demostracion. Ya que {T'(t)}icr es un semigrupo fuertemente continuo que cumple
que | T(t)]| <1, de [7, p.216] tenemos que:

T(t)f = lim e 't/ f, t>0,

q—r0

luego mediante expansion en serie de Taylor de la funcion exponencial, y las propiedades

de semigrupos tenemos que

te Tt ETL/ )™ ST (1™~ 1T (m/q)
¢ ¢ - ’mz:() m)! - mZ:o m)! —° mz:() m)!

5.3. Comentarios sobre la transformada de Fourier

fraccionaria

Con el desarrollo de la transformada de Fourier fraccionaria y los conceptos rela-
cionados, vemos que el dominio de frecuencia es simplemente un caso especial de un
continuo de dominios de la transformada de Fourier fraccionaria, que estd intima-
mente relacionado a la representacion tiempo-frecuencia (o espacio—frecuencia). Cada
propiedad y aplicacion de la transformada de Fourier viene de un caso especial de la
transformada de Fourier fraccionaria. En cada area en que se aplican los conceptos de

transformada de Fourier y dominio de frecuencia, existe una potencial generalizacion
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mediante el uso de la transformada de Fourier fraccionaria.

La transformada de Fourier fraccionaria ha encontrado un papel importante dentro
del estudio de sistemas Opticos, conocidos como dptica de Fourier, con aplicaciones en
procesamiento de informacion dptica, permitiendo una reformulacion de esta area en
una forma mucho mas general. También permiti6 una generalizacion de la nociéon de
dominio de frecuencia y acrecent6 la comprension del plano de tiempo—frecuencia, dos
conceptos centrales en el andlisis de senales y procesamiento de senales. Se espera que
tenga impacto en el entendimiento, de una forma maéas profunda o en nuevas aplica-
ciones, de las areas en que la transformada de Fourier juega un rol importante, y que

tome un lugar entre las herramientas matematicas clasicas para la fisica e ingenieria.
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Capitulo 6

Conexion entre la FrFT y MRI

Como vimos en la seccion anterior, la transformada de Fourier fraccionaria ofrece
un contexto que extiende la transformada de Fourier clasica a través de la transfor-
mada de orden a. Sin embargo, no siempre es claro como asignarle una interpretacion
fisica a esta variable. En optica, por ejemplo, existe una interpretacion natural, como se
mencion6 anteriormente, para el orden de la transformada, por ejemplo ver [21], [23] o
|24]. En esta seccion, mostraremos que en Imégenes de Resonancia Magnética, el orden
esta relacionado con la distorsion introducida por las inhomogeneidades cuadraticas del
campo. Esta conexién muestra que la transformada de Fourier fraccionaria extiende el
marco en MRI, de campos homogéneos a campos cuadraticos. Recordemos, que una de
las dificultades técnicas de MRI es producir un campo magnético que simultdneamente

sea alto y homogéneo.

La piedra angular de MRI es la senal de Resonancia Magnética s(t) que esta rela-
cionada con la magnetizacion del objeto mediante su transformada de Fourier. Para
clarificar esta exposicion, ignoraremos las relajaciones 17 y T (ver seccion 3.2) y consi-
deraremos la demodulacion de la frecuencia de Larmor como se hizo en la secciéon 3.4.
En consecuencia, la ecuacion de la senal de MR generada por un objeto unidimensional

en un campo magnético uniforme B(u) = By es:

s(t) = /_00 f(u) e 2™ k0w gy (6.0.1)

donde k() es una funcion predeterminada que representa como se realizan las medidas,
es decir la trayectoria que recorre en el dominio de Fourier. Para una discusion de
algunas elecciones comunes de k(t), ver las secciones 6.1 y 6.2. La ecuacion (6.0.1) es
llamada ecuacion de la senal, y esencialmente nos dice que la transformada de Fourier
de f evaluada en k(t) es igual a s(t). Ahora consideremos un campo inhomogéneo,

esto es, sea B(u) = By + p(u) una funcién en el espacio no constante. En este caso, la
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igualdad (6.0.1) seré:
S(t) _ /oo f(U) e—27ri(k:(t)u+p(u)t) du.

Si esta inhomogeneidad p(u) corresponde a un polinomio de segundo orden p(u) =

pou? 4 pru + po, entonces la ecuacion de la senal sera:
S(t) — /OO f(u) e—2m’(k(t)u+(p2u2+p1u+p0)t) du

_ e—27rip0t /OO f(U) eiﬂ'(—2p2tu2—2(k(t)+p1t)u> du. (602)

Del corolario 5.2.8, la transformada de Fourier fraccionaria F¢ (0 < a < 2) de la

funcion f(u) se puede escribir como:

fulp) = F*{1}(p) = Ca (p) / " f () o ot -2mesc(e) g, (6.0.3)

donde:

Colp) = €™ <UD /T cot(a), a = ar/2. (6.0.4)

Consideremos el siguiente cambio de variables:

a(t) = cot ™ (—=2pat), (6.0.5)

o) = E(t) + pit _ k(t) + pit (6.0.6)

cse(a(t)) /1 +4p3t>

Es claro que por medio de esta relacion, podemos transformar (6.0.2) en la FrFT

de f de orden variable. Se deduce el siguiente resultado.

Teorema 6.0.1. Para un campo de inhomogeneidad cuadrdtica, la senal s(t) multipli-
cada por un factor peso dependiente de t es el muestreo de la transformada de Fourier

fraccionaria de orden variable.

Demostracion. Consideremos «(t) y p(t) como se definio en (6.0.5) y (6.0.6). Si usamos
la rama de la arcotangente tal que «a(t) € [0, 7], entonces la cosecante de «(t) sera mayor

que cero para todos los valores de ¢t y en consecuencia podemos escribir:

—2pot = cot(a(t)),
—2(k(t) +pit) = =2p(t) csc(af(t)).
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Reemplazando estas expresiones en la ecuacion (6.0.2), tenemos
S(t) — e—iQﬂpot/ f(u) eiw(UQ cot(a)—2pucsc(a))du’ (607)

por simplicidad de notaciéon, hemos obviado la dependencia de la variable ¢. Usando
(6.0.3) y (6.0.4) en (6.0.7) obtenemos la relacion:

s(t) = e 20, (p) " F () p)s

o equivalentemente

FO(f) (p(t)) = €™ Cory (p(t)) (1), (6.0.8)

probando el teorema. O

Es importante notar que normalmente k(t) = 0 para t < 0, esto es, el sistema es
causal. Por lo tanto, si elegimos la rama de la arcotangente tal que a € (0, 7), entonces
a(0) = 7/2 (a = 1) y csc(a(t)) > 1. En consecuencia, para una cantidad finita de
valores de t estamos lejos de a = 0 0 a = 2, donde eventualmente podriamos tener

problemas con la definicién integral de la transformada de Fourier fraccionaria en la
igualdad (6.0.3).

La definicién de a y p en (6.0.5) y (6.0.6) proporciona una trayectoria paramétrica
(p(t), a(t)) en el espacio que llamaremos p-« espacio. Ya que o es un angulo, este espa-
cio es convenientemente representado en coordenadas polares. Asumiendo que py, < 0
(ver seccion 6.1) y en virtud de la discusion previa, la trayectoria en el p—a espacio
comienza inmediatamente después de la excitacion (t = 0) en el eje de frecuencia o
eje de Fourier (o« = w/2 0 a = 1) y avanzando el tiempo se curva hacia eje del objeto
(a=a=0).

En las siguientes secciones analizaremos algunas trayectorias k(t) comunes cuando
se distorsionan por un campo magnético cuadratico. Particularmente, analizaremos

esta distorsion usando el p—« espacio de las trayectorias descritas.

6.1. Gradiente constante

Una trayectoria comtun supone que k() = 0 parat < 0y k(t) = Got parat > 0, con
G constante. Fisicamente, esto corresponde a un gradiente readout (gradiente de codi-

ficacion en frecuencia) constante. Por simplicidad, supongamos que la inhomogeneidad
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o=m/2 o=m/2

(a) Constant gradient (b) 2DFT

Figura 6.1: Ejemplo de trayectorias descritas en el p—«a espacio.

es puramente cuadratica, esto es, p(u) = pou®. Ademds, supongamos que p, < 0, que
se asemeja al tipico caso en que la intensidad del campo By es mayor en el centro
del imén. Sin pérdida de generalidad los términos lineales y constantes son ignorados,
porque el primero es equivalente a un cambio en Gy y es facilmente corregido (ver [16])
mientras que el segundo se puede corregir con una apropiada modulacién de la senal

MR. Entonces la trayectoria en el espacio p-« es:
a(t) = cot™! (=2pat) = cot ™ (2|pa|t),

0 t<0
p(t) = k(t)sina(t) =
Gotsina(t) t > 0.

Notemos que:

G G
= % cota(t)sina(t) = —
2|po| 2p2|

Got sin o(t) cos a(t).
En consecuencia, la trayectoria p—« es una circunferencia centrada en (Gy/4|p2|,0).
La figura 6.1(a) muestra esta trayectoria comenzando en ¢ = 0 en el origen y acercén-

dose asintoticamente al eje del objeto cuando ¢ crece.

Para pequenos valores de t, la trayectoria se aleja un poco del eje de frecuencia,
y por lo tanto las distorsiones debidas a la variacion del campo son pequenas. Esto
es consistente con el conocimiento general que readouts cortos son menos sensibles a
inhomogeneidades. Mas atin, cuando ps tiende a cero las inhomogeneidades del campo
se desvanecen, y en el centro de la circunferencia ubicado en Gy/4|ps| tiende a infinito.

En consecuencia, la trayectoria p—«a se convierte en una linea recta en la direccion de
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la frecuencia:

T
t) = —
alt) = 7.
0 t<0
p(t) =
Got t>0.

6.2. Estandar 2DFT readout

Otra trayectoria cominmente usada asume que k(t) decrece linealmente hasta que
un tiempo ¢y dado es alcanzado, y entonces aumenta pasando por el origen, un proced-

imiento estandar en 2DFT readouts (ver |4]). Concretamente:

0 t<0
Go(t —2ty) to <t,

donde Gq es una constante que representa la magnitud del gradiente readout y ¢y es
el instante donde cambia de signo. Suponiendo nuevamente que la inhomogeneidad es

p(u) = pou? con py < 0, la trayectoria en el espacio p—«a es dada por:
a(t) = cot ™ (=2pat),

0 t<O0
1

) = —/————= X { —Gyt 0<t<t
P() 1+4p§t2 0 = 0

Golt — 2ty) to < t.
No es dificil ver que:

(

0 t<0
p(t) = § —Gotsina(t) 0<t<tg
\Go(t — 2t0) sin Ck(t) to S t

;

0 t<0
— —2|Gp(;|cosa(t) 0<t<t
|52 (cosa(t) = 2cot agsina(t)) to <,

donde agy = a(ty). Esta trayectoria es formada por dos partes de circunferencias, una
para frecuencias negativas centradas en (—Gg/4|ps2|,0) que continda con otra centrada

en (Go/4|p2|, —Goto), como se muestra en la Figura 6.1(b).
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Para resumir este analisis, notemos que en caso de un campo homogéneo, las me-
didas de la magnetizacion del objeto siempre se realizan en el dominio de Fourier. En
contraste, el analisis en el p—a espacio muestra que campos cuadraticos inducen una
especie de “tiempo—evolucion” en el dominio donde las mediciones se llevan a cabo.
Esto se puede estudiar observando la evolucion del orden a de la transformada a través
del tiempo. Esta destacable conexion muestra que la transformada de Fourier fraccio-
naria no sélo nos permite manejar las imagenes de resonancia magnética con campos
cuadraticos, sino que ademaés introduce una interpretacion fisica del orden a de la

transformada.
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Capitulo 7

Reconstruccion via transformada de

Fourier fraccionaria

El problema de reconstruccion requiere conocer la pseudo frecuencia y el orden de
la transformada con que se adquirieron los datos. Estos pueden determinarse usando
la ecuacion (6.0.6). El objeto sera la solucion de la inversa de (6.0.8) (ignorando la

constante py)

flu) = F " faw(p(t)) }(u)
= F G (p())s(1)}(w).

En esta expresion se ve explicitamente la dependencia de a.. Esta dependencia impli-
ca que el orden fraccionario cambia con el tiempo, y por lo tanto no es posible obtener

la inversa de la transformada de Fourier fraccionaria.

En este capitulo analizaremos tres diferentes enfoques: Reconstruccion por transfor-
mada de Fourier inversa (ver seccion 4.4), reconstruccion por transformada de Fourier
fraccionaria, y reconstruccion por transformada de Fourier fraccionaria de orden varia-
ble. La diferencia entre estos métodos es la suposicion que se hace de donde se ubican
los datos en el p—a espacio. En la figura 7.1 se muestra la trayectoria en el p—« espacio

y los esquemas de reconstrucciéon para un readout en 2DFT.

Ademas en este capitulo, presentaremos un novedoso método de reconstruccion de-
sarrollado en [1], en el que se propone una reconstruccion en base a la transformada de
Fourier fraccionaria, el cual reconstruye la magnetizacién del objeto bajo el supuesto
que pueden existir inhomogeneidades del tipo cuadratico en el campo magnético. Este
método constituye una generalizacion del caso de reconstruccion por medio de la trans-

formada de Fourier.
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o=r/2 a=mn/2 oa=r/2

(a) Fourier Estandar (b) Fourier fraccionaria (c) FrFT orden variable

Figura 7.1: Ejemplo unidimensional de una trayectoria 2DFT (linea continua) en repre-
sentacion polar del espacio p-a y la interpretacion de reconstruccion (linea punteada).

7.1. Transformada de Fourier fraccionaria inversa

Este método supone que las muestras son adquiridas a un orden constante, que
puede ser interpretado como una aproximacion tangente en el plano p—a. Este enfoque

tiene dos ventajas:

I. La reconstrucciéon y las muestras se ubican “cerca”.

1. La expresion inversa, es exactamente la inversa de la FrFT.
fa(u) = F~{Calp(t))s(t)} (u),

donde a es el orden tangente (fijo). Usando la igualdad (6.0.3) y la definicion de senal

bajo un campo cuadratico, podemos ver que

fa(u) — efimﬂ Cot(&)‘ CSC(O_é)‘ /S(t) ei27rupcsc(d) dp.

7.2. Transformada de Fourier fraccionaria de orden

variable

Este otro método utiliza la posicion original de adquisicion de los datos. Para re-
solver el problema de orden variable podemos observar el caso discreto, que se ajusta
bien con el muestreo (también discreto) y proporciona una reconstrucciéon continua.

Cada muestra (p,,a,) en el p—a espacio adquirido en el tiempo t,, corresponde a un
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coeficiente de la FrFT de orden a,, = 2a,, /7. Estos coeficientes pueden ser entendidos
como la expansion del objeto representado en una base formada por funciones chirp.
Estas funciones son dadas por la inversa de la FrF'T de orden a,, de una funciéon delta

centrada en p = py:

Ag,(u) = F{d(p— pn)}(u)

C; (pn> e*iﬂ'(uZ cot(an)—2upn csc(an))7

donde * denota el complejo conjugado. Recordemos que las muestras (ignorando la

constante de desplazamiento py) se define por:

Jan (pn) = Ca, (pn)s(tn)a

luego tenemos una estimacion del objeto como una suma ponderada de todas las con-

tribuciones
N
falt) = " fa, A, ()
n=1
N
= Z | CSC(OZn) |S(tn) e—m‘(u? cot(an)—2upn CSC(an))‘
n=1

Aqui suponemos un muestreo equiespaciado, de no ser asi seria necesario incorporar

un factor extra (ver [3, seccion 4.3]).

El objeto fa(u) puede ser evaluado para cualquier valor de u. Notemos que si susti-

tuimos «,, por 7/2 obtenemos la conocida formula de transformada de Fourier discreta
(DFT).

La extension de esta formula de reconstruccion a dos dimensiones es de la forma:

N
f(U) = Z | det(Bn)Lg(tn) e*iﬂ'(uTAnufZUTBnpn)’
n=1
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donde:

u - )

B - _csc(ozu) 0 _7
I 0 csc(ozv)_

A - _cot(au) 0 |
0 cot(aw) |

7.3. Método propuesto

En los capitulos anteriores describimos como la transformada de Fourier fraccionaria
se presta para el estudio de la ecuacion de la senal resultante cuando se consideran
campos cuadraticos. En este capitulo, abordamos el problema de reconstruccion de la
magnetizacion del objeto del que se toma el muestreo. Observemos que en presencia
de inhomogeneidades de campo cuadraticas, los datos de muestreo no corresponden a
una frecuencia especifica k como en el caso de Fourier no distorsionado, pero si a una
frecuencia fraccionaria u con orden de transformada a. Formalmente, este problema
puede describirse como: Sea f € L%*(R) la magnetizacion subyacente, y sea M un
ntmero entero positivo fijo. El problema es encontrar una aproximacion f € L*(R) del

muestreo

S (pm) = F(f)(pm),

donde {(pm,am)}M__,, es una sucesion de frecuencias fraccionarias p,, asociadas a su

orden de transformada a,,.

En esta seccion usaremos el marco teoérico introducido en la seccién 5.2 para pro-
poner un nuevo método para resolver este problema. Comenzaremos con el siguiente

resultado:

Teorema 7.3.1. Para todo f € L*(R) y a € R fijo, tenemos:

F= (F ) thn) €72, (7.3.1)

n=0
donde la iqualdad es entendida en norma de L?.

Demostracion. Sea a € R. Para todo g € L*(R) tenemos por la proposicién 5.2.3:

n=0 n=0
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Tomando g = F*(f), obtenemos:

NE

FUL) = D (FS)s tn) Y

3
Il
=)

Usando el hecho de que F* = T(a) € B(L*(R)), tenemos:

NE

f= (Ff), thn) F(hn).

3
Il
=)

Ya que P, = ¢, sin =my 0 en otro caso, deducimos que F~%(¢,) = e"2%),, y

por lo tanto:

(F(f), thn) €2y, (7.3.2)

NE

f=

Il
=)

n

[]

Es claro de la igualdad (7.3.1) que la sucesion discreta de muestreo {S® (p,,)}M__,,

no proporciona informaciéon suficiente para reconstruir la funcién f usando la inversa
de la FrE'T. Como resultado, la reconstruccion no es tinica y de hecho es un problema
de interpolacion. El enfoque estandar es considerar que el muestreo es suficiente para

aproximar los productos internos en la ecuacion (7.3.1) como:

M

(FUL) ) = D S (pm)n(pm) Apm, 1 € Ny, (7.3.3)

m=—M

donde hemos reemplazado las frecuencias fraccionarias p y el orden de la transformada
a por los valores de la sucesion {S%(p,,)}M_ ., v anadido Ap,, como una adecua-
da aproximacién finita del diferencial dp. Concretamente, aproximamos la integral del
producto interno por medio de las sumas de Riemann. Sin embargo, esta afirmacion no
tiene una interpretacion formal en nuestro marco. Esto es porque la igualdad (7.3.1) ha
sido entendida en el sentido de L*(R) y por lo tanto no hay un camino consistente para
interpretar puntualmente los valores de la funcion. Sin embargo, la expresion (7.3.3)
se entenderd como una definiciéon de aproximacién del producto interno usando sumas
de Riemann, que nos permite superar este problema conceptual. Por simplicidad, en lo

que sigue asumiremos que Ap,, = 1.

En lo que sigue, denotaremos (ver lema 5.2.7):

Ka(u) = VI = foota eime?eta-dmecatiiesia) (7.3.4)
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Del teorema 7.3.1, deducimos la siguiente férmula de reconstruccion:

M

fw) = fw)= 3" 8 (pn) Ky (u). (7.3.5)

m=—M

En efecto, reemplazando (7.3.3) en (7.3.1) obtenemos:

Q

n=0 \m=—M

= Z Sam(pm> (Z @Z)n(pm) ez‘n;’amwn(u)) )

f(w) Z( Z Sam<pm)¢k(pm)> emgaml/}n(u)

y por lo tanto la expresion (7.3.5) se desprende del lema 5.2.7.

Claramente, la reconstruccion f dada en (7.3.5) no es idéntica a la imagen real f.

Notemos que:
M
~ . 9 5
f(u) — Z Sam(pm) /1 +iCOt O efwr(pmcotamf2pmucscam+u cotam)’ (736)
m=—M

donde «,, = ma,,/2. Observemos que la formula anterior coincide con el enfoque de la
transformada de Fourier discreta dada en [5, seccion 6.7]. Por otro lado, esto corres-
ponde a una extension directa del método de reconstruccién de Fourier apodizada en
MRI (ver la ecuacion (4.4.22)) que se recupera en el caso «,, = 7/2. En efecto, en este

caso tenemos p,, = k,, ¥ @, = 1 de modo que:
) M
flw)m flu)= Y S(ky) X, (7.3.7)
m=—M

donde denotamos S(k,,) = S*(k,,).

Un punto interesante ahora es que, utilizando las féormulas de aproximacion para
semigrupos, podemos obtener otros métodos de reconstruccion. Entre todas las posibles
formulas de aproximacion que se pueden obtener de esta teoria, usaremos el teorema

5.2.10 para deducir el siguiente resultado.
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Teorema 7.3.2. Para todo [ € L*(R) y cualquier a € R tenemos,

, a — —aq)" —i%m a
fedim en S U i g ) g,

n,m=0
donde la iqualdad es entendida en la norma de L*.

Demostracion. Sea a € R. Usando la notaciéon de teoria de semigrupos, definimos
g:=T(a)f € L*(R). Del teorema 5.2.10 y la definiciéon 5.2.6 tenemos:

i " > —aq)"” n
ri-aa = Jim ¢3S0 ()
n=0 ’

Notemos que

() Ze_zmmg_zeiE 97¢m>¢m

m=0

Por lo que,
f=T(—a)g = lim ™ i (—ag)" et (g, Ym) VUm
goo L n!
= aim e S T ) )
e n,m=0 n'
Finalmente, reemplazando T'(a) f = F*(f) obtenemos el resultado deseado. O

Tomando la ecuacion (7.3.3). Del teorema 7.3.2 se deduce la siguiente formula de

reconstruccion:

flu )_qlggo eamd Z Z amq gam um)qum( ).

—M n=0

Observe que en el caso particular de Fourier a,, = 1y p,, = k., obtenemos una
nueva formula de reconstruccion, sélo en términos del muestreo de la transformada de

Fourier:

flu)y=lm et 3% (_Q)nS(km)Kfm(u), (7.3.8)

q—r0

que en forma estandar se escribe:

r3 o f'm k?n cot % —2kmu csc % +u? cot %
Fw JE&GQZZH‘ o) o= ()t (3))

—M n=0
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Para implementar la formula de reconstruccion definida en el teorema 7.3.2, debe-
mos considerar un valor finito para ¢q. En este caso, la aproximacién tiene dos intere-
santes caracteristicas. Primero, en la reconstruccion de Fourier apodizada, las adquisi-
ciones son multiplicadas por un conjunto de escalares para suprimir las altas frecuencias
contenidas en la reconstruccion. Este conjunto de escalares normalmente se escoge ma-
nualmente. En la aproximacion propuesta estos coeficientes surgen de manera natural y
son independientes del nimero de muestras, la frecuencia de muestreo o el contenido de
frecuencia de la senal original. Segundo, en la reconstruccion de Fourier apodizada los
muestreos son multiplicados por el conjunto de escalares, mientras que en este método
las exponenciales son multiplicadas por el conjunto de escalares. También es interesante
notar que las exponenciales corresponden a diferentes 6rdenes de la transformada que
son mezclados para producir una reconstrucciéon adecuada que, en virtud del teorema
7.3.2, converge a la senal original. Esto sugiere que las formulas de aproximacién que
surgen en la teoria de grupos fuertemente continuos permiten explorar nuevos contextos

para la reconstruccion de FrE'T y reconstrucciones de Fourier apodizadas.
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Capitulo 8
Experimentos numeéricos

En este capitulo mostraremos algunos experimentos numéricos de reconstruccion
de funciones matematicas (por su simplicidad de célculo), que sirven para ilustrar y
contrastar métodos de reconstruccion. Luego, mostraremos experimentos practicos con

objetos reales, como lo es un cerebro, y datos obtenidos del resonador.

8.1. Experimentos tedricos

En esta seccion mostraremos algunos experimentos numéricos tedricos que repre-
sentan una reconstruccion genérica en resonancia magnética. Especificamente, consi-
deraremos un objeto unidimensional de 5 cm, con una magnetizacién constante igual
a 1, centrada en el origen. El FOV (Field of View, esto es, el tamano del intervalo
sobre el cual se reconstruira la senial) es de 10 cm y se adquiriran 257 muestras, esto es
M = 128. En aplicaciones estandar de MRI, esto significa que el paso de adquisicion
serd de Ap, =5 x 1072 y py = 6,4. Las medidas se realizaran para a igual a 1, 2/3,
1/2 y 1/3. En cada caso, la magnetizacion sera reconstruida usando la reconstruccion
de Fourier estandar y la reconstruccion via FrE'T, utilizando métodos clasicos para
simular su comportamiento (ver [14]). La comparacion entre las reconstrucciones para
a igual a 2/3, 1/2 y 1/3 puede verse en la figura 8.1. Notemos ademés que a medida
que a decrece, la reconstruccion estandar de Fourier se vuelve méas inexacta. Por otro

lado, la reconstruccion por FrE'T se vuelve méas exacta cuando a decrece.

Para estudiar las ventajas del método de reconstruccion propuesto en la seccion 7.3,

reescribiremos la primera férmula de reconstruccion de la forma:

flu) = C}LH; Z Z eI () K" (1), (8.1.1)

—M n=0
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-5 4 -3 -2 - 0 1 2 3 4 5 -5 4 -3 -2 - 0 1 2 3 4 5 5 -4 3 2 -1 0 1 2
u u u

(a) a=2/3 (b) a=1/2 (c) a=1/3

Figura 8.1: Comparacion entre la funcion original (linea punteada), su reconstruccion
por transformada de Fourier estandar (linea gris) y la reconstruccién por medio de
FrFT (linea negra).

Esta formula involucra una serie infinita y un limite. Sin embargo, el factor peso,
que corresponde al coeficiente exponencial de la serie, decae rapidamente a cero y por
lo que s6lo una parte de los coeficientes de la serie contribuye significativamente en
la reconstruccion. El inconveniente es que el peso involucra factoriales, que a medida
que n aumenta, se vuelven mas dificiles de calcular con exactitud. Para resolver este

problema, podemos aproximar estos factores mediante la funcion Gaussiana.

Lema 8.1.1. Para q suficientemente grande, tenemos:

Demostracion. Esta aproximacion es una aplicacion del teorema del limite central en
una variable aleatoria distribuida Poisson. Sean, A € R} vy {X,, }neno una sucesion de
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas Poisson con parametro
A. Notemos que E{X,,} = Ay V{X,} = A. Sea N € Ny. Definamos:

N
SN = Z Xn
n=1

El teorema del limite central nos dice que:

Sy — NA
VN

en distribucion cuando N — oco. Luego, para N suficientemente grande:

— N(0,1)

Sy ~N(NXVNN).

95



Pero suma de variables aleatorias independientes distribuidas Poisson, se distribuye
Poisson. En otras palabras, Sy ~ Poisson (NA). Tomando ¢ = N se concluye la

demostracion. ]

La aproximacion se vuelve mas exacta cuando ¢ aumenta, que es precisamente el
tipo de comportamiento que interesa. Ademés, la aproximacion permite estimar el error
que se produce por el truncamiento de la serie, por medio de la desviacion estandar de

dicha aproximacion, que a su vez depende del valor de ¢q. Definamos:

1 (n-9)
) = o= T

V2mq

Ya que el indice de la sumatoria depende de las muestras S*(p,, ), podemos intercambiar

las sumatorias en la igualdad (8.1.1). Definamos la funcion:

o
n
-~
(e} _ q
Glpu) = D egln) Ky ().
n=0
Usando esta notacion, podemos construir una familia uniparamétrica de reconstruccio-

nes para f dadas por:

M

folu) = Z Sam(pm)(b;am(pmvu)'

m=—M

La reconstruccion definida en (8.1.1) puede ser pensada como una adecuada suavizacion
del conjunto de kernels K (u). Esto contrasta con el enfoque estdndar de suavizado de
datos, esto es multiplicar las muestras S*(p,,) por un adecuado conjunto de escalares,
y asi obtener una mejor reconstruccion. Para mostrar los beneficios de la formula pro-
puesta en [1], realizaremos unos experimentos numéricos para a = 1 (que coincide con
el caso de Fourier estandar) con ¢ igual 250, 2500 y 25000. En este caso usaremos esen-
cialmente las ecuaciones (7.3.7) y (7.3.8) para obtener la reconstruccion. Los resultados

se pueden ver en la figura 8.2.

El pardmetro ¢ controla la suavidad de la reconstruccién. Para valores pequenos
de ¢, la aproximacion f; es suave, por lo que no reconstruye las discontinuidades. Al
incrementar el valor de ¢, las discontinuidades se hacen més evidentes, asi como también

lo hace el fenémeno de Gibbs.
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Figura 8.2: Comparacion entre la funcion original (linea punteada), su reconstruccion
por transformada de Fourier estandar (linea gris) y la reconstruccion por medio de
FrFT (linea negra).

8.2. Experimentos practicos

En esta seccién mostraremos experimentos practicos realizados en 2] y [3]| en los
que se compara el método de la transformada de Fourier de orden variable versus la
transformada de Fourier estandar. Debido a la complejidad de estos calculos, que es-
capan del alcance de este trabajo, nos remitiremos a mostrar los resultados a modo de
presentar una aplicacién mas concreta y que servira para dimensionar los alcances de

la transformada de Fourier fraccionaria.

Las imégenes utilizadas en esta seccion fueron adquiridas en un escaner Philips
Intera 1,5 T. El cual se adecu6 para simular inhomogeneidades de no muy alto orden
(polinomial). Ademas se utilizaron las secuencias predeterminadas en el resonador, esto

es, no se utilizaron parametros especiales de adquisicion.
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scan matix: 128 x 128
FOV: 24 x 24
slice thickness: 5 mm
flip angle: 23°
repetition time: 650 ms
echo time: 41 ms

Cuadro 8.1: Parametros de adquisicion.

En un primer ejemplo, se escane6 un MRI Phantom' usando una secuencia EPI
(echo—planar imaging) con parametros definidos en el cuadro 8.2. Estos datos se adquirieron
promediando 16 muestreos, esto es obtener 16 veces los datos de muestreo y prome-

diarlos para obtener una mayor regularidad de estos.

a IIIlagen con baja dlS(()I— b I. de I()llIleI eS‘andaI. C III I de ()Idell Va[lable.
cion.

Figura 8.3: Resultados de reconstruccion para el MRI phantom bajo un campo cuadrati-
co.

La reconstruccion por transformada de Fourier, figura 8.3(b), produce distorsiones
geomeétricas e intensas. Ademas muestra que la reconstruccion por FrE'T de orden varia-
bles (ver figura 8.3(c)) parcialmente corrige estas distorsiones, mejorando la geometria
y la intensidad de la estimacion cuando se compara con 8.3(a). El artefacto “fantasma”
que aparece en 8.3(c) no se entiende completamente, pero se cree que es producto de

la secuencia EPI (ver [3, seccion 6.2]).

En un segundo ejemplo, en un estudio en vivo se escaned el cerebro de una persona,
las imégenes se adquirieron usando la misma secuencia utilizada anteriormente, con los

parametros de la tabla 8.2, pero esta vez se promediaron 8 muestreos.

Imagen ejemplo incorporada en el resonador.
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(a) Imagen de referencia. (b) T. de Fourier estandar. (c) FrFT de orden variable.

Figura 8.4: Resultados de reconstrucciéon para estudio en vivo.

Con este experimento se observd que el campo magnético varia suavemente dentro
del cerebro. En la reconstruccion por FrFT de orden variable, figura 8.4(c), corrige
parcialmente la mayoria de las distorsiones geométricas presentes en la reconstruccion
por transformada de Fourier estandar que se pueden ver en la figura 8.4(b). Para
facilitar la comparacion en la figura 8.4 se marco en contorno de la imagen de referencia
8.4(a), y se superpuso en las imégenes 8.4(b) y 8.4(c) para poder observar de mejor

manera las diferencias.
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Capitulo 9
Comentarios finales

Una de las principales ventajas de la MRI sobre otras técnicas de imagenes médicas
es que producen dano celular minimo. Los fotones asociados con las senales de radiofre-
cuencia usadas, para poder obtener la senal con que se realiza la reconstruccion, tienen
energias aproximadas de 1077 eV. Ya que las intensidades de los enlaces moleculares
son del orden de 1 eV, la radiacion de las radiofrecuencias causa poco dano celular.
En comparacion, los rayos X producen energias que varian de 10* a 10 eV y pueden

causar dano celular considerable.

Por esto el interés de ahondar en este tipo de Iméagenes que si bien los tiempos de
adquisicion son mayores que en otras técnicas, como por ejemplo la tomografia axial
computarizada (TAC) la cual es una técnica de visualizacion por rayos X, tiene la ven-

taja de ser mas segura para las personas.

A nivel de la Transformada de Fourier fraccionaria vemos que el enfoque a través
de la teoria de semigrupos proporciona una buena base para estudiar el problema de
la reconstruccion, con la posibilidad de presentar nuevas formulas de reconstruccion
e interpretaciones para estas. Tradicionalmente, en la literatura de procesamiento de
senales, el orden de la transformada se ha pensado como ntimero fijo. El contexto pro-
puesto da una interpretaciéon dindmica al orden, el cual puede ser interpretado como

una evolucién del tiempo de la funcién.

Probablemente el siguiente paso natural, aunque no trivial, serd implementar en
dos dimensiones la formula de reconstruccion presentada asumiendo los supuestos ne-
cesarios, y en algunos casos cierta holgura matematica, para poder conciliar el mundo

tedrico con el mundo préctico.
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