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1 Preliminares 10
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3.2 Equações Integro-Diferenciais Fracionárias com Retardo Infinito . . . . . . 43
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Resumo

Nesta tese estudamos três tipos de equação de evolução.

Para a equação do Oscilador Harmônico semilinear discreto desenvolvemos uma teoria

de perturbação e apresentamos um resultado de estabilidade de sua solução. Para isso,

utilizamos uma caracterização de regularidade maximal discreta via espaços UMD.

Estudamos também a S−assintoticidade !−periódica da solução de um problema de

equação de evolução semilinear de ordem fracionária previamente considerada na litera-

tura.

Por fim, abordamos o problema da inversão da transformada de Laplace de famı́lias de

operadores limitados que possuem determinada regularidade em um espaço de Banach.

Palavras-chave: Espaços UMD, teoria de regularidade maximal, operador solução,

funções assintoticamente periódicas, transformada de Laplace, equações fracionárias, os-

cilador harmônico.
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Abstract

In this work we study three types of evolution equation.

For the discrete semilinear harmonic oscillator we develop a perturbation theory, and

present a result about stability of its solution. With this purpose, we use a characterization

of discrete maximal regularity via UMD spaces.

We also study the S-asymptotically !-periodicity of a solution for the semilinear

integro-differential equation of fractional order previously considered in the literature.

Finally, we work with the inverse of the Laplace transform for a family of bounded

operators that has a particular regularity in a Banach space.

Keywords: UMD spaces, Maximal Regularity Theory, Solution Operator, Asymptotic

Periodic Functions, Laplace Transform, Fractional Equation, Harmonic Oscillator.
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Introdução

A presente tese versa a respeito de propriedades qualitativas de diversos tipos de equações

de evolução em escala de tempo discreto e cont́ınuo, entre essas, a do Oscilador Harmônico

semilinear discreto e as equações de evolução fracionárias em tempo cont́ınuo em espaços

de fase abstratos de dimensão infinita.

Também se resolve um problema em aberto na literatura à respeito da fórmula com-

plexa da inversão da transformada de Laplace de famı́lias resolventes k−regularizadas

para equações de Volterra.

O Caṕıtulo 1, chamado “Preliminares”, está dedicado à apresentação de conceitos

e resultados básicos que serão utilizados no restante do trabalho. Nas três primeiras

seções deste caṕıtulo apresentamos os conceitos e algumas propriedades dos espaços UMD,

de R−limitação para conjuntos de operadores, de regularidade maximal do Oscilador

Harmônico e de operador solução gerado por um operador. Na Seção 1.4, estudamos

o conceito de função S−assintoticamente !−periódica e suas propriedades básicas. Na

Seção 1.5 apresentamos um teorema de ponto fixo que será muito útil no desenvolvimento

do Caṕıtulo 3. Finalmente, as Seções 1.6 e 1.7 são dedicadas a resultados de funções

uniformemente L2 e aos conceitos e propriedades elementares de derivada fracionária,

respectivamente.

No Caṕıtulo 2, intitulado “Uma teoria de perturbação para o Oscilador Harmônico

discreto”, apresentamos nossa teoria de perturbação e um resultado de estabilidade para

a equação do Oscilador Harmônico semilinear. Uma das mais importantes ferramentas

para desenvolver a nossa teoria é uma caracterizção de regularidade maximal do Oscilador

Harmônico devida a Castro, Cuevas e Lizama [14].

A literatura a respeito das funções S−assintoticamente !−periódicas é essencialmente
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limitada ao estudo de existência deste tipo de soluções para equações diferenciais or-

dinárias definidas em espaços de dimensão finita. Recentemete uma série de trabalhos

têm aparecido devido a Henriquez e colaboradores [34, 35] e Nicolas e Pierre [43]. Nesta

direção, apresentamos no Caṕıtulo 3 um estudo da S−assintoticidade !−periódica das

soluções brandas da equação de evolução semilinear de tipo fracionária

v′(t) =

∫ t

0

(t− s)�−2

Γ(�− 1)
Av(s)ds+ f(t, v(t)), t ≥ 0, (1)

onde 1 < � < 2 e A : D(A) ⊂ X 7−→ X é um operador linear setorial do tipo negativo

definido em um espaço de Banach complexo X. Um resumo desta pequisa pode ser

encontrado em [22].

Uma outra abordagem nesse mesmo caṕıtulo é considerar a não linearidade definida

em [0,∞) × ℬ, onde ℬ é um espaço de fase definido axiomaticamente via os axiomas

de Hale-Kato (ver [33]). Especificamente, estudamos S−assintoticidade !−periódica das

soluções brandas da equação semilinear

v′(t) =

∫ t

0

(t− s)�−2

Γ(�− 1)
Av(s)ds+ f(t, vt), t ≥ 0, (2)

onde vt denota a função de história vt(�) = v(t+�). Um resumo desta pesquisa se encontra

submetido a publicação ([23]). Os métodos e hipóteses para abordar a problemática deste

caṕıtulo se baseiam na utilização de Análise Funcional, especificamente a utilização da

teoria de operadores de tipo setorial, teoria de funções S−assintoticamente !−periódicas

e um teorema de ponto fixo introduzido na Seção 1.5.

No Caṕıtulo 4, chamado “Fórmula Complexa da Inversão da Transformada de Laplace”,

resolvemos um problema em aberto proposto por Haase em [32]. Provamos que, em um

espaço UMD, a fórmula de inversão complexa da transformada de Laplace para semigru-

pos integrados e, em geral, para famı́lias (k, a)−regularizadas, é válido no sentido forte.

Um resumo deste trabalho se encontra submetido ([41]).



Caṕıtulo 1

Preliminares

Apresentaremos neste caṕıtulo as definições e resultados básicos necessários para o enten-

dimento deste trabalho.

Na primeira seção relembramos as definições e resultados básicos de espaços UMD,

que serão o ambiente natural de trabalho tanto na parte que envolver escala de tempo

discreto como na parte cont́ınua (ver Caṕıtulos [2] e [4]). Em seguida, daremos uma

importante caracterização de regularidade maximal discreta via propriedades de famı́lias

R−limitadas. Nas seções (1.3) - (1.5) nos dedicamos a preparar o leitor para o entendi-

mendo dos estudos das equações de ordem fracionárias que aparecem no Caṕıtulo 3. Por

fim, na Seção 1.6, relembramos algumas propriedades das funções uniformemente L2 de ℝ
em ℬ(X), o espaço dos operadores limitados em X, que são utilizadas no desenvolvimento

do Caṕıtulo 4.

1.1 Espaços UMD

A definição de espaços UMD (chamados “the unconditional martingale difference pro-

perty”) foi introduzida por D.L. Burkholder no artigo [9, Seção 9] e é dada como segue:

Definição 1.1. Um espaço de Banach possui a propriedade UMD se para cada p ∈ (1,∞)

existe uma constante Cp > 0 tal que, para qualquer sequência (fn)n≥0 ⊂ Lp(Ω,Σ, �;X),

quaisquer escolhas de sinais (�n)n≥0 ⊂ {−1, 1} e qualquer N ∈ ℤ+, vale a estimativa

∣∣f0 + ΣN
n=1�n(fn − fn−1)∣∣Lp(Ω,Σ,�;X) ≤ Cp∣∣fN ∣∣Lp(Ω,Σ,�;X).
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Relembramos que um espaço de Banach X possui a propriedade ℋT se a transformada

de Hilbert se estende a um operador linear limitado em Lp(ℝ, X), para algum (e portanto

para todo) p ∈ (1,∞). Aqui, a transformada de Hilbert de uma função f ∈ S(ℝ, X), o

espaço de Schwartz das funções rapidamente decrescente em X, é definida por

(Hf)(t) = lim
�→0
R→∞

1

�

∫
�≤∣s∣≤R

f(t− s)
s

ds.

Para mais detalhes a respeito da transformada de Hilbert e espaços UMD referimos [2,

Seção III.4.3-III.4.5]. Bourgain [8] e Burkholder [10] mostraram que a classe dos espaços

ℋT coincide com a classe dos espaços UMD.

Os espaços UMD incluem, por exemplo, os espaços de Hilbert, espaços de Sobolev

W s
p (Ω), 1 < p <∞ (veja [3]) e os espaços de Lebesgue Lp(Ω, �) e Lp(Ω, �;X), 1 < p <∞,

onde X é um espaço UMD. Notemos também que todo subespaço fechado de um espaço

UMD é UMD. Além disso, todo espaço UMD é reflexivo. Dessa forma, L1(Ω, �;X) e

L∞(Ω, �;X) não são UMD.

1.2 Famı́lias R-Limitadas e Regularidade Maximal

do Oscilador Harmônico

A noção de famı́lias R-limitadas é de bastante importância em estudos recentes de equações

de evoluções discretas (veja as referências [4, 6, 7, 13, 14, 19 e 20]). Conceitos preliminares

e propriedades de famı́lias R-limitadas podem ser encontrados em [3, 27, 39]. Para j ∈ ℕ,

denote por rj a j-ésima função de Rademacher em [0, 1], isto é, rj(t) = sgn(sin(2j�t)).

Denotemos por ℬ(X, Y ) o conjunto das aplicações lineares e limitadas de X em Y ; quando

X = Y escrevemos ℬ(X) no lugar de ℬ(X,X). A definição de famı́lias R-limitadas é dada

a seguir.

Definição 1.2. Uma famı́lia T ⊂ ℬ(X, Y ) é R-limitada se existe Cp ≥ 0 tal que

∣∣
∞∑
j=1

rj ⊗ Tjxj∣∣Lp(0,1;X) ≤ Cp∣∣
∞∑
j=1

rj ⊗ xj∣∣Lp(0,1;X), (1.1)

para todo T1, ⋅ ⋅ ⋅ , Tn ∈ T, x1, ⋅ ⋅ ⋅ , xn ∈ X e n ∈ ℕ, onde 1 ≤ p < ∞. Aqui denotamos

rj ⊗ x(t) = rj(t)x, t ∈ [0, 1].
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Note que o conceito de R−limitado claramente implica uniformemente limitado. Se

X = Y , a noção de R− limitado é estritamente mais forte que a noção de limitado, a

menos que X seja isomorfo a um espaço de Hilbert [veja 3, Proposição 1.17].

Agora considere a seguinte equação:

{
Δ2xn − (I − T )xn+1 = fn, n ∈ ℤ+,

x0 = x1 = 0.
(1.2)

Foi provado em [14] que a equação (1.2) tem uma única solução, que é dada por

xm+1 = (B ∗ f)m :=
m∑
i=0

B(i)fm−i,

onde B(n) ∈ ℬ(X) satisfaz a equação{
Δ2B(n)− (I − T )B(n+ 1) = 0,
B(0) = 0, B(1) = I.

(1.3)

A famı́lia {B(n)} é chamada solução fundamental de (1.2).

A seguinte definição de regularidade maximal foi introduzida em [14].

Definição 1.3. Seja 1 < p < +∞. Dizemos que a equação (1.2) tem regularidade maxi-

mal discreta se Kf = (I − T )B ∗ f define um operador limitado K ∈ ℬ(lp(ℤ+;X)).

Relembramos que um operador T ∈ ℬ(X) é dito anaĺıtico se o conjunto {n(T − I)T n :

n ∈ ℕ} é limitado em ℬ(X). A seguir apresentamos uma caracterização de regularidade

maximal para a equação (1.2) através da propriedade de R−limitação da resolvente do

operador T (veja [14] e [15]).

Teorema 1.1. Sejam X um espaço UMD e T ∈ ℬ(X) um operador anaĺıtico. Então as

seguintes afirmações são equivalentes:

(i) A equação (1.2) tem regularidade maximal discreta.

(ii) O conjunto

{
(z − 1)2

z
R

(
(z − 1)2

z
, I − T

)/
∣z∣ = 1, z ∕= 1

}
é R-limitado.

Aqui R(!,A) := (! − A)−1.
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1.3 Operador Solução

O seguinte conceito foi introduzido em [11]. Ele corresponde a uma classe mais geral de

famı́lias de operadores que surgem das equações de evolução lineares governadas por um

gerador A.

Definição 1.4. Seja k ∈ C(ℝ+) um Núcleo escalar e a ∈ L1
Loc(ℝ+). Dizemos que um ope-

rador linear fechado A, com domı́nio D(A), é o gerador de uma famı́lia (a, k)-regularizada,

{S(t)}t≥0 ⊂ ℬ(X), se as seguintes condições são satisfeitas:

(R1) S(t) é fortemente cont́ınua em ℝ+ e S(0) = k(0)I;

(R2) S(t)x ∈ D(A) e AS(t)x = S(t)Ax para todo x ∈ D(A) e t ≥ 0;

(R3) Vale a equação resolvente (a, k)-regularizada

S(t)x = k(t)x+

∫ t

0

a(t− s)AS(s)xds, (1.4)

para todo x ∈ D(A) e t ≥ 0.

Note que semigrupos integrados , semigrupos convolúıdos e resolventes de equações de

Volterra são todos famı́lias de operadores (a, k)-regularizadas para diferentes escolhas de

a e k.

Definição 1.5. A é dito o gerador de um operador solução se existem � > 0 e uma função

S� : ℝ+ → ℬ(X) fortemente cont́ınua tais que {�� : Re� > �} ⊂ �(A) e

��−1(�� − A)−1x =

∫ ∞
0

e−�tS�(t)xdt, Re� > �, x ∈ X.

Neste caso, S� é o operador solução gerado por A.

Relembremos que A é setorial do tipo � se existem � ∈ ℝ, 0 < � < �/2 e M > 0 tais

que seu resolvente existe no exterior de

�+ S� := {�+ � : � ∈ ℂ, ∣arg(−�)∣ < �},

e

∣∣(�− A)−1∣∣ ≤ M

∣�− �∣
, � /∈ �+ S�.
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Proposição 1.1. Se A é o gerador de uma famı́lia (a, k)−regularizada e exponencialmente

limitada {S(t)}t≥0, onde a(t) =
t�−1

Γ(�)
e k(t) ≡ 1, com 1 < � < 2, então A é o gerador de

um operador solução S�, com S� = S.

Demonstração. Suponha que ∣∣S(t)∣∣ ≤Me!t, com ! ≥ 0. Então, para � > Re!, defina

H(�)x =

∫ ∞
0

e−�tS�(t)xdt.

Dessa forma,

∣∣H(�x)∣∣ ≤M

∫ ∞
0

e−Re�tS�(t)dt∣∣x∣∣.

Logo H(�) ∈ ℬ(X).

Além disso, por (R3), temos

S(t)x = x+

∫ t

0

(t− s)�−1

Γ(�)
AS(t)xds

= x+ J�AS(t)x.

Usando as propriedades da integral fracionária (veja a Seção 1.7 seguir),

H(�)x =
x

�
+

1

��
AH(�)x

=⇒ (�� − A)H(�)x = ��−1x, ∀x ∈ X.

E, por (R2), temos

H(�)x =
x

�
+

1

��
H(�)Ax, ∀x ∈ D(A).

Logo

{�� : Re� > !} ⊂ �(A)

e

��−1(�� − A)−1x =

∫ ∞
0

e−�tS�(t)xdt.

Considere agora o problema {
u′(t) = J�−1Au(t),

u(0) = u0.
(1.5)
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Integrando,

u(t) = u0 + J�Au(t) (1.6)

Portanto u satisfaz (1.5) se, e somente se, satisfaz (1.6).

Assim, se A é setorial do tipo �, com 0 ≤ � ≤ �(1− �/2), então a solução de (1.6) é

dada por

u(t) = S�(t)u0,

onde

S�(t) :=
1

2�i

∫


e�t��−1(�� − A)−1d�,

onde  é um caminho no exterior de �+ S�.

O seguinte teorema, estabelecido em [26], é de muita importância nos resultados do

terceiro caṕıtulo do presente trabalho.

Teorema 1.2. Se A é setorial do tipo � < 0, para algum M > 0 e 0 < � < �(1 − �

2
),

então existe C > 0, dependendo somente de � e �, tal que

∣∣S�(t)∣∣ℬ(X) ≤
CM

1 + ∣�∣t�
, t ≥ 0. (1.7)

Note que ∫ ∞
0

1

1 + ∣�∣t�
dt =

∣�∣−1/��

� sin(�/�)
, para 1 < � < 2.

Portanto S�(t) é integrável.

Nessas condições, A é o gerador de uma famı́lia (a, k)−regularizada exponencialmente

limitada (exceto pela propriedade (R1)), com k(t) =
t�−1

Γ(�)
e a ≡ 1. E isso é suficiente

para que valha a Proposição 1.1. Logo A é o gerador do operador solução

S�(t) :=
1

2�i

∫


e�t��−1(�� − A)−1d�.

O conceito de operador solução é próximo do conceito de famı́lia resolvente de Prüss

(ver [44, Caṕıtulo I]). No caso escalar existe uma extensa bibliografia, por exemplo, aqui

referimos o livro [31]. Notemos que no caso � = 1 a famı́lia S�(t) corresponde a um

C0−semigrupo, enquanto que no caso � = 2 o operador solução corresponde ao conceito

de famı́lia cosseno (ver [29]).
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1.4 Funções S-Assintoticamente !-Periódicas

A literatura a respeito das funções S-assintoticamente !-periódicas era até agora restrita

ao estudo da existência de soluções S-assintoticamente !-periódicas de equações diferen-

ciais ordinárias descritas em espaços de dimensão finita. Henŕıquez, Pierre e Táboas,

em [34 e 35] (ver também [43]), recentemente desenvolveram uma teoria para o conjunto

dessas funções com valores em um espaço de Banach.

Sejam Cb([0,∞), X) o espaço das funções cont́ınuas e limitadas definidas em [0,∞)

com valores em X, munido da norma da convergência uniforme ∣∣ ⋅ ∣∣∞, e C0([0,∞), X) o

subespaço de Cb([0,∞), X) constitúıdo das funções x : [0,∞) 7−→ X tais que lim
t→∞
∣∣x(t)∣∣X =

0.

Definição 1.6. Seja f ∈ Cb([0,∞), X). Dizemos f é S-assintoticamente periódica se

existe ! > 0 tal que

lim
t→∞

(f(t+ !)− f(t)) = 0.

Neste caso, dizemos que ! é o peŕıodo assintótico de f e que f é S-assintoticamente

!-periódica.

Denotaremos por SAP!(X) o subespaço de Cb([0,∞), X) formado pelo conjunto das

funções S-assintoticamente !-periódicas. Note que (SAP!(X), ∥ ⋅ ∥∞) é um espaço de

Banach (veja [34], Proposição 3.5).

Definição 1.7. Uma função f ∈ Cb([0,∞), X) é dita assintoticamente !-periódica se

existem ' ∈ C0([0,∞), X) e uma função  , !-periódica, tais que f =  + '.

Exemplo 1.1. Sejam X = {(xn)n∈ℕ; xn ∈ ℝ e lim
n−→∞

xn = 0}, munido com a norma

∣∣(xn)n∈ℕ∣∣ = sup
n∈ℕ
∣xn∣,

e f : [0,∞) 7−→ X definida por f(t) =

(
2nt

t2 + n2

)
n∈ℕ

.

Observe que ∣∣f(t)∣∣ ≤ 1, ∀t ≥ 0. Além disso, para t, s ∈ [0,∞), temos

∣∣f(t+ s)− f(t)∣∣ ≤ sup
n≥1

2ns∣n2 − t2 − st∣
[(t+ s)2 + n2](n2 + t2)

≤ 2s.
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Por outro lado,

∣∣f(t+ �)− f(t)∣∣ ≤ sup
n≥1

2n∣�n2 − �t2 − �2t∣
[(t+ �)2 + n2](n2 + t2)

≤ sup
n≥1

2n�(n2 + t2 + �t)

[t2 + 2�t+ �2 + n2](n2 + t2)

≤ sup
n≥1

2n�

(n2 + t2)

≤ �

t
.

Logo f é S-assintoticamente �-periódica para todo � > 0. No entanto, f não é assintotica-

mente �-periódica. Para ver isso, suponha que exista  , �-periódica, e ' ∈ C0([0,∞), X)

tais que f =  + '. Se f = (fn)n∈ℕ, então cada coordenada fn é assintoticamente

�-periódica e fn(t + k�) =  n(t) + 'n(t + k�) para todo k, n ∈ ℕ e t ≥ 0. Como

lim
k−→∞

fn(t + k�) = 0, segue que  n(t) = 0, para todo t ≥ 0 e n ∈ ℕ. Consequentemente

 = 0 e f = ', o que é um absurdo, pois ∣∣f(n)∣∣ = 1, ∀n ∈ ℕ.

Definição 1.8. Seja f : [0,∞) × X → X uma função cont́ınua. Dizemos que f é

uniformemente S-assintoticamente !-periódica em conjuntos limitados se, para todo K ⊂
X limitado, o conjunto {f(t, x) : t ≥ 0, x ∈ K} é limitado e

lim
t→∞

(f(t+ !, x)− f(t, x)) = 0,

uniformemente em x ∈ K.

Definição 1.9. Seja f : [0,∞) × X → X uma função cont́ınua. Dizemos que f é

assintoticamente uniformemente cont́ınua em conjuntos limitados se, para todo � > 0 e

K ⊂ X limitado, existem L�,K ≥ 0 e ��,K > 0 tais que ∣∣f(t, x) − f(t, y)∣∣ ≤ �, para todo

t ≥ L�,K e x, y ∈ K, com ∣∣x− y∣∣ ≤ ��,K .

Encerrramos esta seção com os seguintes resultados (veja [34]):

Lema 1.1. Sejam X, Y espaços de Banach, u : [0,∞)→ X uma função S-assintoticamente

!-periódica e f : [0,∞) × X → Y uniformemente S-assintoticamente !-periódica em

conjuntos limitados e uniformemente cont́ınua em conjuntos limitados. Então v(t) =

f(t, u(t)) é uma função S-assintoticamente !-periódica.
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Proposição 1.2. Seja ' ∈ Cb([0,∞), X). Assuma que existe uma sequência de números

naturais (nj)j∈ℕ, com n1 = 1 e nj →∞ quando j →∞, tal que

� = sup
j∈ℕ

(nj+1 − nj) <∞ e lim
t→∞

('(t+ nj!)− '(t)) = 0,

uniformemente para j ∈ ℕ. Então ' é assintoticamente !-periódica.

1.5 Um Teorema de Ponto Fixo

Nesta seção apresentamos uma consequência do Teorema do ponto fixo de Banach, que

será muito útil no Caṕıtulo 3. Considere Y e Z espaços de Banach com normas ∣∣ ⋅ ∣∣Y e

∣∣ ⋅ ∣∣Z , respectivamente. Assuma a existência de uma relação de ordem parcial ⪯ em Z e

de uma aplicação m : Y −→ Z satisfazendo as seguintes condições:

(i) Para todo y ∈ Y , 0 ⪯ m(y);

(ii) a norma ∣∣ ⋅ ∣∣Z é monótona com respeito a ordem parcial ⪯, isto é, se 0 ⪯ z1 ⪯ z2,

então ∣∣z1∣∣Z ≤ ∣∣z2∣∣Z ;

(iii) Existem constantes C1, C2 > 0 tais que

∣∣y∣∣Y ≤ C1∣∣m(y)∣∣Z e ∣∣m(y)∣∣Z ≤ C2∣∣y∣∣Y , para todo y ∈ Y .

Teorema 1.3. Sejam S ⊂ Y um conjunto fechado e não vazio e P : S −→ S uma

aplicação cont́ınua. Suponha que existe um operador linear e limitado B : Z −→ Z tal

que:

(i) O raio espectral r(B) < 1;

(ii) O operador B é crescente com relação a ⪯, isto é, se 0 ⪯ z1 ⪯ z2, então Bz1 ⪯ Bz2;

(iii) Para todo y1, y2 ∈ S, m(Py1 − Py2) ⪯ Bm(y1 − y2).

Então P tem um único ponto fixo.

Demonstração. Ver [36].
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1.6 Funções Uniformemente L2

Apresentaremos agora as preliminares para o último caṕıtulo deste trabalho. Aqui X

e Y sempre denotarão espaços de Banach complexos e todas as funções definidas em

[0,∞) serão extendidas a ℝ, considerando-as iguais a 0 em (−∞, 0). Para uma aplicação

S : [0,∞) −→ ℬ(X, Y ) e ! ∈ ℝ definimos seu shift exponencial S! por

S!(t) := e−!tS(t), (t ≥ 0).

Além disso,

!0(S) := inf{! ∈ ℝ ∣ ∃M > 0 : ∣∣S(t)∣∣ ≤Me!t (t ≥ 0)}

denotará o tipo exponencial de S. Se S é fortemente mensurável e do tipo exponencial,

escrevemos

(ℒS)(z) :=

∫ ∞
0

e−ztS(t)dt, (Rez > !0(S)),

para representar sua transformada de Laplace. Da mesma forma (e como geralmente se

faz) definimos

ℒ(a)(z) :=

∫ ∞
0

e−zta(t)dt,

como sendo a transformada de Laplace de uma função a : [0,∞) → X, sempre que essa

integral tiver sentido.

Se S : [0,∞) −→ ℬ(X, Y ) e T : [0,∞) −→ ℬ(Y, Z) são fortemente mensuráveis e do

tipo exponencial, então a convolução S ∗ T : [0,∞) −→ ℬ(X, Y ) dada por

(T ∗ S)(t)x :=

∫ ∞
0

T (t− s)S(s)ds (x ∈ X),

é bem definida, fortemente cont́ınua e do tipo exponecial; além disso, tem-se

(T ∗ S)! = T! ∗ S! e ℒ(T ∗ S) = ℒ(T ) ⋅ ℒ(S). (1.8)

Veja [32] para mais detalhes.

Uma aplicação fortemente mensurável S : ℝ −→ ℬ(X, Y ) é dita fortemente L2 se

S(⋅)x ∈ L2(ℝ, Y ) para todo x ∈ X.

Assim, defina S : X → L2(ℝ, Y ) por

(Sx)(t) = S(t)x.
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Suponha {xn}n∈ℕ ⊂ X é tal que

(xn, Sxn)→ (x, f),

com f ∈ L2(ℝ, Y ) e x ∈ X. Seja {xnj} ⊆ {xn} tal que

S(t)xnj → f(t) qtp.

Então

S(t)x = S(t)(lim
nj
xnj) = lim

nj
S(t)xnj = f(t) qtp.

Usando o Teorema do Gráfico Fechado, temos que

∥S∥2 := sup
x∈X,∥x∥≤1

∥S(⋅)x∥L2(ℝ,Y ) <∞. (1.9)

Dizemos que S é uniformemente L2 se existe uma função g ∈ L2(ℝ) tal que g ≥ 0 e

∣∣S(t)x∣∣Y ≤ g(t)∣∣x∣∣X (t ∈ ℝ, x ∈ X).

Neste caso, dizemos que g é a função majorante escalar de S. Usando (1.9), obtemos a

seguinte forma para a desigualdade de Young.

Lema 1.2. Sejam S : ℝ −→ ℬ(X, Y ) fortemente L2 e T : ℝ −→ ℬ(X, Y ) uniformente

L2, com majorante escalar g. Então a convolução T ∗ S, definida por

(T ∗ S)(t)x :=

∫
ℝ
T (t− s)S(s)xds (x ∈ X, t ∈ ℝ),

existe e satisfaz

sup
t≥0
∣∣(T ∗ S)(t)∣∣ℒ(X,Y ) ≤ ∣∣g∣∣2∣∣S∣∣2. (1.10)

Para N > 0 denotaremos por DN o Núcleo de Dirichlet, isto é,

DN(t) :=
sin(Nt)

�t
, (t ∈ ℝ).

Então, com um simples cálculo, temos

DN ∗ f(t) =
1

2�

∫ N

−N
eitsf̂(s)ds, (1.11)
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onde f é integrável e f̂ denota sua transformada de Fourier.

Se S : ℝ −→ ℬ(X, Y ) é fortemente cont́ınua e do tipo exponencial w0(S), então

KN(t) :=
1

2�

∫ !+iN

!−iN etzℒ(S)(z)dz

= e!t
1

2�

∫ N
−N e

itsℒ(S)(! + is)ds

= e!t(DN ∗ S!)(t);

(1.12)

portanto

(KN)! = DN ∗ S!.

Lema 1.3. Sejam S : ℝ −→ ℬ(X, Y ) fortemente cont́ınua e do tipo exponencial ! >

!0(S). Então

t(DN ∗ S!) ∼ (DN ∗ [tS(t)]!),

ou seja, para todo x ∈ X tem-se

lim
N→∞

[t(DN ∗ S!)− (DN ∗ [tS(t)]!)]x = 0,

uniformemente em t ≥ 0.

Demonstração. Ver [32].

1.7 Integral e Derivada Fracionária

A noção de integral de ordem fracionária � (� > 0) é uma natural consequência da con-

hecida fórmula (usualmente atribuida a Cauchy), que reduz o cálculo da n-ésima primitiva

de uma função f a uma integral do tipo convolução. Em nossa notações, a fórmula de

Cauchy é dada por

Jnf(t) :=
1

(n− 1)!

∫ t

0

(t− s)n−1f(s)ds, t > 0, n ∈ N.

Um modo natural nos leva a extender a fórmula anterior de ı́ndices n ∈ ℕ para qualquer

número real usando a função Gamma.
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Lembrado que

Γ(z) :=

∫ ∞
0

e−uuz−1du, Re(z) > 0,

temos a seguinte definição para a integral fracionária:

Definição 1.10. Seja C o conjunto das funções que são cont́ınuas em (0,∞) e integráveis

em cada subintervalo finito de [0,∞). Se f ∈ C, então

J�f(t) :=
1

Γ(�)

∫ t

0

(t− s)�−1f(s)ds, t > 0, � ∈ ℝ+.

e

J0f(t) = f(t).

Por exemplo, se f(t) = t,  > −1, temos

J�t =
Γ( + 1)

Γ( + 1 + �)
t+�, � > 0, t > 0. (1.13)

É interessante mencionar que

ℒ(J�f)(z) =
ℒ(f)(z)

z�
, � > 0. (1.14)

Definimos a derivada fracionária de ordem � > 0 da seguinte forma:

Definição 1.11. Seja m ∈ ℕ tal que m− 1 < � ≤ m. Então

D�f(t) := DmJm−�f(t). (1.15)

Usando (1.10), é fácil obter

D�t =
Γ( + 1)

Γ( + 1− �)
t−�, � > 0,  > −1, t > 0. (1.16)

Teorema 1.4. Seja � > 0. Se f ∈ C, então

D�J�f = f.

Observação 1.1. Todas as definições e propriedades desta seção podem se encotradas

em [5], [30] ou [42]



Caṕıtulo 2

Uma Teoria de perturbação para o
Oscilador Harmônico Discreto

O desenvolvimento da teoria das equações de evolução discreta tem sido fortemente

promovido pelo avanço tecnológico em computação cient́ıfica e pelo grande número de

aplicações em modelos em biologia, engenharia e outras ciências. Por este motivo, recete-

mente, tem-se despertado um amplo interesse por parte dos pesquisadores em desenvolver

a teoria destas equações em um contexto mais geral. O primeiro autor que abriu caminho

na direção de regularidade maximal discreta foi Blunck, veja [7]. Nesse trabalho se estuda

regularidade maximal para equações de evolução de primeira ordem. Posteriormente,

Cuevas e Lizama, em [20, 25], constroem uma teoria de Permutação para equações semi-

lineares de primeira ordem, mediante o uso da regularidade maximal discreta. Cuevas e

Vidal, em [24], dão ińıcio à teoria de regularidade maximal para equações funcionais em

diferença com retardo infinito em espaços de fase abstratos de tipo Hale-Kato (ver também

[12]). Nesta direção, apresentamos uma teoria de perturbação e um resultado de estabi-

lidade para o Oscilador Harmônico discreto que pode ser considerada como um primeiro

passo para cobrir um trabalho, quase inexistente, na área de equações de evolução dis-

creta. Um resumo dessa pesquisa se encontra por aparecer em [21]. Os métodos e hipóteses

para abordar esta problemática se baseiam na utilização de R−limitação de conjuntos de

operadores e regularidade maximal discreta.

23
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2.1 Oscilador Harmônico Semilinear

Nesta seção estudaremos a existência e unicidade de soluções da equação

Δ2xn − (I − T )xn+1 = f(n, xn,Δxn), n ∈ ℤ+, x0 = x1 = 0, (2.1)

cuja segunda derivada discreta está em lp.

Para isso precisamos introduzir a seguinte condição:

Condição (A): Seja � = (�n) uma sequência positiva tal que
∑∞

n=1 �n22n < +∞.

Suponha que as seguintes condições se verificam:

(i) A função f : ℤ+×X×X −→ X satisfaz uma condição de tipo Lipschitz em X×X,

isto é, para todo z, w ∈ X ×X e n ∈ ℤ+, tem-se

∣∣f(n, z)− f(n,w)∣∣X ≤ �n∣∣z − w∣∣X×X ;

(ii) f(⋅, 0, 0) ∈ l1(ℤ+;X).

Observação 2.1. Um exemplo concreto para a condição (i) é

f(n, z) = P (n)Q(z),

onde P : ℤ+ → ℬ(X ×X,X), com
∞∑
n=0

∥P (n)∥22n <∞, e Q satisfaz

∥Q(z)−Q(w)∥X×X ≤ C∥z − w∥X×X .

Notemos que condições do tipo (i) têm sido consideradas na literatura (ver [20]).

Definição 2.1. Denotaremos por ℋ
2,p
0 o espaço de Banach de todas as sequências V =

(Vn) tais que V0 = V1 = 0 e Δ2V ∈ lp(ℤ+;X), equipado com a norma ∣∣∣V ∣∣∣ = ∣∣Δ2V ∣∣p.

Com as notações anteriores temos o seguinte resultado:

Teorema 2.1. Assuma que a condição (A) se verifica e que a equação (1.2) tem regula-

ridade maximal discreta. Então existe uma única solução x = (xn) da equação (2.1) tal

que (Δ2xn) ∈ lp(ℤ+;X). Além disso, tem-se as seguinte estimativas a priori:

sup
n∈ℤ+

[ 1

22n
(∣∣xn∣∣X + ∣∣Δxn∣∣X)

]
≤ (1 + ∣∣K∣∣)∣∣f(⋅, 0, 0)∣∣1e(1+∣∣K∣∣)

∑∞
k=0 �k22k , (2.2)
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∣∣Δ2x∣∣p ≤ 2(1 + ∣∣K∣∣)2∣∣f(⋅, 0, 0)∣∣1e(2+∣∣K∣∣)
∑∞
k=0 �k22k , 1 < p < +∞, (2.3)

e

sup
n∈ℤ+

∣∣((I − T )xn, (I − T )Δxn)∣∣X×X ≤ 12(1 + ∣∣K∣∣)3∣∣f(⋅, 0, 0)∣∣1e[∣∣T ∣∣+4∣∣K∣∣+2]
∑∞
k=0 �k22k .

(2.4)

Aqui K denota o operador da Definição 1.3 e ∥K∥ denota a norma do operador.

Demonstração. Seja V uma sequência em ℋ
2,p
0 . Então usando a Condição (A) obtemos

que a função g := f(⋅, V⋅,ΔV⋅) está em lp(ℤ+;X). De fato, temos

∣∣g∣∣pp ≤ 2p
∞∑
n=0

∣∣f(n, Vn,ΔVn)− f(n, 0, 0)∣∣pX + 2p
∞∑
n=0

∣∣f(n, 0, 0)∣∣pX

≤ 2p
∞∑
n=0

�pn∣∣(Vn,ΔVn)∣∣pX×X + 2p∣∣f(⋅, 0, 0)∣∣p−1
∞ ∣∣f(⋅, 0, 0)∣∣1.

(2.5)

Por outro lado

∣∣(Vn,ΔVn)∣∣X×X = ∣∣
n−1∑
i=0

ΔVi∣∣X + ∣∣
n−1∑
i=0

Δ2Vi∣∣X

≤
n−1∑
i=0

∣∣ΔVi∣∣X +
n−1∑
i=0

∣∣Δ2Vi∣∣X

≤
n−1∑
i=0

i∣∣Δ2V⋅∣∣∞ + n∣∣Δ2V⋅∣∣∞.

E isso nos dá

∣∣(Vn,ΔVn)∣∣X×X ≤
1

2
(n2 + n)∣∣∣V ∣∣∣, n ∈ ℤ+. (2.6)

Usando (2.6) obtemos

∞∑
n=0

�pn∣∣(Vn,ΔVn)∣∣pX×X ≤
( ∞∑
n=0

�pn22np
)
∣∣∣V ∣∣∣p. (2.7)

Portanto, de (2.5) e de (2.7), concĺımos que g ∈ lp(ℤ+;X).

Como a equação (1.2) possui regularidade maximal discreta, o problema de Cauchy{
zn+2 − (3I − T )zn+1 + zn = gn,

z0 = z1 = 0,
(2.8)
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tem uma única solução (zn) tal que (Δ2zn) ∈ lp(ℤ+;X), a qual é dada por

zn = [K̃V ]n =

⎧⎨⎩
0, if n = 0, 1,
n−1∑
k=1

B(k)f(n− 1− k, Vn−1−k,ΔVn−1−k), se n ≥ 2.
(2.9)

Mostraremos agora que o operador K̃ : ℋ2,p
0 −→ ℋ

2,p
0 tem um único ponto fixo. Seja V

uma sequência em ℋ
2,p
0 . Como B(0) = 0 e B(1) = I, segue que

Δ[K̃V ]n =
n−1∑
k=0

(B(k + 1)−B(k))f(n− 1− k, Vn−1−k, ΔVn−1−k), n ≥ 1. (2.10)

Por outro lado,

Δ2[K̃V ]n = f(n, Vn, ΔVn) +
n∑
k=1

(I − T )B(k)f(n− k, Vn−k, ΔVn−k). (2.11)

Logo, para V e W em ℋ
2,p
0 e n ≥ 1, temos

Δ2[K̃V ]n −Δ2[K̃W ]n

= f(n, Vn, ΔVn)− f(n, Wn, ΔWn)

+
n∑
k=1

(I − T )B(k)(f(n− k, Vn−k, ΔVn−k)− f(n− k, Wn−k, ΔWn−k)).

(2.12)

Além disso, usando o fato que Δ2[K̃V ]0 = f(0, 0, 0), a identidade anterior e a desigualdade

de Minkowskii, obtemos

∣∣Δ2K̃V −Δ2K̃W ∣∣p

≤ [
∞∑
n=1

∣∣f(n, Vn,ΔVn)− f(n,Wn,ΔWn)∣∣pX ]1/p

+
[ ∞∑
n=1

∣∣
n∑
k=1

(I − T )B(k)(f(n− k, Vn−k, ΔVn−k)

−f(n− k, Wn−k, ΔWn−k))∣∣pX
]1/p

.

(2.13)
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Como K é limitado em lp(ℤ+;X), podemos usar a desigualdade (2.7) e a condição (A)

para concluir que

∣∣∣K̃V − K̃W ∣∣∣

≤ (1 + ∣∣K∣∣)[
∞∑
n=0

∣∣f(n, Vn,ΔVn)− f(n,Wn,ΔWn)∣∣pX ]1/p

≤ (1 + ∣∣K∣∣)[
∞∑
n=0

�pn∣∣((V −W )n,Δ(V −W )n∣∣pX×X ]1/p

≤ (1 + ∣∣K∣∣)(
∑∞

n=0 �n22n)∣∣∣V −W ∣∣∣.

(2.14)

Observe agora que

∣∣(I − T )B(n)∣∣ ≤ ∣∣K∣∣, n ∈ ℤ+. (2.15)

De fato, como K ∈ ℬ(lp(ℤ+;X)), para todo f ∈ lp(ℤ+;X), obtemos[ ∞∑
n=0

∣∣
n∑
k=0

(I − T )B(k)fn−k∣∣pX
]1/p ≤ ∣∣K∣∣[ ∞∑

n=0

∣∣fn∣∣pX
]1/p

. (2.16)

Dado x ∈ X, definimos

fn =

⎧⎨⎩
x, para n = 0,

0, para n ∕= 0.

Um simples cálculo mostrar que

∣∣(I − T )B(n)x∣∣X ≤ ∣∣K∣∣∣∣x∣∣X , x ∈ X.

Assim obtemos (2.15).

Agora consideraremos as interações do operador K̃. Inicialmente, observe que, para

0 ≤ k ≤ n, temos

∣∣B(k)∣∣ ≤
k−1∑
i=0

∣∣ΔB(i)∣∣

≤ k +
k−1∑
i=0

i−1∑
j=0

∣∣Δ2B(j)∣∣

= k +
k−1∑
i=0

i−1∑
j=0

∣∣(I − T )B(j + 1)∣∣.
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Portanto, levando em consideração a desigualdade (2.15), conclúımos que

∣∣B(k)∣∣ ≤ n2(1 + ∣∣K∣∣), 0 ≤ k ≤ n. (2.17)

Analogamente, temos a seguinte desigualdade

∣∣B(k + 1)−B(k)∣∣ ≤ (1 + n)(1 + ∣∣K∣∣), 0 ≤ k ≤ n. (2.18)

Sejam V,W ∈ ℋ
2,p
0 . De (2.17) obtemos

∣∣[K̃V ]n − [K̃W ]n∣∣

= ∣∣
n−1∑
k=0

B(k)(f(n− 1− k, Vn−1−k, ΔVn−1−k)− f(n− 1− k, Wn−1−k ΔWn−1−k))∣∣X

≤ n2(1 + ∣∣K∣∣)
n−1∑
j=0

�j∣∣((V −W )j,Δ(V −W )j)∣∣X×X .

Assim, de (2.6), obtemos a estimativa

∣∣[K̃V ]n − [K̃W ]n∣∣X ≤ n2(1 + ∣∣K∣∣)
( n−1∑
j=0

�j2
2j
)
∣∣∣V −W ∣∣∣. (2.19)

Por outro lado, usando (2.10), observamos que

Δ[K̃V ]n −Δ[K̃W ]n =
n−1∑
k=0

(B(k + 1)−B(k))(f(n− 1− k, Vn−1−k, ΔVn−1−k)

− f(n− 1− k, Wn−1−k, ΔWn−1−k)), n ≥ 1.
(2.20)

De (2.18), (2.20) e (2.6) obtemos

∣∣Δ[K̃V ]n −Δ[K̃W ]n∣∣X ≤
n−1∑
k=0

∣∣B(k + 1)−B(k)∣∣ ⋅ ∣∣f(n− 1− k, Vn−1−k, ΔVn−1−k)

− f(n− 1− k, Wn−1−k, ΔWn−1−k)∣∣X

≤ (1 + n)(1 + ∣∣K∣∣)
( n−1∑
j=0

�j
2

(j2 + j)
)
∣∣∣V −W ∣∣∣.
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Logo

∣∣Δ[K̃V ]n −Δ[K̃W ]n∣∣X ≤ (1 + n)(1 + ∣∣K∣∣)
( n−1∑
j=0

�j2
2j
)
∣∣∣V −W ∣∣∣. (2.21)

Usando as estimativas (2.19) e (2.21) e levando em conta que (n2 + 1 +n)/22n ≤ 1, temos

que

∣∣([K̃V − K̃W ]n,Δ[K̃V − K̃W ]n)∣∣X×X ≤ 22n(1 + ∣∣K∣∣)
(∑n−1

j=0 �j2
2j
)
∣∣∣V −W ∣∣∣.

(2.22)

Com isso, e do fato que Δ2[K̃V ]0 = f(0, 0, 0) para todo V ∈ ℋ
2,p
0 , obtemos

∣∣Δ2K̃2V −Δ2K̃2W ∣∣p

= (∣∣Δ2[K̃2V ]0 −Δ2[K̃2W ]0∣∣pX +
∞∑
n=1

∣∣Δ2[K̃2V ]n −Δ2[K̃2W ]n∣∣pX)1/p

≤ (1 + ∣∣K∣∣)[
∞∑
n=0

∣∣f(n, [K̃V ]n,Δ[K̃V ]n)− f(n, [K̃W ]n,Δ[K̃W ]n)∣∣pX ]1/p

≤ (1 + ∣∣K∣∣)[
∞∑
n=0

�pn∣∣([K̃V − K̃W ]n,Δ[K̃V − K̃W ]n)∣∣pX×X ]1/p

≤ (1 + ∣∣K∣∣)2[
∞∑
n=0

�pn22np(
n−1∑
k=0

�k2
2k)p]1/p∣∣∣V −W ∣∣∣

≤ (1 + ∣∣K∣∣)2 1
2
(
∞∑
j=0

�j2
2j)2∣∣∣V −W ∣∣∣.

Logo

∣∣∣K̃2V − K̃2W ∣∣∣ ≤ 1

2

(
(1 + ∣∣K∣∣)

∞∑
j=0

�j2
2j
)2∣∣∣V −W ∣∣∣. (2.23)

E, finalmente, usando um argumento de indução conclúımos:

∣∣([K̃nV − K̃nW ]m,Δ[K̃nV − K̃nW ]m)∣∣X×X

≤ 22m(1 + ∣∣K∣∣)n 1
n!

(∑m−1
j=0 �j2

2j
)n∣∣∣V −W ∣∣∣. (2.24)
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Consequentemente

∣∣∣K̃nV − K̃nW ∣∣∣ ≤ 1

n!

(
(1 + ∣∣K∣∣)

∞∑
j=0

�j2
2j
)n∣∣∣V −W ∣∣∣. (2.25)

Como 1
n!

(
(1 + ∣∣K∣∣)

∑∞
j=0 �j2

2j
)n
< 1 para n suficientemente grande, então, pelo Método

dos iterados, K̃ tem um único ponto fixo V ∈ ℋ
2,p
0 . É fácil ver que V é a única solução

do problema (2.1).

Observe agora que

∣∣Vn∣∣X = ∣∣
n−1∑
k=0

B(k)f(n− 1− k, Vn−1−k,ΔVn−1−k)∣∣X

≤ n2(1 + ∣∣K∣∣)
[ n−1∑
k=0

�k∣∣(Vk,ΔVk)∣∣X×X + ∣∣f(⋅, 0, 0)∣∣1
]
.

(2.26)

Por outro lado, de (2.10) e (2.18), obtemos

∣∣ΔVn∣∣X = ∣∣
n−1∑
k=0

(B(k + 1)−B(k))f(n− 1− k, Vn−1−k,ΔVn−1−k)∣∣X

≤ (1 + n)(1 + ∣∣K∣∣)
[ n−1∑
k=0

�k∣∣(Vk,ΔVk)∣∣X×X + ∣∣f(⋅, 0, 0)∣∣1
]
.

(2.27)

Com isso,

1
22n
∣∣(Vn,ΔVn)∣∣X×X ≤ (1 + ∣∣K∣∣)∣∣f(⋅, 0, 0)∣∣1

+ (1 + ∣∣K∣∣)
n−1∑
k=0

�k2
2k 1

22k
∣∣(Vk,ΔVk)∣∣X×X .

(2.28)

Agora aplicando uma versão discreta da desigualdade de Gronwall (veja [1], Corolário

4.1.2) obtemos a seguinte estimativa:

sup
n∈ℤ+

[
1

22n
∣∣(Vn,ΔVn)∣∣X×X ] ≤ (1 + ∣∣K∣∣)∣∣f(⋅, 0, 0)∣∣1e(1+∣∣K∣∣)

∑∞
k=0 �k22k . (2.29)

Usando o fato que Δ2V0 = f(0, 0, 0), procedendo analogamente como em (2.14) e usando

(2.29) podemos ver que
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∣∣Δ2V ∣∣p ≤ (1 + ∣∣K∣∣)
∞∑
n=0

∣∣f(n, Vn,ΔVn)∣∣X

≤ (1 + ∣∣K∣∣)
[ ∞∑
n=0

�n22n
( 1

22n
∣∣(Vn,ΔVn)∣∣X×X

)
+ ∣∣f(⋅, 0, 0)∣∣1

]
≤ 2(1 + ∣∣K∣∣)2∣∣f(⋅, 0, 0)∣∣1e(2+∣∣K∣∣)

∑∞
k=0 �k22k .

(2.30)

E isto prova a estimativa (2.3). Finalmente, por (2.15), obtemos

∣∣(I − T )Vn∣∣X ≤ ∣∣K∣∣
n−1∑
k=0

�k∣∣(Vk,ΔVk)∣∣X×X + ∣∣K∣∣ ⋅ ∣∣f(⋅, 0, 0)∣∣1

≤ ∣∣K∣∣
n−1∑
k=0

�k∣∣(TVk, TΔVk)∣∣X×X

+ ∣∣K∣∣
n−1∑
k=0

�k∣∣((I − T )Vk, (I − T )ΔVk)∣∣X×X + ∣∣K∣∣ ⋅ ∣∣f(⋅, 0, 0)∣∣1

≤ ∣∣K∣∣
[
∣∣T ∣∣(

∑∞
k=0 �k2

2k)∣∣∣V ∣∣∣+ ∣∣f(⋅, 0, 0)∣∣1
]

+ ∣∣K∣∣
n−1∑
k=0

�k∣∣((I − T )Vk, (I − T )ΔVk)∣∣X×X .

(2.31)

Usando (2.10) e procedendo como em (2.31), segue

∣∣(I − T )ΔVn∣∣X ≤ 2∣∣K∣∣
[
∣∣T ∣∣(

∑∞
k=0 �k2

2k)∣∣∣V ∣∣∣+ ∣∣f(⋅, 0, 0)∣∣1
]

+ 2∣∣K∣∣
n−1∑
k=0

�k∣∣((I − T )Vk, (I − T )ΔVk)∣∣X×X .
(2.32)

Das estimativas (2.31) e (2.32) e pela desigualdade de Gronwall, temos

∣∣((I − T )Vn, (I − T )ΔVn)∣∣X×X ≤ 3∣∣K∣∣
[
∣∣T ∣∣(

∑∞
k=0 �k2

2k)∣∣∣V ∣∣∣

+ ∣∣f(⋅, 0, 0)∣∣1
]
e3∣∣K∣∣

∑∞
k=0 �k22k .
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Por fim, usando (2.30), obtemos

sup
n∈ℤ+

∣∣((I − T )Vn, (I − T )ΔVn)∣∣X×X ≤ 12(1 + ∣∣K∣∣)3∣∣f(⋅, 0, 0)∣∣1e[∣∣T ∣∣+4∣∣K∣∣+2]
∑∞
k=0 �k22k .

Com isso conclúımos a demonstração.

Se X for um espaço UMD, temos o seguinte resultado:

Corolário 2.1. Seja X um espaço UMD. Assuma que a condição (A) se verifica e

suponha que T é um operador anaĺıtico tal que o conjunto{
(z − 1)2

z
R

(
(z − 1)2

z
, I − T

)/
∣z∣ = 1, z ∕= 1

}
(2.33)

é R-limitado. Então existe uma única solução x = (xn) da equação (2.1) tal que (Δ2xn) ∈
lp(ℤ+;X). Além disso valem as estimativas (2.2),(2.3) e (2.4).

Exemplo 2.1. Considere o problema semilinear

xn+2 − (3I − T )xn+1 + xn = qnf(xn), n ∈ ℤ+, x0 = x1 = 0, (2.34)

onde f satisfaz uma condição de Lipschitz, com constante L > 0, em um espaço de Hilbert

H. Além disso, suponha que (22nqn) ∈ l1(ℤ+). Logo a condição (A) é satisfeita. Em nosso

caso, aplicando os resultados anteriores, conclúımos que se T ∈ ℬ(H) é um operador

anaĺıtico tal que o conjunto em (2.33) é limitado, então existe uma única solução x = (xn)

de (2.34) tal que (Δ2xn) ∈ lp(ℤ+, H). Além disso, tem-se

max{ sup
n∈ℤ+

[
1

22n

(
∣∣xn∣∣H + ∣∣Δxn∣∣H

)
], ∣∣Δ2x∣∣p} ≤ C∣∣f(0)∣∣H ∣∣q∣∣1eLC∣∣q2

2⋅∣∣1 , (2.35)

sup
n∈ℤ+

[
∣∣(I − T )xn∣∣H + ∣∣(I − T )Δxn∣∣H

]
≤ C∣∣f(0)∣∣H ∣∣q∣∣1eLC∣∣q2

2⋅∣∣1 , (2.36)

onde C é uma constante positiva.

2.2 Um Critério de Estabilidade

O desenvolvimento da teoria das equações de evolução discreta tem sido fortemente

promovida pelo avanço tecnológico em computação cient́ıfica e pelo grande número de
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aplicações em modelos em biologia, engenharia e outras ciências. A estabilidade destes

modelos é de grande importância para muitos pesquisadores.

Para a demonstração do Teorema 2.2 a seguir, precisamos dos seguinte resultados (veja

[19] e [45]):

Lema 2.1. [19] Seja T ∈ ℬ(X) um operador linear anaĺıtico. Então �(I−T ) ⊆ D(1, 1)∪
{0}, onde D(z, r) = {w ∈ ℂ : ∣w − z∣ < r}. Em particular, (z − 1)2 ∈ �(I − T ), sempre

que ∣z∣ = 1,z ∕= 1.

Proposição 2.1. [45] Considere E ⊆ ℂ um aberto e K um subconjunto compacto de E.

Seja

M : E → ℬ(X, Y )

�→M(�)

anaĺıtica. Então o conjunto {M(�) / � ∈ K} é R−limitado.

O próximo resultado é um critério para verificar a estabilidade do Oscilador Harmônico

semilinear. Note que a caracterização de regularidade maximal (Teorema 1.1) é a chave

para dar condições baseadas somente nos dados da equação dada.

Teorema 2.2. Seja X um espaço UMD. Assuma a condição (A) e suponha que T ∈ ℬ(X)

é anaĺıtico e 1 ∈ �(T ). Então a equação (2.1) é estável, isto é, a solução (xn) de (2.1) é

tal que xn → 0 quando n→∞.

Demonstração. Como 1 ∈ �(T ), usando o Lema 2.1, temos que (z − 1)2 ∈ �(I − T ) para

todo z ∈ ℂ com ∣z∣ = 1. Agora aplicando a Proposição 2.1, com

M(z) =
(z − 1)2

z
R

(
(z − 1)2

z
, I − T

)
,

conclúımos que o conjunto em (2.33) é R−limitado. Pelo Corolário 2.1, existe uma única

solução x = (xn) de (2.1) tal que (Δ2xn) ∈ lp(ℤ+;X). Observe que a Condição (A) e a

estimativa (2.6) implicam

∣∣f(n, xn,Δxn)∣∣X ≤ �n22n∣∣Δ2x∣∣p + ∣∣f(n, 0, 0)∣∣X . (2.37)

Como (f(⋅, 0, 0)) ∈ l1(ℤ+, X) e �n22n → 0, quando n→∞, obtemos que f(n, xn,Δxn)→
0 quando n→∞. Dessa forma, o resultado segue da hipótese que 1 ∈ �(T ) e da equação

(2.1).
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2.3 Perturbações Locais

Apresentamos nesta seção uma versão local para o Teorema 2.1. Introduzimos a seguinte

condição:

Condição (A★):

(i)★ A função f(n, z) é localmente Lipschitz com respeito a z ∈ X × X, isto é, para

cada número positivo R e para todo n ∈ ℤ+ e z, w ∈ X × X, com ∣∣z∣∣X×X ≤
R, ∣∣w∣∣X×X ≤ R, tem-se

∣∣f(n, z)− f(n,w)∣∣X ≤ ℓ(n,R)∣∣z − w∣∣X×X ,

onde ℓ : ℤ+×[0,∞) −→ [0,∞) é uma função não decrescente com respeito a segunda

variável.

(ii)★ Existe um número positivo a tal que
∑∞

n=0 ℓ(n, 2
2na)22n < +∞.

(iii)★ f(⋅, 0, 0) ∈ ℓ1(ℤ+;X).

Precisamos introduzir algumas notações básicas. Denote por ℋ2,p
m o espaço de Banach

de todas as sequências V = (Vn) tais que Vn = 0 if 0 ≤ n ≤ m, and Δ2V ∈ ℓp(ℤ+;X)

equipado com a norma ∣∣∣ ⋅ ∣∣∣. E, para � > 0, denote por ℋ2,p
m [�] a bola ∣∣∣V ∣∣∣ ≤ � em

ℋ2,p
m .

Teorema 2.3. Suponha que a condição (A★) é satisfeita e que a equação (1.2) tem re-

gularidade maximal. Então existe m ∈ ℕ e uma única solução x = (xn) de (2.1) para

n ≥ m tal que xn = 0 se 0 ≤ n ≤ m e (Δ2xn) ∈ lp(ℤ+;X), com ∣∣Δ2x∣∣p ≤ a, onde a é a

constante dada por (ii)★.

Demonstração. Seja � ∈ (0, 1). Pelos ı́tens (iii)★ e (ii)★, existem n1, n2 ∈ ℕ tais que

(2 + ∣∣K∣∣)
∞∑

j=n1

∣∣f(j, 0, 0)∣∣X ≤ �a, (2.38)

e

T := � + (2 + ∣∣K∣∣)
∞∑

j=n2

ℓ(j, 22ja)22j < 1. (2.39)
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Seja V ∈ ℋ2,p
m [a], com m = max{n1, n2}. Um argumento similar a (2.5) mostra que a

sequência

gn :=

{
0, se 0 ≤ n ≤ m,
f(n, Vn,ΔVn), se n > m,

(2.40)

é um elemento de lp. Pela propriedade de regularidade maximal, o problema de Cauchy

(2.8), com (gn) definido como em (2.40), tem uma única solução (zn) tal que (Δ2zn) ∈
lp(ℤ+;X), que é dada por

zn = [ΥV ]n =

⎧⎨⎩
0, if 0 ≤ n ≤ m,
n−1−m∑
k=0

B(k)f(n− 1− k, Vn−1−k, ΔVn−1−k), if n ≥ m+ 1.
(2.41)

Provaremos que ΥV ∈ ℋ2,p
m [a]. Procedendo de modo similar a (2.11), para n ≥ m,

obtemos

Δ2[ΥV ]n = f(n, Vn,ΔVn) +
n−m∑
k=1

(I − T )B(k)f(n− k, Vn−k,ΔVn−k). (2.42)

Portanto

∣∣Δ2ΥV ∣∣p ≤ ∣∣f(m− 1, Vm−1,ΔVm−1)∣∣X +
[ ∞∑
n=m

∣∣f(n, Vn,ΔVn)

+
n−m∑
k=1

(I − T )B(k)f(n− k, Vn−k,ΔVn−k)∣∣pX
]1/p

≤ (2 + ∣∣K∣∣)
∞∑
n=m

∣∣f(n, Vn,ΔVn)∣∣X .

Como ∣∣(Vn,ΔVn)∣∣X×X ≤ 22n∣∣∣V ∣∣∣ ≤ 22na, segue que

∣∣∣ΥV ∣∣∣ ≤ (2 + ∣∣K∣∣)
∞∑
j=m

ℓ(j, 22ja)22ja+ (2 + ∣∣K∣∣)
∞∑
j=m

∣∣f(j, 0, 0)∣∣X

≤ (T − �)a+ �a ≤ a,

o que prova que ΥV ∈ ℋ2,p
m [a]. Portanto, para V,W ∈ ℋ2,p

m [a], podemos provar que

∣∣∣ΥV −ΥW ∣∣∣ ≤ (2 + ∣∣K∣∣)
∞∑
j=m

ℓ(j, 22ja)22j∣∣∣V −W ∣∣∣ = (T − �)∣∣∣V −W ∣∣∣.

E como (T − �) < 1, Υ é uma (T − �)-contração. Isso conclui a demonstração.



Caṕıtulo 3

Soluções S-Assintoticamente
!-Periódicas de Equações de
Evolução Fracionárias

Neste caṕıtulo estudaremos duas versões semi-lineares para o problema

v′(t) =

∫ t

0

(t− s)�−2

Γ(�− 1)
Av(s)ds+ f(t), t ≥ 0, (3.1)

v(0) = u0 ∈ X, (3.2)

Este tipo de problema foi considerado em [26] sob certas condições no operador A e

na função f : [0,∞) → X. A fórmula de variação de parâmetros nos permite escrever a

solução deste problema como

v(t) = S�(t)u0 +

∫ t

0

S�(t− s)f(s)ds, t ≥ 0,

onde S�(t) é o operador solução gerado por A (veja [26]).

Em nossa primeira abordagem da versão semilinear do problema (3.1)-(3.2) a parte não

linear aparece como uma função com valores em X definida em [0,∞)×X. Em seguinda,

na nossa segunda abordagem, a função da parte não linear é definida em [0,∞)×ℬ, onde

ℬ é um espaço de fase abstrato definido axiomaticamente (veja Seção 3.2).

36
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3.1 Soluções Brandas S-Assintoticamente !-Periódicas

Iniciaremos com o estudo de existência e unicidade de soluções da seguinte versão não

linear do problema (3.1)-(3.2):

v′(t) =

∫ t

0

(t− s)�−2

Γ(�− 1)
Av(s)ds+ f(t, v(t)), t ≥ 0, (3.3)

v(0) = u0 ∈ X, (3.4)

onde X é um espaço de Banach, A : D(A) ⊂ X 7−→ X é um operador linear, fechado

e densamente definido e f : [0,∞) × X → X é uma função cont́ınua que satisfaz uma

condição de tipo Lipschitz.

Definição 3.1. Suponha que A é o gerador de um operador solução integrável S�(t). Uma

função u ∈ Cb([0,∞), X) é dita uma solução branda S-assintoticamente !-periódica do

problema (3.3)-(3.4) se u(⋅) for S-assintoticamente !-periódica e satisfaz

u(t) = S�(t)u0 +

∫ t

0

S�(t− s)f(s, u(s))ds, para todo t ≥ 0. (3.5)

O seguinte Teorema é o mais importante desta seção.

Teorema 3.1. Assuma que A é setorial do tipo � < 0 e suponha que f : [0,∞)×X −→ X

é uma função cont́ınua tal que f(⋅, 0) é integrável e existe uma função cont́ınua e integrável

L : [0,∞) −→ ℝ tal que

∥f(t, x)− f(t, y)∥ ≤ L(t)∥x− y∥, para todo x, y ∈ X, t ≥ 0. (3.6)

Então o problema (3.3)-(3.4) tem uma única solução branda S-assintoticamente !-periódica.

Além disso, se u é solução, temos a seguinte estimativa a priori

∣∣u∣∣∞ ≤ C̃(∣∣u0∣∣+ ∣∣f(⋅, 0)∣∣1) exp (C̃∣∣L∣∣1), (3.7)

onde C̃ é uma constante.

Demonstração. No espaço SAP!(X), defina a seguinte aplicação

(Γ�u)(t) := S�(t)u0 +

∫ t

0

S�(t− s)f(s, u(s))ds = S�(t)u0 + v�(t). (3.8)
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Inicialmente, vamos mostrar que Γ�u ∈ SAP!(X). Pela desigualdade (1.7), temos que

S�(⋅)u0 ∈ SAP!(X). Por outro lado, a desigualdade

∣∣f(s, u(s))∣∣ ≤ L(s)∣∣u(s)∣∣+ ∣∣f(s, 0)∣∣

nos diz que s→ f(s, u(s)) é integrável em [0,∞). Logo v�(t) ∈ Cb([0,∞), X) e∫ t

a

S�(t− s)f(s, u(s))ds→ 0,

quando a→∞, uniformemente para t ≥ a. Note que {f(s, u(s)) : 0 ≤ s ≤ a} é compacto,

logo

S�(t+ !)f(s, u(s))− S�(t)f(s, u(s))→ 0, quando t→∞,

uniformemente para s ∈ [0, a]. Dáı, como

v�(t+ !)− v�(t) =

∫ a

0

[S�(t+ ! − s)− S�(t− s)]f(s, u(s))ds

+

∫ t+!

a

S�(t+ ! − s)f(s, u(s))ds−
∫ t

a

S�(t− s)f(s, u(s))ds,

segue que v�(t+!)− v�(t)→ 0, quando t→∞. Isso mostra que Γ�u ∈ SAP!(X). Além

disso, temos que

∣∣(Γ�u1)(t)− (Γ�u2)(t)∣∣ ≤ C�

∫ t

0

L(s)∣∣u1(s)− u2(s)∣∣ds,

para todo u1, u2 ∈ SAP!(X), onde C� := supt≥0 ∣∣S�(t)∣∣. Logo Γ� : SAP!(X) →
SAP!(X) é uma aplicação cont́ınua. Afim de fazer uso do Teorema 1.3, defina a aplicação

linear B� : Cb([0,∞))→ Cb([0,∞)) por

(Bg)(t) = C�

∫ t

0

L(s)g(s)ds, t ≥ 0.

Observe que B é cont́ınua.

Agora, para cada � > 0, seja a ≥ 0 de modo que

C�

∫ ∞
a

L(s)ds ≤ �.
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E para cada g ∈ Cb([0,∞)), com ∣∣g∣∣∞ ≤ 1, defina as funções

Γ1(g)(t) :=

⎧⎨⎩ C�
∫ t

0
L(s)g(s)ds, 0 ≤ t ≤ a,

C�
∫ a

0
L(s)g(s)ds, t ≥ a,

Γ2(g)(t) :=

⎧⎨⎩
0, 0 ≤ t ≤ a,

C�
∫ t
a
L(s)g(s)ds, t ≥ a.

Pelo Teorema de Arzelá-Ascoli, segue que R0 := {Γ1(g) : ∣∣g∣∣∞ ≤ 1} é relativamente

compacto. E como Bg(t) = Γ1(g)(t) + Γ2(g)(t) para todo t ≥ 0, temos que

{Bg : ∣∣g∣∣∞ ≤ 1} ⊂ R0 + {� : � ∈ Cb([0,∞)), ∣∣�∣∣∞ ≤ �},

o que mostra que {Bg : ∣∣g∣∣∞ ≤ 1} é relativamente compacto e, portanto, que B é

completamente cont́ınuo. Com isso, o raio espectral de B é igual a zero, pois �p(B) = {0}.
Por fim, defina m : Cb([0,∞), X)→ Cb([0,∞)) como

m(u)(t) = sup
0≤s≤t

∣∣u(s)∣∣.

Dessa forma, as aplicações Γ�, B e m satisfazem as hipóteses do Teorema 1.3. Logo Γ�

tem um único ponto fixo.

Seja u esse ponto fixo. Então

(1 + ∣�∣t�)∣∣u(t)∣∣ ≤ CM ∣∣u0∣∣+ CM

∫ t

0

(1 + ∣�∣t�)

1 + ∣�∣(t− s)�
∣∣f(s, 0)∣∣ds

+ CM

∫ t

0

(1 + ∣�∣t�)

1 + ∣�∣(t− s)�
L(s)∣∣u(s)∣∣ds.

Da estimativa 1+∣�∣t�
1+∣�∣(t−s)� ≤ 2�(1 + ∣�∣s�), t ≥ s, conclúımos que

(1 + ∣�∣t�)∣∣u(t)∣∣ ≤ CM ∣∣u0∣∣+ 2�CM(1 + ∣�∣t�)∣∣f(⋅, 0)∣∣1

+ 2�CM

∫ t

0

L(s)(1 + ∣�∣s�)∣∣u(s)∣∣ds

≤ CM ∣∣u0∣∣+ 2�CM(1 + ∣�∣t�)∣∣f(⋅, 0)∣∣1

+ 2�CM(1 + ∣�∣t�)

∫ t

0

L(s)∣∣u(s)∣∣ds
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Logo

∣∣u(t)∣∣ ≤ CM ∣∣u0∣∣
1 + ∣�∣t�

+ 2�CM ∣∣f(⋅, 0)∣∣1 + 2�CM

∫ t

0

L(s)∣∣u(s)∣∣ds

≤ 2�CM ∣∣u0∣∣+ 2�CM ∣∣f(⋅, 0)∣∣1 + 2�CM

∫ t

0

L(s)∣∣u(s)∣∣ds.

Com isso, usando a desigualdade de Gronwall, conclúımos que

∣∣u∣∣∞ ≤ C̃(∣∣u0∣∣+ ∣∣f(⋅, 0)∣∣1) exp (C̃∣∣L∣∣1),

onde C̃ = 2�MC. Isto completa a demonstração.

Note que no Teorema 3.1 não está incluso o caso em que L é uma constante. Para

este caso temos o seguinte resultado:

Teorema 3.2. Assuma que A é setorial do tipo � < 0. Seja f : [0,∞) × X → X uma

função uniformemente S-assintoticamente !-periódica em conjuntos limitados e satisfa-

zendo

∥f(t, x)− f(t, y)∥ ≤ L∥x− y∥, para todos x, y ∈ X, t ≥ 0. (3.9)

Se CM ∣�∣−1/��L < � sin(�/�), onde C e M são as constantes dadas por (1.7), então o

problema (3.3)− (3.4) tem uma única solução branda S-assintoticamente !-periódica.

Demonstração. Defina Γ� como em (3.8). Vamos mostrar que Γ� é uma contração de

SAP!(X) em SAP!(X). Mostremos inicialmente que Γ� está bem definida. Seja u ∈
SAP!(X). Como S�(t)u0 → 0, quando t→∞, segue que S�(⋅)u0 ∈ SAP!(X).

Além disso, como f(⋅, u(⋅)) é limitada, temos que

∣∣v�∣∣∞ ≤
CM ∣�∣−1/��∣∣f(⋅, u(⋅))∣∣∞

� sin(�/�)
.

Portanto v� ∈ Cb([0,∞), X). Do Lema 1.1 segue que, para todo � > 0, existe L� > 0 tal

que ∣∣f(t+ !, u(t+ !))− f(t, u(t))∣∣ ≤ �, para todo t ≥ L�. Dáı, para t ≥ L�, temos
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∣∣v�(t+ !)− v�(t)∣∣ ≤
∫ !

0

∣∣S�(t+ ! − s)f(s, u(s))∣∣ds

+

∫ L�

0

∣∣S�(t− s)[f(s+ !, u(s+ !))− f(s, u(s))]∣∣ds

+

∫ t

L�

∣∣S�(t− s)[f(s+ !, u(s+ !))− f(s, u(s))]∣∣ds

≤ CM ∣∣f(⋅, u(⋅))∣∣∞
( ∫ ∞

t

1

1 + ∣�∣s�
ds

+ 2

∫ ∞
t−L�

1

1 + ∣�∣s�
ds
)

+
CM ∣�∣−1/���

� sin(�/�)
.

Logo v�(t+ !)− v�(t)→ 0, quando t→∞, e Γ�u ∈ SAP!(X).

Por outro lado, para u1, u2 ∈ SAP!(X), temos

∣∣(Γ�u1)(t)− (Γ�u2)(t)∣∣ ≤ CM ∣�∣−1/��L

� sin(�/�)
∣∣u1 − u2∣∣∞,

o que prova que Γ� é uma contração. Isto completa a prova.

Para ilustrar o nosso resultado apresentamos o seguinte exemplo:

Exemplo 3.1. Sejam A = −��I, com � > 0, X = ℂ e f : [0,∞)×ℂ→ ℂ uniformemente

S-assintoticamente !-periódica satisfazendo a condição (3.9). Se L < �� sin(�/�)
C�

, então o

problema (3.3)− (3.4) tem uma única solução branda S-assintoticamente !-periódica.

Com efeito, observe que (� − A)−1 existe se � ∕= −��. Lembrando que 1 < � < 2,

temos, para todo 0 < � < �(1− �/2), que o resolvente de A existe fora do setor

�+ S� := {�+ � : � ∈ ℂ, ∣arg(−�)∣ < �},

onde � = −��.

Além disso,

∣∣(�− A)−1∣∣ = 1

∣�− �∣
,

para todo � /∈ �+ S�.

Com isso, pelas afirmações feitas na Seção 1.3 e pelo Teorema 3.2, conclúımos que o

problema (3.3)− (3.4) tem uma única solução branda S-assintoticamente !-periódica.
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A seguir, apresentamos uma nova versão para o Teorema 3.1.

Teorema 3.3. Assuma que f(⋅, 0) é limitada e limt→∞(f(t, x) − f(t + n!, x)) = 0 uni-

formemente em x ∈ K e n ∈ ℕ, para todo K ⊂ X limitado. Assuma também que a

condição (3.9) vale. Se CM ∣�∣−1/��L < � sin(�/�), então o problema (3.3) − (3.4) tem

uma única solução branda assintoticamente !-periódica.

Demonstração. Seja S(X) o espaço de todas as funções u ∈ Cb([0,∞), X) tais que

lim
t→∞

(u(t)− u(t+ n!)) = 0,

uniformemente em n ∈ ℕ. Observe que S(X) é um subespaço fechado de Cb([0,∞), X).

De fato, se uk → u0, com {uk} ⊂ S(X), então da desigualdade

∣∣u0(t)− u0(t+ n!)∣∣ ≤ ∣∣u0(t)− uk(t)∣∣+ ∣∣uk(t)− uk(t+ n!)∣∣

+ ∣∣uk(t+ n!)− u0(t+ n!)∣∣,

conclúımos que limt→∞(u0(t)− u0(t+ n!)) = 0, uniformemente em n ∈ ℕ.

Se u ∈ S(X), então

lim
t→∞

(f(t+ n!, u(t+ n!))− f(t, u(t))) = 0,

uniformemente em n ∈ ℕ. Agora considere Γ� dado por (3.8) definido em S(X). Das

estimativas

∣∣v�∣∣∞ ≤ CM ∣�∣−1/��[L∣∣u∣∣∞ + ∣∣f(⋅, 0)∣∣∞]/[� sin(�/�)],

∣∣v�(t+ n!)− v�(t)∣∣ ≤ CM [L∣∣u∣∣∞ + ∣∣f(⋅, 0)∣∣∞]
( ∫ ∞

t

1

1 + ∣�∣s�
ds

+ 2

∫ ∞
t−L�

1

1 + ∣�∣s�
ds
)

+
CM ∣�∣−1/���

� sin(�/�)
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conclúımos que Γ�u ∈ S(X). Logo, pelo mesmo argumento utilizado na demonstração do

Teorema 3.2, conclúımos que Γ� tem um único ponto fixo em S(X). Dáı o teorema segue

da Proposição 1.2.

Exemplo 3.2. Examinaremos agora a existência e unicidade de soluções brandas S-

assintoticamente !-periódica para a seguinte equação fracionária

∂�t u(t, x) = ∂2
xu(t, x)− �u(t, x) + ∂�−1

t a(t)f(u(t, x)), t ≥ 0, x ∈ [0, �], (3.10)

u(t, 0) = u(t, �) = 0, t ≥ 0, (3.11)

u(0, x) = u0(x), x ∈ [0, �], (3.12)

onde u0 : [0, �] → ℝ e a, f : [0,∞) → ℝ são funções apropriadas. Para estudar esse

sistema na forma abstrata de (3.3) − (3.4) escolhemos X = L2[0, �] e A definido em X

por Au = u′′ − �u, (� > 0), com domı́nio

D(A) = {u ∈ L2[0, �] : u′′ ∈ L2[0, �], u(0) = u(�) = 0}.

É sabido que Δu = u′′ é o infinitensimal gerador de um semigrupo anaĺıtico em L2[0, �].

Com isso, A é setorial do tipo −�.

Assuma que a(⋅) é S-assintoticamente !-periódica e que existe L > 0 tal que

∣f(x)− f(y)∣ ≤ L∣x− y∣,

para todo x, y ∈ [0,∞). Se ∣∣a∣∣∞ < � sin(�/�)

CM ∣�∣−1/��L
, então, pelo Teorema 3.2, existe uma

única solução branda S-assintoticamente !-periódica de (3.3)-(3.4). Se, além disso,

limt→∞(a(t + n!) − a(t)) = 0, uniformemente em n ∈ ℕ, então a solução de fato é

assintóticamente !-periódica.

3.2 Equações Integro-Diferenciais Fracionárias com

Retardo Infinito

Conclúımos este caṕıtulo com a seguinte versão semi-linear do problema (3.1)-(3.2):

v′(t) =

∫ t

0

(t− s)�−2

Γ(�− 1)
Av(s)ds+ f(t, vt), t ≥ 0, (3.13)
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v0 = ' ∈ ℬ, (3.14)

onde 1 < � < 2, A : D(A) ⊂ X → X é um operador linear, fechado e densamente definido

em um espaço de Banach complexo X e f : [0,∞) × ℬ → X é uma função apropriada.

Aqui ℬ é um espaço de fase que será definido a seguir e vt : (−∞, 0] → X, a função de

história, dada por vt(�) = v(t+�), é um elemento de ℬ. Estes espaços foram introduzidos

por Hale-Kato em [33] e foram considerados em [35].

Assim ℬ denotará o espaço das funções de (−∞, 0] em X munido com a seminorma

∣∣ ⋅ ∣∣ℬ e satisfazendo os seguintes axiomas:

(A) Se x : (−∞, � + a) −→ X é cont́ınua em [�, � + a), a > 0 e � ∈ ℝ, e x� ∈ ℬ, então,

para todo t ∈ [�, � + a), vale o seguinte:

(i) xt ∈ ℬ;

(ii) ∣∣x(t)∣∣X ≤ H∣∣xt∣∣ℬ;

(iii) ∣∣xt∣∣ℬ ≤ K(t− �) sup{∣∣x(s)∣∣X : � ≤ s ≤ t}+M(t− �)∣x�∣∣ℬ;

onde H > 0 é uma constante, K,M : [0,∞) → [1,∞), com K cont́ınua, M

localmente limitada e H,K,M independentes de x(⋅).

(A1) Para a função x(⋅) em (A), t −→ xt é cont́ınua em [�, � + a);

(B) O espaço ℬ é completo;

(C) Se ( n)n é uma sequência uniformemente limitada de funções cont́ınuas com suporte

compacto tal que  n →  quando n → ∞, uniformemente sobre os compactos de

(−∞, 0], então  ∈ ℬ e ∣∣ n −  ∣∣ℬ → 0 quando n→∞.

Introduzimos agora o espaço ℬ0 := {� ∈ ℬ : �(0) = 0} e o operador S(t) : ℬ → ℬ,

definido por

S(t)�(�) =

{
�(0), � ∈ [−t, 0],

�(t+ �), � ∈ (−∞,−t).

Observamos que {S(t)}t≥0 é um C0-semigrupo (veja [38]).

Definição 3.2. Diremos que o espaço ℬ é um espaço de memória amortecida se ∣∣S(t)�∣∣ℬ →
0, quando t→∞, para todo � ∈ ℬ0.
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Observação 3.1. Como ℬ satisfaz o axioma (C), o espaço Cb((−∞, 0]), X), consistindo

de todas as funções cont́ınuas e limitadas  : (−∞, 0]→ X, está continuamente incluido

em ℬ. Assim, existe uma constante L ≥ 0 tal que ∣∣ ∣∣ℬ ≤ L∣∣ ∣∣∞, para todo  ∈
Cb((−∞, 0]), X). Além disso, se ℬ é um espaço de memória amortecida, então K e M

são funções limitadas (veja [35] e [38]).

Exemplo 3.3. [35] Seja r ≥ 0, 1 ≤ p <∞ e � : (−∞,−r] −→ ℝ uma função mensurável

e não negativa satisfazendo (g-5)-(g-6) na terminologia de Hino em [38]. Isto significa

que � é localmente integrável e que existe uma função  : (−∞, 0] −→ ℝ que é não

negativa e localmente limitada e é tal que �(� + �) ≤ (�)�(�), para todo � ≤ 0 e

� ∈ (−∞,−r]∖N�, onde N� ⊂ (−∞,−r] é um conjunto cuja medida de Lebesgue é zero.

Denote por ℬ = Cr×Lp(�,X) o conjunto de todas as funções ' : (−∞, 0]→ X tal que ' é

cont́ınua em [−r, 0], Lebesgue mensuráveis e �∣∣'∣∣p é Lebesgue integráveis em (−∞,−r).
A seminorma em Cr × Lp(�,X) é definida como

∣∣'∣∣ℬ := sup
�∈[−r,0]

∣∣'(�)∣∣X +

(∫ −r
−∞

�(�)∣∣'(�)∣∣pXd�
)1/p

.

Dessa forma, o espaço ℬ = Cr × Lp(�,X) satisfaz os axiomas (A), (A1) e (B). Além

disso, quando r = 0 e p = 2, é posśıvel escolher H = 1, K(t) = 1 + (
∫ 0

−t �(�)d�)1/2

e M(t) = (−t)1/2 para t ≥ 0. Note que se a condição (g-7) de [38] vale, ou seja,∫ −r
−∞

�(�)d� <∞, então ℬ é um espaço de memória amortecida (veja [38]).

O lema a seguir estabelece uma condição para que uma função história pertença a

SAP!(ℬ) (veja [35]).

Lema 3.1. Assuma que ℬ é um espaço de memória amortecida. Seja u : ℝ→ X tal que

u0 ∈ ℬ e u
∣∣
[0,∞)

∈ SAP!(X). Então t→ ut é um elemento de SAP!(ℬ).

Definição 3.3. Suponha que A gera um operador solução S�(t) que é integrável. Uma

função v : ℝ −→ X é dita uma solução branda do sistema de retardo infinito (3.13)-(3.14)

se v(⋅) for cont́ınua em [0,∞), a função s → S�(t − s)f(s, vs) for integrável em [0, t),

para t ≥ 0, e

{
v(t) = S�(t)'(0) +

∫ t
0
S�(t− s)f(s, vs)ds, para todo t ≥ 0.

v0 = '.
(3.15)
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Necessitamos do seguinte lema:

Lema 3.2. Assuma que A é setorial do tipo � < 0. Seja u ∈ SAP!(X) e v� : [0,∞)→ X

a função definida por

v�(t) =

∫ t

0

S�(t− s)u(s)ds. (3.16)

Então v� ∈ SAP!(X).

Demonstração. Das propriedades de S�(⋅), temos

∣∣v�(t)∣∣X ≤
CM ∣∣u∣∣∞∣�∣−1/��

� sin(�/�)
.

Portanto v� ∈ Cb([0,∞), X). Além disso, da mesma forma que na demonstração do

Teorema 3.2, conclúımos que

∣∣v�(t+ !)− v�(t)∣∣X ≤ CM
(

3∣∣u∣∣∞ +
∣�∣−1/��

� sin(�/�)

)
�.

Agora podemos estabelecer o seguinte resultado:

Teorema 3.4. Suponha que A é setorial do tipo � < 0 e que ℬ é um espaço de memória

amortecida. Seja f : [0,∞) × ℬ → X uma função uniformemente S-assintoticamente

!-periódica em conjuntos limitados e assuma que existe Lf > 0 tal que

∥f(t,  1)− f(t,  2)∥X ≤ Lf∥ 1 −  2∥ℬ, (3.17)

para todo (t,  i) ∈ [0,∞) × ℬ, i = 1, 2, com LLfCM ∣�∣−1/�� < � sin(�/�), onde C e

M são as constantes dadas por (1.7) e L é a constante introduzida na Observação 3.1.

Então o problema com retardo infinito (3.13)-(3.14) tem uma única solução branda S-

assintoticamente !-periódica.

Demonstração. Inicialmente defina

SAP!,0(X) = {x ∈ SAP!(X) : x(0) = 0}.

É claro que SAP!,0(X) é um subespaço fechado de SAP!(X). No que segue identifi-

caremos os elementos de x ∈ SAP!,0(X) com sua extensão a ℝ dada por x(�) = 0 para
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� ≤ 0. Além disso, denotaremos por y(⋅) a função definida por y0 = ' e y(t) = S�(t)'(0)

para t ≥ 0. Tendo em mente que supt≥0 ∣∣S�(t)∣∣ℬ(X) < ∞, veja (1.7), temos que

y ∈ Cb([0,∞), X). Por outro lado, a estimativa (1.7) nos diz que y
∣∣
[0,∞)

∈ SAP!(X).

Logo, pelo Lema 3.1, a função t→ yt é um elemento de SAP!(ℬ).

Agora defina a aplicação Γ� em SAP!,0(X) por{
(Γ�x)0 = 0 e

(Γ�x)(t) :=
∫ t

0
S�(t− s)f(s, xs + ys)ds, t ≥ 0. (3.18)

Pelo Lema 3.1 e levando em conta que ℬ é um espaço de memória amortecida, temos que

s → xs + ys é um elemento de SAP!(ℬ). Como f é uniformemente S−assintoticamente

!−periódica em conjuntos limitados segue, pelo Lema 1.1, que a função s→ f(s, xs + ys)

está em SAP!(X). Dessa forma, pelo Lema 3.2, conclúımos que Γ�x ∈ SAP!,0(X), para

todo x ∈ SAP!,0(X). Além disso, temos a estimativa

∣∣(Γ�x)(t)− (Γ�z)(t)∣∣X ≤ CMLf

∫ t

0

1

1 + ∣�∣(t− s)�
∣∣xs − zs∣∣ℬds

≤ CMLfL
(∫ t

0

1

1 + ∣�∣s�
ds
)
∣∣x− z∣∣∞

≤ LLfCM ∣�∣−1/��

� sin(�/�)
∣∣x− z∣∣∞.

Logo Γ� é uma contração e, portanto, tem um único ponto fixo x ∈ SAP!,0(X). Definindo

u(t) = y(t)+x(t) para t ∈ ℝ, podemos confirmar que u ∈ SAP!(X) é uma solução branda

do problema (3.13)-(3.14). Isto completa a prova.

Teorema 3.5. Assuma as hipóteses do Teorema 3.4. Suponha que para todo subconjunto

limitado K ⊂ ℬ tem-se

lim
t→∞

(f(t,  )− f(t+ n!,  )) = 0,

uniformemente em  ∈ K e n ∈ ℕ. Então o problema (3.3)-(3.4) tem uma única solução

branda assintoticamente !−periódica.

Para demonstrar o teorema anterior faremos uso do seguinte lema:

Lema 3.3. Assuma que A é setorial do tipo � < 0. Sejam u ∈ SAP!(X) e v� : [0,∞)→
X a função definida por (3.16). Se limt→∞(u(t) − u(t + n!)) = 0, uniformemente em

n ∈ ℕ, então

lim
t→∞

(v�(t)− v�(t+ n!)) = 0,
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uniformemente em n ∈ ℕ.

Demonstração. Sejam � > 0 e L1 > 0 suficientemente grande. Então, para t ≥ L1, temos

a seguinte estimativa para ∣∣v�(t+ n!)− v�(t)∣∣X :∫ n!

0

∣∣S�(t+ n! − s)∣∣ℬ(X)∣∣u(s)∣∣Xds+

∫ L1

0

∣∣S�(t− s)∣∣ℬ(X)∣∣u(s+ n!)− u(s)∣∣Xds

+

∫ t

L1

∣∣S�(t− s)∣∣ℬ(X)∣∣u(s+ n!)− u(s)∣∣Xds

≤ CM ∣∣u∣∣∞
∫ t+n!

t

1

1 + ∣�∣s�
ds+ 2CM ∣∣u∣∣∞

∫ t

t−L1

1

1 + ∣�∣s�
ds+ CM�

∫ ∞
0

1

1 + ∣�∣s�
ds.

E isso conclui a prova.

Prova do Teorema 3.5. Seja S!,0(X) o espaço consistindo das funções x ∈ SAP!,0(X)

tais que limt→∞(x(t)− x(t+ n!)) = 0, uniformemente em n ∈ ℕ. É fácil ver que S!,0(X)

é um subespaço fechado de SAP!,0(X). Novamente identificaremos os elementos de x ∈
S!,0(X) com sua extensão a ℝ dada por x(�) = 0, para � ≤ 0. Com as mesmas notações

introduzidas na prova do Teorema 3.4, considere a aplicação Γ� definida em S!,0(X).

Como s→ f(s, xs + ys) está em SAP!(X), pelo lema anterior, podemos concluir que Γ�

tem seus valores em S!,0(X). Portanto o ponto fixo de Γ� está em S!,0(X) e a afirmação

segue da Proposição 1.2.

Temos o seguinte resultado complementar:

Teorema 3.6. Assuma que A é setorial do tipo � < 0 e que ℬ um espaço de memória

amortecida. Seja f : [0,∞) × ℬ → X uma função uniformemente S−assintoticamente

!−periódica em conjuntos limitados, satisfazendo a condição de Lipschitz

∥f(t,  1)− f(t,  2)∥X ≤ L(t)∥ 1 −  2∥ℬ, (3.19)

para todo (t,  i) ∈ [0,∞)×ℬ, i = 1, 2, onde L ∈ L1(ℝ).

Então o problema (3.13)-(3.14) tem uma única solução branda S−assintoticamente

!−periódica.
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Demonstração. Novamente usaremos as notações introduzidas na demonstração do Teo-

rema 3.4. Considere a aplicação Γ� definida em SAP!,0(X). Pelo Lema 3.2, segue

que (Γ�x) ∈ SAP!,0(X), para todo x ∈ SAP!(X). Sejam x, z ∈ SAP!,0(X). Dáı, se

C� := supt≥0 ∣∣S�(t)∣∣ℬ(X), então

∣∣(Γ�x)(t)− (Γ�z)(t)∣∣X =
∣∣∣∣∣∣ ∫ t

0

S�(t− s)[f(s, xs + ys)− f(s, zs + ys)]
∣∣∣∣∣∣
X
ds

≤ C�

∫ t

0

L(s)∣∣xs − zs∣∣ℬds ≤ LC�∣∣L∣∣1∣∣x− z∣∣∞.

Se K∞ := supt≥0K(t), então, pelo axioma (A)(iii), temos a estimativa

∣∣(Γ�x)s − (Γ�z)s∣∣ℬ ≤ K∞C� sup
0≤�≤s

∫ �

0

L(u)∣∣xu − zu∣∣ℬdu

≤ LK∞C�

(∫ s

0

L(u)du
)
∣∣x− z∣∣∞.

Portanto ∣∣(Γ2
�x)(t)− (Γ2

�z)(t)∣∣X é estimado por

C�

∫ t

0

L(s)∣∣(Γ�x)s − (Γ�z)s∣∣ℬds

≤ LK∞C
2
�

(∫ t

0

L(s)
(∫ s

0

L(u)du
)
ds
)
∣∣x− z∣∣∞

≤ LK∞C
2
�

2

(∫ t

0

L(s)ds
)2

∣∣x− z∣∣∞

≤ L(K∞C�∣∣L∣∣1)2

2K∞
∣∣x− z∣∣∞.

Em geral, temos

∣∣(Γn�x)(t)− (Γn�z)(t)∣∣X ≤ L(K∞C�)n

K∞(n− 1)!

(∫ t

0

L(s)
(∫ s

0

L(u)du
)n−1

ds
)
∣∣x− z∣∣∞

≤ L(K∞C�)n

K∞n!

(∫ t

0

L(s)ds
)n
∣∣x− z∣∣∞

≤ L(K∞C�∣∣L∣∣1)n

K∞n!
∣∣x− z∣∣∞.

Portanto, como L(K∞C�∣∣L∣∣1)n

K∞n!
< 1 para n suficientemente grande, segue que Γ� tem um

único ponto fixo x ∈ SAP!,0(X).
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O próximo resultado assegura a existência de soluções brandas em C0([0,∞), X).

Teorema 3.7. Assuma que A é setorial do tipo � < 0 e que ℬ é um espaço de memória

amortecida. Se f : [0,∞)×ℬ→ X é uma função cont́ınua tal que f(⋅, 0) é integrável em

[0,∞) e satisfaz a condição de Lipschitz (3.19), com L ∈ L1(ℝ), então existe uma única

solução branda u(⋅) de (3.13)-(3.14) tal que

lim
t→∞

u(t) = 0.

Demonstração. Seja C0,0(X) o espaço das funções cont́ınuas x ∈ C0([0,∞), X) tais que

x(0) = 0. Observamos que C0,0(X) é um subespaço fechado de C0([0,∞), X). Identifique

os elementos de C0,0(X) com sua extenção em ℝ dada por x(�) = 0 para � ≤ 0. Defina

Γ� em C0,0(X) como em (3.18). Dessa forma, temos a estimativa

∣∣(Γ�x)(t)∣∣X ≤ CM

∫ ∞
0

�[0,t](s)

1 + ∣�∣(t− s)�
∣∣f(s, xs + ys)∣∣Xds.

Aqui �[0,t] denota a função caracteŕıstica de [0, t].

Pelo teorema da convergência dominada de Lebesgue, conclúımos que limt→∞(Γ�x)(t) =

0. Procedendo como na demonstração do Teorema 3.6 temos que

∣∣Γn�x− Γn�z∣∣∞ ≤ L(K∞C�∣∣L∣∣1)n

K∞n!
∣∣x− z∣∣∞.

Exemplo 3.4. Para ilustrar nossos resultados, examinaremos a existência e unicidade de

uma solução branda S-assintoticamente !-periódica da equação

∂�

∂t�
u(t, �) =

∂2

∂�2
u(t, �)− �u(t, �)

+
∂�−1

∂t�−1

[ ∫ t

−∞
b(s− t)u(s, �)ds+ c(t)F (u(t, �))

]
, t ≥ 0, � ∈ [0, �],

(3.20)

u(t, 0) = u(t, �) = 0, t ≥ 0, (3.21)

u(0, �) = '(�, �), � ∈ [0, �], (3.22)

No que segue X = L2[0, �] e A : D(A) ⊂ X → X é o operador definido por Au =

u′′ − �u, (� > 0), com domı́nio D(A) = {u ∈ L2[0, �] : u′′ ∈ L2[0, �], u(0) = u(�) = 0}.
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Como espaço de fase, escolhemos o espaço ℬ := C0×L2(�,X) definido no Exemplo 3.3, e

assumimos que as condições (g-6)-(g-7) na nomeclatura de [38] são satisfeitas. Note que,

sob estas condições, ℬ é um espaço de fase de memória amortecida e que (veja Observção

3.1)

L = 1 +
(∫ 0

−∞
�(�)d�

)1/2

. (3.23)

Para estudar esse sistema, assumimos que a função '(�)(�) = '(�, �) é um elemento de ℬ,

b : (−∞, 0] → ℝ e c : [0,∞) → ℝ são cont́ınuas e c(⋅) é S-assintoticamente !-periódica,

a função F : ℝ → ℝ é Lipschitziana, com constante de Lipschitz LF > 0, e L1
f =( ∫ 0

−∞
b2(s)
�(s)

ds
)1/2

<∞. Sob estas condições, podemos definir a função f : [0,∞)×ℬ→ X

por

f(t,  )(�) =

∫ 0

−∞
b(s) (s, �)ds+ c(t)F ( (0, �)).

Com essas notações, o sistema (3.20)-(3.22) se reduz a forma abstrata (3.13)-(3.14). Além

disso, observamos que f(t, ⋅) é Lipschitziana com constante de Lipschitz

Lf := L1
f + ∣∣c∣∣∞LF . (3.24)

Por outro lado, para todo  ∈ ℬ, a função f(⋅,  ) é limitada, com

sup
t≥0
∣∣f(t,  )∣∣X ≤ L1

f ∣∣ ∣∣ℬ + ∣∣c∣∣∞[LF ∣∣ ∣∣ℬ + ∣F (0)∣
√
�].

Agora assuma que

LLfCM ∣�∣−1/�� < � sin(�/�),

onde L e Lf são constantes dadas por (3.23) e (3.24), respectivamente. Então existe uma

única solução branda S-assintoticamente !-periódica u(⋅) do problema (3.20)-(3.22) . Se,

além disso,

lim
t→∞

(c(t+ n!)− c(t)) = 0,

uniformemente em n ∈ ℕ, então u(⋅) é assintoticamente !-periódica.



Caṕıtulo 4

Fórmula Complexa da Inversão da
Tranformada de Laplace

É bem sabido que a fórmula de inversão complexa da transformada de Laplace para

órbitas de C0−semigrupos produz somente uma representação de soluções clássicas do

problema de Cauchy bem posto. Em [28], foi provado que existe uma classe de espaços de

Banach onde a representação é válida para soluções brandas. Estes resultados tem sido

extendidos para órbitas de famı́lias cosseno fortemente cont́ınuas em [17] e para órbitas de

famı́lias resolventes fortemente cont́ınuas em [18]. Recentemente, Haase [32], melhora os

resultados apresentados em [18] mediante uso de técnicas de Análise de Fourier elementar.

Neste artigo Haase proprõe o problema em aberto de estabelecer o resultado análago para

órbitas de semigrupos integrados. Um resumo desta pesquisa se encontra submetido em

[41].

4.1 Inversão para familias (a, k)-regularizadas

Trataremos agora a fórmula complexa da inversão da transformada de Laplace de famı́lias

resolventes (a,k)-regularizadas .

Seja A o generador de uma famı́lia S(t) (a, k)-regularizada, com k(t) ≡ 1 e a ∈
L1
loc(R+) e assuma que KN é como em (1.12), com ! > !0. Então Haase, em [32], obteve

o seguinte resultado:

Teorema 4.1. Sejam S e a como antes. Suponha que existe b ∈ L1
Loc[0,∞) tal que

52
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(1) (a ∗ b)(t) = ta(t), (t ≥ 0);

(2) b! ∈ L2(0,∞), onde b!(t) = e−!tb(t);

(3) (b′ ∗ S)! é uniformemente L2 (b′ representa a derivada da distribuição b em ℝ).1

Se X é um espaço UMD , então

lim
N→∞

tKN(t)x = tS(t)x

uniformemente em subconjuntos compactos de [0,∞), para cada x ∈ X.

No teorema anterior e no restante deste caṕıtulo, assumimos que a e S são do tipo

exponencial !0 ≥ 0 (ver Seção 1.6), ou seja, existe M ≥ 0 tal que

∣∣S(t)∣∣ ≤Me!0t e ∣∣a(t)∣∣ ≤Me!0t. (4.1)

Dessa forma as transformadas de Laplace de a e de S existem.

O próximo lema será necessário para estabelecer o resultado mais importante desta

seção.

Lema 4.1. Sejam X um espaço UMD e f ∈ L2(ℝ;X). Então DN ∗f −→ f em L2(ℝ;X)

quando N →∞ (Aqui DN denota o núcleo de Dirichlet definido na Seção 1.6).

Demonstração. Veja [32].

Assuma agora que ℒ(k) existe e que ℒ(a)(z),ℒ(k)(z) ∕= 0, para Re(z) > !. Assuma

também que
1

ℒ(a)(z)
∈ �(A), para Re(z) > !.

Teorema 4.2. Seja A o generador de uma famı́lia S(t) (a, k)-regularizada. Suponha que

existe b, v ∈ L1
loc[0,∞) tais que

(i) (a ∗ b)(t) = ta(t) e k ∗ v = tk, (t ≥ 0);

(ii) b!, v! ∈ L2(0,∞);

1Para que a expressão (b′ ∗ S)! tenha sentido basta exigir que b′ seja uma medida de Radon, ou seja,
b ∈ BVloc[0,∞).
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(iii) Existe uma famı́lia {R(t)}t≥0 tal que ℒ(R) existe, b∗S = k∗R e R! é uniformemente

L2.

Então

lim
N→∞

tKN(t)x = tS(t)x, (4.2)

uniformemente em subconjuntos compactos de [0,∞), para cada x ∈ X.

Demonstração. Como {S(t)}t≥0 é uma famı́lia (a, k)-regularizada, então

S(t) = k(t) + A

∫ t

0

a(t− s)S(s)xds, x ∈ X , t ≥ 0.

Logo, tomando a transformada de Laplace, temos

ℒ(S) = ℒ(k) + ℒ(a)Aℒ(S).

Portanto

ℒ(S)(z) =
ℒ(k)(z)

ℒ(a)(z)

(
1

ℒ(a)(z)
− A

)−1

, Re(z) > !. (4.3)

Se H = ℒ(S), segue de (4.3) que

H ′ =
ℒ(k)′ℒ(a)− ℒ(k)ℒ(a)′

ℒ(a)2

(
1

ℒ(a)
− A

)−1

+
ℒ(k)

ℒ(a)

(
1

ℒ(a)
− A

)−1
ℒ(a)′

ℒ(a)2

(
1

ℒ(a)
− A

)−1

=
ℒ(k)′

ℒ(a)

(
1

ℒ(a)
− A

)−1

− ℒ(a)′ℒ(k)

ℒ(a)2

(
1

ℒ(a)
− A

)−1

+
ℒ(k)

ℒ(a)

(
1

ℒ(a)
− A

)−1
ℒ(a)′

ℒ(a)2

(
1

ℒ(a)
− A

)−1

=
ℒ(k)′

ℒ(k)
H − ℒ(a)′

ℒ(a)
H +

ℒ(a)′

ℒ(a)ℒ(k)
H2.

Logo

H ′(z) =
ℒ(k)′

ℒ(k)
H(z)− ℒ(a)′

ℒ(a)
H(z)− ℒ(a)′

ℒ(a)ℒ(k)
H2(z), Re(z) > !.
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Por outro lado, pelo ı́tem (i), tem-se

ℒ(a)ℒ(b) = ℒ(a)′ e ℒ(k)ℒ(v) = ℒ(k)′.

Portanto

H ′(z) = ℒ(v)H(z)− ℒ(b)H(z)− ℒ(b)

ℒ(k)
H2(z).

Com isso, pelo ı́tem (iii), segue que

H ′(z) = [(ℒ(v)− ℒ(b)− ℒ(R))]H(z)

= ℒ(v − b−R)ℒ(S).

Como ℒ(tS(t)) = −H ′(t), temos

tS(t) = C ∗ S(t), (4.4)

onde C(t) = −v(t) + b(t) + R(t). Dessa forma, pelas condições (ii) e (iii), segue que C!

é uniformemente L2.

Agora, por (1.12), temos

KN = et!(DN ∗ S!).

Utilizando o Lema 1.3 e (4.4) obtemos

e−t!tKN = t(DN ∗ S!) ∼ DN ∗ [tS(t)]! = DN ∗ [C ∗ S(t)]! = S! ∗ (DN ∗ C!).

Fixe x ∈ X. Pelo Lema 4.1,

DN ∗ C!x −→ C!x em L2(ℝ;X), quando N →∞.

Logo, pela desigualdade de Young (Lema 1.2), vale

S! ∗ (DN ∗ C!) −→ S! ∗ C! = [tS(t)x]!,

uniformemente em t ≥ 0. Finalmente, conclúımos que

e−t!tKN → [tS(t)x]!,

uniformemente em t ≥ 0.

Com isso conclúımos a demonstração.
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Com o corolário a seguir, mostramos que o Teorema 4.1 é uma consequência do Teo-

rema 4.2.

Corolário 4.1. Seja A o generador de uma famı́lia S(t) (a, 1)-regularizada. Assuma que

existe b ∈ C1[0,∞) tal que

(i-1) (a ∗ b)(t) = ta(t), (t ≥ 0);

(ii-1) b! ∈ L2(0,∞);

(iii-1) (b′ ∗ S)! uniformemente L2.

Então vale (4.2).

Demonstração. Note que k(t) ≡ 1 e v(t) ≡ 1 satisfazem k ∗ v = tk.

Defina

R(t) := (b′ ∗ S)(t) + b(0)S(t).

Então, por (iii − 1), R! é uniformemente L2 e, como R(t) = (b ∗ S)′(t), temos que

1 ∗R = b ∗ S. Com isso as condições do Teorema 4.2 são satisfeitas.

4.2 Inversão para semigrupos integrados

Para o nosso próximo resultado precisamos da seguinte definição:

Definição 4.1. Seja A um operador linear em um espaço de Banach X e � ≥ 0. Dizemos

que A é o gerador de um semi-grupo �−integrável se, e somente se, (!,∞) ⊂ �(A), para

algum ! ∈ ℝ, e existe uma aplicação fortemente cont́ınua S : [0,∞)→ ℬ(X) satisfazendo

∥S(t)∥ ≤Me!t (t ≥ 0),

para algum M ≥ 0, tal que

R(z, A) = z�
∫ ∞

0

e−ztS(t)dt (z > max{!, 0}).

Neste caso, dizemos que (S(t))t≥0 é um semi-grupo �−integrável gerado por A.
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Em particular, um semi-grupo 0−integrável é um C0−semigrupo. Para mais detalhes

a respeito de semigrupos �−integráveis, referimos [37].

Utilizando as propriedades da integral e da derivada fracionária apresentadas na Seção

1.7, obtemos os seguinte resultado:

Corolário 4.2. Seja A o gerador de um semigrupo �−integrável S�(t) e suponha que

existe {R(t)}t≥0 fortememente cont́ınua tal que ℒ(R) existe e

J�+1
t R(t) = 1 ∗ S�(t).

Assuma que (D�
t S�(t))! é uniformemente L2. Então vale (4.2).

Demonstração. Como S� é um semigrupo �−integrável, temos

S�(t)− t�

Γ(� + 1)
= A(1 ∗ S�(t)).

Assim, na terminologia do Teorema 4.2, temos que a ≡ 1 e k(t) =
t�

Γ(� + 1)
.

Portanto, podemos utilizar a propriedade em (1.16) e o Teorema 1.4 para obter

v(t) =
Γ(� + 2)

Γ(� + 1)
.

Portanto as condições (i) e (ii) do Teorema 4.2 valem. Por outro lado, como J�+1
t R(t) =

1 ∗ S�(t), obtemos

S�(t) = �
t�−1

Γ(� + 1)
∗R(t).

Portanto

R(t) =
Γ(� + 1)

Γ(�)
D�
t S�(t) +R(0)Γ(� + 1)

e a condição (iii) do Teorema 4.2 é satisfeita.

Para ilustrar nosso resultado, considere o seguinte exemplo.

Exemplo 4.1. Seja A : ℂ→ ℂ definido por A(z) = 2z. Então A é o gerador do semigrupo

1−integrável S1(t) = −t.
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Considere agora R(t) = −1. Então

J2
t R(t) = −

∫ t

0

(t− s)ds = −t
2

2
= 1 ∗ S1(t).

Além disso,

∥e−tD1
tS2(t)z∥ = ∥ − e−tz∥ = e−t∥z∥.

Logo

lim
N→∞

1

2�

∫ N

−N
et(is+1)G(is+ 1)zds = −t2z,

uniformemente em subconjuntos compactos de [0,∞), para cada x ∈ ℂ, onde G(z) =

ℒ(−t) = − 1

z2
; o que era de se esperar.

Na seguinte versão do Corolário 4.2 não é necessário exigir que (D�
t S�(t)x)! seja

uniformemente L2.

Teorema 4.3. Seja S : [0,∞)→ ℬ(X) fortememente cont́ınua e satisfazendo

S(t)− k(t) = Aa ∗ S(t) (t ≥ 0), (4.5)

onde k(t) =
t�

Γ(� + 1)
. Suponha que X é um espaço UMD e que a ∈ L1

Loc(ℝ+). Assuma

que existe uma função b, n−diferenciável, com b(n) ∈ L1(ℝ+), tal que

(I) a ∗ b = ta;

(II) b! ∈ L2(ℝ+).

Se 0 ≤ � ≤ n− 2, então (4.2) vale.

Demonstração. Como na demonstração do Teorema 4.2, se H = ℒ(S), então

H ′(z) =
ℒ(k)′

ℒ(k)
H(z)− ℒ(a)′

ℒ(a)
H(z)− ℒ(a)′

ℒ(a)ℒ(k)
H2(z).

Sabendo que
ℒ(k)′

ℒ(k)
= −(� + 1)z−1 e

1

ℒ(k)
= z�+1, e utilizando (1.14), temos

H ′(z) = [−(� + 1)z−1 + ℒ(b) + ℒ(b)znH(z)z�+1−n]H(z)

= [−ℒ(� + 1) + ℒ(b) + ℒ(b(n) ∗ Jn−(�+1)S)]ℒ(S).



59

Portanto

tS(t) = C ∗ S(t),

onde C(t) = � + 1− b− b(n) ∗ Jn−(�+1)S.

Note que

∣∣Jn−(�+1)S∣∣ =
1

Γ(n− �− 1)

∥∥∥∥∫ t

0

(t− �)n−(�+2)S(�)d�

∥∥∥∥
≤ M

Γ(n− �− 1)
tn−(�+2)

∫ t

0

e−!sds

=
M

Γ(n− �− 1)
tn−(�+2)(1− e−!t)

≤ M

!Γ(n− �− 1)
tn−(�+2)(e−!t + 1),

onde M é a constante que aparece em (4.1). Portanto

∣∣(b(n) ∗ Jn−(�+1)S)!∣∣ ≤
2Me−!t

!Γ(n− �− 1)
tn−(�+2)∥b(n)∥1.

Logo (b(n) ∗ Jn−(�+1)S)! é uniformemente L2. Dessa forma, usando o Teorema 4.1, con-

clúımos a demonstração.
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