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Resumo

Nesta tese estudamos trés tipos de equagao de evolucao.

Para a equagao do Oscilador Harmonico semilinear discreto desenvolvemos uma teoria
de perturbacao e apresentamos um resultado de estabilidade de sua solucao. Para isso,

utilizamos uma caracterizagao de regularidade maximal discreta via espacos UMD.

Estudamos também a S—assintoticidade w—periédica da solugao de um problema de
equacao de evolucao semilinear de ordem fracionaria previamente considerada na litera-

tura.

Por fim, abordamos o problema da inversao da transformada de Laplace de familias de

operadores limitados que possuem determinada regularidade em um espaco de Banach.

Palavras-chave: Espagos UMD, teoria de regularidade maximal, operador solucao,
funcoes assintoticamente periddicas, transformada de Laplace, equagoes fracionarias, os-

cilador harmonico.



Abstract

In this work we study three types of evolution equation.

For the discrete semilinear harmonic oscillator we develop a perturbation theory, and
present a result about stability of its solution. With this purpose, we use a characterization

of discrete maximal regularity via UMD spaces.

We also study the S-asymptotically w-periodicity of a solution for the semilinear

integro-differential equation of fractional order previously considered in the literature.

Finally, we work with the inverse of the Laplace transform for a family of bounded

operators that has a particular regularity in a Banach space.

Keywords: UMD spaces, Maximal Regularity Theory, Solution Operator, Asymptotic

Periodic Functions, Laplace Transform, Fractional Equation, Harmonic Oscillator.



Introducao

A presente tese versa a respeito de propriedades qualitativas de diversos tipos de equagoes
de evolugao em escala de tempo discreto e continuo, entre essas, a do Oscilador Harmonico
semilinear discreto e as equacgoes de evolugao fracionarias em tempo continuo em espagos

de fase abstratos de dimensao infinita.

Também se resolve um problema em aberto na literatura a respeito da férmula com-
plexa da inversao da transformada de Laplace de familias resolventes k—regularizadas

para equacoes de Volterra.

O Capitulo 1, chamado “Preliminares”, estd dedicado a apresentacao de conceitos
e resultados bésicos que serao utilizados no restante do trabalho. Nas trés primeiras
segoes deste capitulo apresentamos os conceitos e algumas propriedades dos espagos UMD,
de R—limitacao para conjuntos de operadores, de regularidade maximal do Oscilador
Harmonico e de operador solugao gerado por um operador. Na Secao 1.4, estudamos
o conceito de funcao S—assintoticamente w—periédica e suas propriedades bésicas. Na
Secao 1.5 apresentamos um teorema de ponto fixo que sera muito 1til no desenvolvimento
do Capitulo 3. Finalmente, as Segoes 1.6 e 1.7 sao dedicadas a resultados de fungoes
uniformemente L? e aos conceitos e propriedades elementares de derivada fracionéria,

respectivamente.

No Capitulo 2, intitulado “Uma teoria de perturbacao para o Oscilador Harmonico
discreto”, apresentamos nossa teoria de perturbacao e um resultado de estabilidade para
a equacao do Oscilador Harmonico semilinear. Uma das mais importantes ferramentas
para desenvolver a nossa teoria é uma caracteriz¢ao de regularidade maximal do Oscilador

Harmonico devida a Castro, Cuevas e Lizama [14].

A literatura a respeito das fungoes S—assintoticamente w—periddicas é essencialmente



limitada ao estudo de existéncia deste tipo de solugoes para equacoes diferenciais or-
dinarias definidas em espacos de dimensao finita. Recentemete uma série de trabalhos
tém aparecido devido a Henriquez e colaboradores [34, 35] e Nicolas e Pierre [43]. Nesta
direcao, apresentamos no Capitulo 3 um estudo da S—assintoticidade w—peridédica das

solugoes brandas da equagao de evolucao semilinear de tipo fracionaria

U'(t):/o %Av(s)derf(t,v(t)), £>0, (1)

onde ]l <a<2eA:D(A) C X +— X éum operador linear setorial do tipo negativo
definido em um espaco de Banach complexo X. Um resumo desta pequisa pode ser

encontrado em [22].

Uma outra abordagem nesse mesmo capitulo é considerar a nao linearidade definida
em [0,00) x B, onde B é um espago de fase definido axiomaticamente via os axiomas
de Hale-Kato (ver [33]). Especificamente, estudamos S—assintoticidade w—periédica das

solugoes brandas da equagao semilinear

v(t) = /0 %Av(s)ds+ fltv), >0, (2)

onde v; denota a fungao de histéria v¢(6) = v(t+0). Um resumo desta pesquisa se encontra
submetido a publicacao ([23]). Os métodos e hipdteses para abordar a problemética deste
capitulo se baseiam na utilizacdo de Analise Funcional, especificamente a utilizacao da
teoria de operadores de tipo setorial, teoria de fungoes S—assintoticamente w—periédicas

e um teorema de ponto fixo introduzido na Secao 1.5.

No Capitulo 4, chamado “Férmula Complexa da Inversao da Transformada de Laplace”,
resolvemos um problema em aberto proposto por Haase em [32]. Provamos que, em um
espaco UMD, a férmula de inversao complexa da transformada de Laplace para semigru-
pos integrados e, em geral, para familias (k, a)—regularizadas, é vélido no sentido forte.

Um resumo deste trabalho se encontra submetido ([41]).



Capitulo 1

Preliminares

Apresentaremos neste capitulo as definicoes e resultados bésicos necessarios para o enten-

dimento deste trabalho.

Na primeira secao relembramos as defini¢oes e resultados basicos de espagos UMD,
que serao o ambiente natural de trabalho tanto na parte que envolver escala de tempo
discreto como na parte continua (ver Capitulos [2] e [4]). Em seguida, daremos uma
importante caracterizagao de regularidade maximal discreta via propriedades de familias
R—limitadas. Nas segoes (1.3) - (1.5) nos dedicamos a preparar o leitor para o entendi-
mendo dos estudos das equacoes de ordem fracionarias que aparecem no Capitulo 3. Por
fim, na Secao 1.6, relembramos algumas propriedades das funcoes uniformemente L? de R
em B(X), o espaco dos operadores limitados em X, que sao utilizadas no desenvolvimento
do Capitulo 4.

1.1 Espacos UMD

A definicao de espagos UMD (chamados “the unconditional martingale difference pro-

perty”) foi introduzida por D.L. Burkholder no artigo [9, Se¢ao 9] e é dada como segue:

Definigao 1.1. Um espago de Banach possui a propriedade UMD se para cada p € (1,00)
eziste uma constante C, > 0 tal que, para qualquer sequéncia (fn)n>0 C LP(82, %, u; X),

quaisquer escolhas de sinais (§,)n>0 C {—1,1} e qualquer N € Z, vale a estimativa
HfO + EnNzlfn(fn - fn—l)HLP(QanIMX) < CprN’|LP(9727u;X)'

10
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Relembramos que um espago de Banach X possui a propriedade H7 se a transformada
de Hilbert se estende a um operador linear limitado em LP(R, X), para algum (e portanto
para todo) p € (1,00). Aqui, a transformada de Hilbert de uma fungao f € 8(R, X), o

espago de Schwartz das fungoes rapidamente decrescente em X, é definida por

e—0 S
R—o0

(Hf)(t) = lim l/<| . JE=5) 4

Para mais detalhes a respeito da transformada de Hilbert e espagos UMD referimos [2,
Secao I11.4.3-111.4.5]. Bourgain [8] e Burkholder [10] mostraram que a classe dos espagos

HT coincide com a classe dos espagos UMD.

Os espacos UMD incluem, por exemplo, os espacos de Hilbert, espacos de Sobolev
W3(Q),1 < p < oo (veja [3]) e os espagos de Lebesgue LP(€2, i) e LP(S2, u; X), 1 < p < oo,
onde X é um espaco UM D. Notemos também que todo subespaco fechado de um espaco
UMD é UMD. Além disso, todo espaco UMD ¢ reflexivo. Dessa forma, L'(,u; X) e
L*>(Q, u; X) nao sao UMD.

1.2 Familias R-Limitadas e Regularidade Maximal
do Oscilador Harmonico

A nogao de familias R-limitadas é de bastante importancia em estudos recentes de equagoes
de evolugoes discretas (veja as referéncias [4, 6, 7, 13, 14, 19 e 20]). Conceitos preliminares
e propriedades de familias R-limitadas podem ser encontrados em [3, 27, 39]. Para j € N,
denote por r; a j-ésima fun¢ao de Rademacher em [0, 1], isto é, 7;(t) = sgn(sin(2/mt)).
Denotemos por B(X,Y) o conjunto das aplicagoes lineares e limitadas de X em Y’; quando
X =Y escrevemos B(X) no lugar de B(X, X). A defini¢do de familias R-limitadas ¢ dada

a seguir.

Definicao 1.2. Uma familia T C B(X,Y) € R-limitada se existe C,, > 0 tal que

1Y 7 @ Tizjllroax) < Coll D15 ® 2l ro1:x), (1.1)
j=1 j=1
para todo Ty, , T, € T, x1,--- ,x, € X en € N, onde 1 < p < 0o. Aqui denotamos

r; @x(t) =r;(t)x, t €0,1].
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Note que o conceito de R—limitado claramente implica uniformemente limitado. Se
X =Y, anocao de R— limitado é estritamente mais forte que a nocao de limitado, a

menos que X seja isomorfo a um espaco de Hilbert [veja 3, Proposi¢ao 1.17].

Agora considere a seguinte equacao:

2 _ _ =
{ A Tn ([ T)anrl fn7 n e ZJF’ (12)

To = T1 = 0.
Foi provado em [14] que a equacao (1.2) tem uma tnica solucao, que é dada por

m

> B(i) frnss

=0

Tyt = (B * fm

onde B(n) € B(X) satisfaz a equagao

B(0)=0,B(1) = I. (1.3)

{ A?B(n) — (I —T)B(n+1) =0,
A familia {B(n)} é chamada soluc¢ao fundamental de (1.2).

A seguinte defini¢ao de regularidade maximal foi introduzida em [14].

Definigao 1.3. Seja 1 < p < +00. Dizemos que a equagio (1.2) tem regularidade mazxi-
mal discreta se Xf = (I —T)B x f define um operador limitado K € B(l,(Z+; X)).

Relembramos que um operador T € B(X) é dito analitico se o conjunto {n(T'—I)T™ :
n € N} ¢é limitado em B(X). A seguir apresentamos uma caracteriza¢ao de regularidade
maximal para a equagao (1.2) através da propriedade de R—limitacdo da resolvente do
operador T' (veja [14] e [15]).

Teorema 1.1. Sejam X um espaco UMD e T € B(X) um operador analitico. Entao as

sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) A equacdo (1.2) tem regularidade mazimal discreta.

-1 2 -1 2
(i) O conjunto {<Z . ) R((z . ) ,I—T) || :1,27&1} ¢ R-limitado.

Aqui R(w, A) := (w— A)~L
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1.3 Operador Solucgao

O seguinte conceito foi introduzido em [11]. Ele corresponde a uma classe mais geral de
familias de operadores que surgem das equacoes de evolucao lineares governadas por um

gerador A.

Definigao 1.4. Seja k € C(R,) um Nicleo escalar e a € L} .(R.). Dizemos que um ope-
rador linear fechado A, com dominio D(A), é o gerador de uma familia (a, k)-reqularizada,

{S(t) }+>0 € B(X), se as sequintes condi¢coes sao satisfeitas:
(R1) S(t) € fortemente continua em Ry e S(0) = k(0)I;
(R2) S(t)x € D(A) e AS(t)x = S(t)Ax para todo x € D(A) et > 0;
(R3) Vale a equagao resolvente (a, k)-reqularizada
S(t)r = k(t)x + /t a(t — s)AS(s)xds, (1.4)
0

para todo x € D(A) et > 0.

Note que semigrupos integrados , semigrupos convoluidos e resolventes de equacoes de
Volterra sao todos familias de operadores (a, k)-regularizadas para diferentes escolhas de

aek.

Definicao 1.5. A ¢ dito o gerador de um operador solugao se existem p > 0 e uma fungao
Se i Ry — B(X) fortemente continua tais que {\* : ReX > u} C p(A) e

AT — A) e = / e MSo(t)xdt, Rel>pu, x€X.
0
Neste caso, S, € o operador solugdo gerado por A.

Relembremos que A é setorial do tipo u se existem p € R, 0 < 0 < w/2 e M > 0 tais

que seu resolvente existe no exterior de

p+Sp:={u+A: 2eC, larg(—\)| <6},

_ M
(A —A)~H] Sm, A& p+ Sp.
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Proposicao 1.1. Se A € o gerador de uma familia (a, k)—regularizada e exponencialmente

limitada {S(t)}+>0, onde a(t) = CE ]

um operador solugcdao S,, com S, = S.

ek(t)=1, com1 < a <2, entdo A é o gerador de

Demonstragao. Suponha que ||S(¢)|| < Me“t, com w > 0. Entao, para A > Rew, defina

HO\z = /0 MG, (.

Dessa forma,
| O <M [ s, @dta|.
0
Logo H(\) € B(X).

Além disso, por (R3), temos

Stz = z+ / tMAS(t)xds
= 2+ JUAS(t)z.

Usando as propriedades da integral fracionaria (veja a Segao 1.7 seguir),

H(\z = X + )\QAH()\)

— (A= AHMNz = )\""z, VreX.

E, por (R2), temos

HO)e =+ %H(/\)Aa:, v € D(A).
Logo
{A*: ReX >w} C p(A)
e

AT — A) e = / e M8, (t)xdt.
0

Considere agora o problema

{ u'(t)uTOST‘:;zjy(t% (1.5)



15

Integrando,
u(t) = ug + J*Au(t) (1.6)

Portanto u satisfaz (1.5) se, e somente se, satisfaz (1.6).

Assim, se A é setorial do tipo p, com 0 < 6 < (1 — a/2), entao a solugao de (1.6) é

dada por
u(t) = Sa(t)uo,
onde .
Salt) == — /ewa—lw — A)7d),
2mi J,

onde v é um caminho no exterior de p + Sp.

O seguinte teorema, estabelecido em [26], é de muita importancia nos resultados do

terceiro capitulo do presente trabalho.

Teorema 1.2. Se A ¢ setorial do tipo p < 0, para algum M >0 e 0 < 6 < 7(1 — %),

entao existe C > 0, dependendo somente de 0 e «, tal que

CcM
(1 <" t>0. 1.
1Sa(t)lls) < 7 20 (17)

Note que

o0 1 -1/«
/ dt = |,u\ m , paral <a<?2.
o L4 |ulte asin(m/a)

Portanto S, (t) é integravel.

Nessas condigoes, A é o gerador de uma familia (a, k)—regularizada exponencialmente
a—1

limitada (exceto pela propriedade (R1)), com k(t) = e a = 1. E isso é suficiente

INC)
para que valha a Proposicao 1.1. Logo A é o gerador do operador solucao
1
Sa(t) i==— [ A (A* = A)~ld\.
(1) = 5 [ 00 - )

y

O conceito de operador solucao é préximo do conceito de familia resolvente de Priiss
(ver [44, Capitulo I]). No caso escalar existe uma extensa bibliografia, por exemplo, aqui
referimos o livro [31]. Notemos que no caso o = 1 a familia S,(¢) corresponde a um
Cy—semigrupo, enquanto que no caso a = 2 o operador soluc¢ao corresponde ao conceito

de familia cosseno (ver [29]).
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1.4 Funcoes S-Assintoticamente w-Peridodicas

A literatura a respeito das fungoes S-assintoticamente w-periédicas era até agora restrita
ao estudo da existéncia de solugoes S-assintoticamente w-peridédicas de equagoes diferen-
ciais ordinarias descritas em espacos de dimensao finita. Henriquez, Pierre e Téaboas,
em [34 e 35] (ver também [43]), recentemente desenvolveram uma teoria para o conjunto

dessas fungoes com valores em um espacgo de Banach.

Sejam C5([0,00), X) o espago das fungdes continuas e limitadas definidas em [0, c0)
com valores em X, munido da norma da convergéncia uniforme || - ||, € Co([0,00), X) o
subespaco de Cy([0, 00), X') constituido das fungoes x : [0, 00) — X tais que tlim llz(t)||x =

—00
0.

Definigao 1.6. Seja f € Cy([0,00), X). Dizemos f é S-assintoticamente periddica se
existe w > 0 tal que
lim (F(t+ ) — £(1) = .

Neste caso, dizemos que w € o periodo assintotico de f e que f é S-assintoticamente

w-periodica.

Denotaremos por SAP, (X) o subespago de Cy([0,00), X) formado pelo conjunto das
fungoes S-assintoticamente w-periddicas. Note que (SAP,(X),| - ||o) é um espaco de

Banach (veja [34], Proposigao 3.5).

Definicao 1.7. Uma funcao f € Cy([0,00), X) € dita assintoticamente w-periddica se

existem ¢ € Cy([0,00), X) e uma fungdao ¥, w-periddica, tais que f =1 + .

Exemplo 1.1. Sejam X = {(2,)nen; 7, € Re lim x, = 0}, munido com a norma
n—-o0

|[(2n)nen|| = sup |zn,
neN

2nt
e f:[0,00) — X definida por f(t) = (%) .
2 +n%) cn

Observe que ||f(t)]| <1, Vt > 0. Além disso, para t, s € [0,00), temos

If(t+s) — F(B)]] < sup 2nsn? — 2 — st|

< 2s.
or [(E+8)? +n2(m2+82) =
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Por outro lado,

2n|un® — pt® — 1t
n>1 [(t+p)? +n?(n? +12)

f @+ ) = FO]

IN
w
=1
e

2npu(n? + % + pt)
su
won [+ 2pt + 12 + n2](n? £ 22)

IN

2np
SUp ———5<¢
nZII) <n2 + t2)

IN

< K

-t

Logo f ¢é S-assintoticamente u-periédica para todo p > 0. No entanto, f nao é assintotica-
mente p-periddica. Para ver isso, suponha que exista 1, u-periddica, e ¢ € Cy([0, 00), X)
tais que f = ¥ 4+ ¢. Se f = (fn)nen, entado cada coordenada f, é assintoticamente
p-periédica e f,(t + kp) = ¥n(t) + @u(t + kp) para todo k,n € N et > 0. Como
k@w fa(t + k) = 0, segue que ¥, (t) = 0, para todo t > 0 e n € N. Consequentemente
v =0e f=¢,oqueéum absurdo, pois || f(n)|| =1, Vn € N.

Definigao 1.8. Seja f : [0,00) x X — X wma fun¢do continua. Dizemos que f é
uniformemente S-assintoticamente w-periodica em conjuntos limitados se, para todo K C
X limitado, o conjunto {f(t,z):t >0, z € K} € limitado e

lim (f(t +w,z) — f(t,x)) =0,

t—o00

uniformemente em x € K.

Definigao 1.9. Seja f : [0,00) x X — X wma fungdo continua. Dizemos que f é
assintoticamente uniformemente continua em conjuntos limitados se, para todo € > 0 e
K C X limitado, existem L > 0 e 0. x > 0 tais que ||f(t,x) — f(t,y)|| < €, para todo
t>Legex,ye K, com |z —y|| <6k

Encerrramos esta se¢ao com os seguintes resultados (veja [34]):

Lema 1.1. Sejam X, Y espagos de Banach, u : [0,00) — X uma fun¢ao S-assintoticamente
w-periddica e f : [0,00) x X — Y wuniformemente S-assintoticamente w-periddica em
conjuntos limitados e uniformemente continua em conjuntos limitados. Entdo v(t) =

f(t,u(t)) € uma fungao S-assintoticamente w-periddica.
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Proposicao 1.2. Seja ¢ € Cp([0,00), X). Assuma que existe uma sequéncia de nimeros
naturais (n;j)jen, comny =1 e nj — 0o quando j — oo, tal que
a =sup(n;+1 —n;) < oo e lim (p(t +njw) —¢(t)) =0,
jEN t—o0

uniformemente para j € N. Entao ¢ é assintoticamente w-periodica.

1.5 Um Teorema de Ponto Fixo

Nesta secao apresentamos uma consequéncia do Teorema do ponto fixo de Banach, que
serd muito util no Capitulo 3. Considere Y e Z espagos de Banach com normas || - ||y e
|| - ||z, respectivamente. Assuma a existéncia de uma relagao de ordem parcial < em Z e

de uma aplicacao m : Y — Z satisfazendo as seguintes condicoes:

(i) Para todoy €Y, 0 <X m(y);

(i) a norma || - ||z ¢ mondtona com respeito a ordem parcial <, isto é, se 0 < 21 < 2y,

entao ||z1]|z < |lzllz ;
(iii) Existem constantes C,Cy > 0 tais que
lylly < Cillm(y)llz e llm(y)l|z < Callylly, para todo y € Y.

Teorema 1.3. Sejam S C Y um conjunto fechado e nao vazio e P : S — S uma
aplicacao continua. Suponha que existe um operador linear e limitado B : Z — Z tal

que:

(1) O raio espectral r(B) < 1;
(i1) O operador B ¢é crescente com rela¢ao a =, isto é, se 0 < z; = zy, entao Bz < Bzy;
(i1i) Para todo yi,ys € S, m(Py; — Pys) =< Bm(y1 — y2).

Entao P tem um inico ponto fizo.

Demonstragao. Ver [36]. O
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1.6 Funcgoes Uniformemente L?

Apresentaremos agora as preliminares para o tultimo capitulo deste trabalho. Aqui X
e Y sempre denotarao espacos de Banach complexos e todas as funcoes definidas em
[0, 00) serao extendidas a R, considerando-as iguais a 0 em (—o0,0). Para uma aplicagao

S :[0,00) — B(X,Y) e w € R definimos seu shift exponencial S,, por
S,(t) :==eS@t), (t>0).
Além disso,
wo(S) :=inf{lw eR[IM>0:||SH)| < Me' (t>0)}

denotara o tipo exponencial de S. Se S é fortemente mensuravel e do tipo exponencial,

€eSCreveimos

(LS)(z) := /000 e *'S(t)dt, (Rez > wp(9)),

para representar sua transformada de Laplace. Da mesma forma (e como geralmente se

faz) definimos
L(a)(z) :—/ e *a(t)dt,
0

como sendo a transformada de Laplace de uma funcao a : [0,00) — X, sempre que essa

integral tiver sentido.

Se §:[0,00) — B(X,Y) e T :[0,00) — B(Y, Z) sao fortemente mensuraveis e do

tipo exponencial, entao a convolu¢ao S 7' : [0,00) — B(X,Y’) dada por
(T 4 S)(H)z = /Ooo Tt —5)S(s)ds  (x € X),

¢é bem definida, fortemente continua e do tipo exponecial; além disso, tem-se
(T*S),=T,%S, e L(TxS)=L(T)-L(S). (1.8)

Veja [32] para mais detalhes.

Uma aplicagao fortemente mensurdvel S : R — B(X,Y) ¢ dita fortemente L* se

S(-)r € L*(R,Y) para todo = € X.
Assim, defina S : X — L*(R,Y) por

(Sz)(t) = S(t)x.
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Suponha {z, }neny C X 6 tal que

(Tn, Szn) — (2, f),

com f e L*(R,Y) ez € X. Seja {x,,} C {z,} tal que

S(t)xn, — f(t) qtp.

Entao

S(t)xr = S(t)(limx,,) = lilr]n S(t)zn, = f(t) qtp.

nj

Usando o Teorema do Gréafico Fechado, temos que

ISl == sup ||S()z|| L2,y < o0. (1.9)
zeX,|lz||<1

Dizemos que S é uniformemente L? se existe uma fungiao g € L*(R) tal que g > 0 e
IS@zlly < g@®)llzllx  (t€ R,z € X).

Neste caso, dizemos que g é a fun¢do majorante escalar de S. Usando (1.9), obtemos a

seguinte forma para a desigualdade de Young.

Lema 1.2. Sejam S : R — B(X,Y) fortemente L* ¢ T : R — B(X,Y) uniformente

L?, com majorante escalar g. Entao a convolucao T * S, definida por

(T'x S)(t)x = / T(t—s)S(s)zds (ze€ X, teR),

R

existe e satisfaz
Sup [[(T+ S)(llecey < [lgll2[15]]e- (1.10)

Para N > 0 denotaremos por Dy o Nicleo de Dirichlet, isto é,

in(Nt
Du(t) = SBVD gy,
7t
Entao, com um simples calculo, temos
1 M
DN*f(t):—/ ¢ f(5)ds, (1.11)
2 J_N
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onde f é integravel e f denota sua transformada de Fourier.
Se S : R — B(X,Y) é fortemente continua e do tipo exponencial wy(.S), entao

Kn(t) = — [“FN ato () (2)d=

= % w—iN
1 4

= e“’t2— f_NN e L(S)(w + is)ds (1.12)
m

= e“'(Dy x S,,)(¢);
portanto
(KN)w = DN * Sw~

Lema 1.3. Sejam S : R — B(X,Y) fortemente continua e do tipo exponencial w >
wo(S). Entao
t(DN * Sw> ~ (DN X [tS(t)]w>,

ou seja, para todo x € X tem-se

lim [t(Dy *S,) — (Dy * [tS(t)].)] z =0,

N—oo

uniformemente em t > 0.

Demonstracao. Ver [32]. O

1.7 Integral e Derivada Fracionaria

A nocao de integral de ordem fraciondria o (av > 0) é uma natural consequéncia da con-
hecida férmula (usualmente atribuida a Cauchy), que reduz o calculo da n-ésima primitiva
de uma funcao f a uma integral do tipo convolucao. Em nossa notagoes, a férmula de
Cauchy é dada por

Tt = )!/O(t—s)”_lf(s)ds, £>0, nehN.

(n—1

Um modo natural nos leva a extender a féormula anterior de indices n € N para qualquer

nimero real usando a funcao Gamma.



Lembrado que
['(2) ::/ e “u*"'du, Re(z) >0,
0

temos a seguinte definicao para a integral fracionaria:

22

Definigao 1.10. Seja C o conjunto das fungoes que sao continuas em (0,00) e integrdveis

em cada subintervalo finito de [0,00). Se f € C, entao

1

JUU () = = /Ot(t —5)* 1 f(s)ds, t>0, a€R".

()

JF(t) = f(0).

Por exemplo, se f(t) =17, v > —1, temos

r 1
g = LOFD e g s,
I'(y+1+a)
E interessante mencionar que
L
L)) = 2DE
ZOL

Definimos a derivada fracionaria de ordem « > 0 da seguinte forma:

Definigao 1.11. Seja m € N tal que m — 1 < a < m. Entao

DeF(t) := D™ IO f (1),

Usando (1.10), é facil obter

L(vy+1)

Dot =17
Fy+1—-a)

T a>0, y>-—-1, t>0.
Teorema 1.4. Seja o > 0. Se f € C, entdo

D*J*f = f.

(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)

Observacao 1.1. Todas as definicoes e propriedades desta se¢ao podem se encotradas

em [5], [30] ou [42]



Capitulo 2

Uma Teoria de perturbacao para o
Oscilador Harmonico Discreto

O desenvolvimento da teoria das equagoes de evolucao discreta tem sido fortemente
promovido pelo avanco tecnolégico em computacao cientifica e pelo grande nimero de
aplicagoes em modelos em biologia, engenharia e outras ciéncias. Por este motivo, recete-
mente, tem-se despertado um amplo interesse por parte dos pesquisadores em desenvolver
a teoria destas equacoes em um contexto mais geral. O primeiro autor que abriu caminho
na diregao de regularidade maximal discreta foi Blunck, veja [7]. Nesse trabalho se estuda
regularidade maximal para equacoes de evolucao de primeira ordem. Posteriormente,
Cuevas e Lizama, em [20, 25], constroem uma teoria de Permutacao para equagoes semi-
lineares de primeira ordem, mediante o uso da regularidade maximal discreta. Cuevas e
Vidal, em [24], dao inicio a teoria de regularidade maximal para equagoes funcionais em
diferenga com retardo infinito em espagos de fase abstratos de tipo Hale-Kato (ver também
[12]). Nesta diregao, apresentamos uma teoria de perturbagao e um resultado de estabi-
lidade para o Oscilador Harmoénico discreto que pode ser considerada como um primeiro
passo para cobrir um trabalho, quase inexistente, na area de equagoes de evolucao dis-
creta. Um resumo dessa pesquisa se encontra por aparecer em [21]. Os métodos e hip6teses
para abordar esta problemética se baseiam na utilizacao de R—limitacao de conjuntos de

operadores e regularidade maximal discreta.

23



24
2.1 Oscilador Harmonico Semilinear

Nesta secao estudaremos a existéncia e unicidade de solugoes da equacao
Aan - ([ - T)anrl = f(na Ln, Ai[)n), n e Z+7 Lo = T1 = 07 (21)
cuja segunda derivada discreta estd em [,,.

Para isso precisamos introduzir a seguinte condicao:

Condigao (A): Seja a = (a,) uma sequéncia positiva tal que Y >0 | @,2?" < +o0.

Suponha que as seguintes condicoes se verificam:

(i) A funcado f:Z, x X x X — X satisfaz uma condi¢ao de tipo Lipschitz em X x X

isto é, para todo z,w € X x X en € Z,, tem-se
£ (n,2) = f(n, w)llx < anllz — w]|xxx;

(11) f<7070) < ll(Z+;X)'

Observacgao 2.1. Um exemplo concreto para a condigdo (i) €
f(n,z) = P(n)Q(2),

onde P:7Z, — B(X x X, X), com Z |P(n)||2%" < oo, e Q satisfaz

n=0
1Q(2) = Q(w)][xxx < Cllz —wllxxx-
Notemos que condigoes do tipo (i) tém sido consideradas na literatura (ver [20]).
Definicao 2.1. Denotaremos por 9’(8”’ o espaco de Banach de todas as sequéncias V =
(V,) tais que Vo =V =0 e A%V € 1,(Zy; X), equipado com a norma |||V]|| = ||A%V]|,.
Com as notagoes anteriores temos o seguinte resultado:

Teorema 2.1. Assuma que a condi¢ao (A) se verifica e que a equagdo (1.2) tem requla-
ridade mazimal discreta. Entdo existe uma unica solugdo x = (x,) da equagdo (2.1) tal

que (A%z,,) € 1,(Zy; X). Além disso, tem-se as sequinte estimativas a priori:

1 oo . 92k
up [z (llzallx + 1Aal[x)] < @+ KIS, 0.0 el D EFo, - (2.9)
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[1A%2]], < 201+ [|IKI2|If (-, 0, 0) [ HFINERZo o™ 1 < p < 400, (2.3)

€
sup [|((1 = T, (I = T)Az)|[xx < 12(1 4[| (-, 0, 0)] [yl TIHIPIF2IEE 22,
- (2.4)

Aqui K denota o operador da Defini¢ao 1.3 e || K|| denota a norma do operador.

Demonstracdao. Seja V' uma sequéncia em ﬂ{g’p . Entao usando a Condi¢ao (A) obtemos
que a funcao g := f(-, V., AV) esta em [,(Zy; X). De fato, temos

lgllz < 20> " [[f(n, Vi, AV,) = £(1,0,0)][% +2°> [ £(n,0,0)[%
n=0

_ n=0
(2.5)
< 2 all|(Va, AVl ex + 2701 (0, 0)|B [ £ (- 0,0)] .-
n=0
Por outro lado
n—1 n—1
(Vi AV [xux = 1D AVillx + 1> AVillx
i=0 i=0
n—1 n—1
< D C[AViIx + D 1IAMIx
i=0 i=0
n—1
< S illAMW | + A%V |,
i=0
E isso nos da .
1V AV llxx < 502 + )V, n € Z (2.6)
Usando (2.6) obtemos
D al[[(Va, AV x < (D an22™)||[V ][], (2.7)
n=0 n=0

Portanto, de (2.5) e de (2.7), conclimos que g € I,(Z4; X).

Como a equacao (1.2) possui regularidade maximal discreta, o problema de Cauchy

Znio — (B = T)zps1 + 20 = G, (2.8)
20 — k1 — O, ’
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tem uma tnica solugao (z,) tal que (A%z,) € [,(Z,; X), a qual é dada por

0, ifn=0,1,

zn = [KV], = (2.9)

n—1
Z Bk)f(n—1—Fk, Vo1, AV, 14), sen>2.
k=1

Mostraremos agora que o operador K : H3” — H>” tem um tnico ponto fixo. Seja V

uma sequéncia em H;”. Como B(0) =0 e B(1) = I, segue que

n—1
A[KV], = (B(k+1)—=Bk)f(n—1—Fk, Vo1, AVpq_p), n>1.  (2.10)
k=0
Por outro lado,
AYKV], = f(n, V,, AV,)+ i([ —T)B(k)f(n —k, Vi, AV,_4). (2.11)

k=1

Logo, para V e W em J{g’p en > 1, temos
AKXV, — A2KW],

= f(n, Vi, AV,) — f(n, W,, AW,) (2.12)

n

+ Z(I - T)B(k)(f(n - ka Vn—ka Avn—k) - f(n - k? Wn—k’7 AWn—k’))

k=1
Além disso, usando o fato que A2 [ffCV]O = £(0,0,0), a identidade anterior e a desigualdade

de Minkowskii, obtemos
|A2KYV — A2KW ||,

< DI Vi, AVL) = f (i, Wo, AW, |5 ]V
n=1

o (2.13)
+13° 13- - 1)BR)(f(n— K, Vior, AV,y)

n=1

—f(n—k, Wo i, AW, )[[%]Y"
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Como X ¢ limitado em [,(Z4; X ), podemos usar a desigualdade (2.7) e a condigdo (A)

para concluir que

13V — Fw|l|

< (L4 KN F (1, Vi, AV) — f(n, Wi, AW, 5]

n=0
(2.14)
< (1 + KN ab (V= W)y AV = W[5 4]
n=0
< (L+[IKIN e an2) [V = WL
Observe agora que
11 =T)B(n)|| < |[X]], n € Zi. (2.15)

De fato, como X € B(l,(Z4; X)), para todo f € [,(Z;; X), obtemos

ZHZI T)B(K) furlla] " < 1X]|[ Z||fn||p ). (2.16)

Dado = € X, definimos
xr, paran =20,

fn:
0, paran #0.

Um simples calculo mostrar que
(I =T)B(n)xl|x < [|IX|[|l2z|lx, « € X.
Assim obtemos (2.15).

Agora consideraremos as interacoes do operador X. Inicialmente, observe que, para
0 < k < n, temos

k—1
BRI < ZIIAB(Z'>|I

k—1 i—1
I

1=0 j=0

k—1 i—1
= k+ (I =T)B(j + 1)]|
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Portanto, levando em consideragao a desigualdade (2.15), concluimos que
1Bl < n*(1+[|K]]), 0 <k <n. (2.17)
Analogamente, temos a seguinte desigualdade
|1B(k+1)— B(k)|| < (1+n)(1+]X]]), 0<k<n. (2.18)

Sejam V, W € H:P. De (2.17) obtemos

15V, — W, |
= || z_: BE)(fln—1—=k, Vooy ok, AV k) — f(n—1—k, W1 AW, 1-4))|lx
< 214 K1) 3 eIV~ W) AV = W)l lxx

Assim, de (2.6), obtemos a estimativa

n—1
[EKV] = [KW]al[x < (1 4+ 1K) (D a2) [V = W]I. (2.19)
=0
Por outro lado, usando (2.10), observamos que
n—1
AKV], = A[KW], = > (B(k+1) = B(k)(f(n—1—k, Vaoi_p, AVu_iy)
k=0

- f(n —1- kv Wn—l—k7 AW’R—I—k))? n 2 1.
(2.20)

De (2.18), (2.20) e (2.6) obtemos

—_

IAKV], = AlKWallx < : 1Bk +1) = BR[| - |lf(n =1 =k, Vg, AVioii)
0

il

- f(n —1—Fk, Wy1p, Aanlfk)HX

n—1

(6]
< (T4n)(+ X)) Zgjj +)IV =Wl

Jj=0
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Logo

IARV], — AW < (1 m) 4 D a2 IV - Wil (221)

J=0

Usando as estimativas (2.19) e (2.21) e levando em conta que (n? +1+n)/2?" < 1, temos

que

1(IKV = KW, AIKV = KW, [|xex < 22 (14 |IKI) (720 @, 22) [V — W

(2.22)
Com isso, e do fato que A2 [ffCV]o = f(0,0,0) para todo V € 9{(2)’73, obtemos
|A2K2V — A2KCW |,
= ([|A2[K2V]o — A2[IEWolly + Y [[AP[KV], — AW, [5)"7
(1+[%1]) Z 1, [KV ]y AKV]) = f (, [KW ], AIKW )57
< (L IKIND_ abll([KV = KW, AIKV = KW ) | e x]MP
n=0
00 n—1
< (LKD) b2 (Y a2y ]Vr|||v = W]
n=0 k=0
< (L+1%[])%5( 2%22” [V =W
Logo
. - 1 > Lo
113V = W] < 5 (1 + 1K) > a2)([[V =Wl (2.23)
5=0
E, finalmente, usando um argumento de inducao concluimos:
(XY — KW, A[K"V = KW )| x0xx (2.24)

<21+ (5 (275 @2%) "IV = WL,
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Consequentemente
T n 1 - 25\"
X"V = X" W] < m((1+|lﬂ<||)zaj2 )V =Wl (2.25)
! =

Como L ((1+1|X|]) > @;2%)" < 1 para n suficientemente grande, entdo, pelo Método
dos iterados, X tem um tnico ponto fixo V € 5—(3’7’ . E facil ver que V é a tunica solucao
do problema (2.1).

Observe agora que

n—1
Vallx = 1D BR)f(n—=1=k,Vior s, AVuorp)llx
k=0
(2.26)
n—1
< P21+ IKID[ D awl|(Vi, AVi)[xx + [[£(-,0,0)[]1].
k=0
Por outro lado, de (2.10) e (2.18), obtemos
n—1
1AV, llx = (1D (Bk+1) = B(k)f(n =1 =k, Vo1 g, AVuorp)l[x
k=0
(2.27)
n—1
< (L) IKIN [ anll(Ve, AVi)llxsx + 11f (- 0,0) 1]
k=0
Com isso,
sz || (Vo AV l[xxx < (L IXKIDIF(0,0)]1
n—1 1 (2.28)
+ (1+H:KH)Zak22kﬁ”(vkaAVk)HX><X-

k=0

Agora aplicando uma versao discreta da desigualdade de Gronwall (veja [1], Corolario

4.1.2) obtemos a seguinte estimativa:

1 o
sup [ [[(Va, AVa)[[xx] < (1 4+ [1CIILF(-5 0, 0)[] e+ k0 s, (2.29)

nely o

Usando o fato que A%V = f(0,0,0), procedendo analogamente como em (2.14) e usando

(2.29) podemos ver que
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182V, < (L4 [IKID) D 11 (n, Vo, AV,

n=0

(1 + KDL 02 (gl (Ve AV L) +11FC,0, 0] (2:30)

IN

< 2L+ [IKIDIF(,0, 0)|peHIKD Doz,

E isto prova a estimativa (2.3). Finalmente, por (2.15), obtemos

n—1

(L =T)Wallx < 1K arll(Ve, AV Lxex + 1K) - [1£(-,0,0)]]x

k=0

n—1

111D anl[(TVi, TAVi) || xxx
k=0

IN

n—1

+ 1KY arl|((1 = T)WVay (1 = T)AV;) [xsex + [|KI] - [1LF(-,0,0)[]1

k=0

KNSR e ex 22V 11£ ¢ 0, 0)]1]

IN

n—1

+ (1K) all(( = T)Vi, (1 = TYAVR) || xx

(2.31)
Usando (2.10) e procedendo como em (2.31), segue
1 = D) AV, [lx < 20K [T ex2®)IVIT+ [1£(0,0)14]
ot (2.32)
+ 20K Y awl[((T = T)Vi, (1 = T)AV;) [ xxx-
k=0

Das estimativas (2.31) e (2.32) e pela desigualdade de Gronwall, temos

(I = T)WVa, I = T)AV)lIxxx < BIKI[ITIZR cw2?) V]

+|1F(-,0,0)]y] e3P TR0 a2,
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Por fim, usando (2.30), obtemos

sup |[((1 = )V (1 = T)AV) [ < 12(1+ [[K]])°[1f (-, 0,0)] el IR0 s,

’VLEZ+

Com isso concluimos a demonstracao. O]

Se X for um espaco UMD, temos o seguinte resultado:

Corolario 2.1. Seja X um espaco UMD. Assuma que a condi¢io (A) se verifica e

suponha que T" € um operador analitico tal que o conjunto

{(Z;l)QR(<Z_Zl)2,I—T)/Izlzl,Z#l} (2.33)

¢ R-limitado. Entao existe uma tinica solugao v = (x,,) da equagdo (2.1) tal que (A%x,) €
I(Zy; X). Além disso valem as estimativas (2.2),(2.3) e (2.4).

Exemplo 2.1. Considere o problema semilinear
Tparo— B —Txpiy +xp = guf(x,), n €2y, g =21 =0, (2.34)

onde f satisfaz uma condicao de Lipschitz, com constante L > 0, em um espaco de Hilbert
H. Além disso, suponha que (22"q,) € [,(Z,). Logo a condicao (A) é satisfeita. Em nosso
caso, aplicando os resultados anteriores, concluimos que se 7' € B(H) é um operador
analitico tal que o conjunto em (2.33) é limitado, entao existe uma tnica solu¢ao x = (x,)
de (2.34) tal que (A%z,) € 1,(Zy, H). Além disso, tem-se

1 >
max{sup [ oo (|lzalle + [|Azallm) 1 114%[],} < CIIFO)]allglle"N 1, (2.35)

neEZy 2271,
e 1 =Dyl + 11 = T)Azal| 1] < CI1F(O)] Ll gl lre* ", (2.36)
nel

onde C' é uma constante positiva.

2.2 Um Critério de Estabilidade

O desenvolvimento da teoria das equagoes de evolucao discreta tem sido fortemente

promovida pelo avanco tecnolégico em computacao cientifica e pelo grande nimero de
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aplicacoes em modelos em biologia, engenharia e outras ciéncias. A estabilidade destes

modelos é de grande importancia para muitos pesquisadores.

Para a demonstragao do Teorema 2.2 a seguir, precisamos dos seguinte resultados (veja
[19] e [45]):
Lema 2.1. [19] Seja T € B(X) um operador linear analitico. Entio o(I—T) C D(1,1)U
{0}, onde D(z,7) = {w € C: |w— z| < r}. Em particular, (z —1)? € p(I —T), sempre
que |z] = 1,2 # 1.
Proposicao 2.1. [45] Considere E C C um aberto e K um subconjunto compacto de E.
Seja

M:E— B(X,Y)
A— M(N)

analitica. Entdo o conjunto {M(X) / A € K} é R—limitado.

O préximo resultado é um critério para verificar a estabilidade do Oscilador Harmonico
semilinear. Note que a caracterizacao de regularidade maximal (Teorema 1.1) é a chave

para dar condicoes baseadas somente nos dados da equacao dada.

Teorema 2.2. Seja X um espago UMD. Assuma a condi¢ao (A) e suponha que T € B(X)
¢ analitico e 1 € p(T). Entao a equagdo (2.1) € estdvel, isto €, a solugdo (x,) de (2.1) é
tal que x,, — 0 quando n — oo.

Demonstragdo. Como 1 € p(T), usando o Lema 2.1, temos que (z — 1)* € p(I — T para
todo z € C com |z| = 1. Agora aplicando a Proposigao 2.1, com

M(z) = (=17 p <(Z;1)2,I—T> ,

z

concluimos que o conjunto em (2.33) é R—limitado. Pelo Corolario 2.1, existe uma tnica,
solugao = = (z,,) de (2.1) tal que (A%x,) € [,(Z,; X). Observe que a Condigao (A) e a

estimativa (2.6) implicam
1Sy 2n, Az)|lx - < an2[[A%]], + |].f(n, 0,0)]|x. (2.37)

Como (f(+,0,0)) € 1(Z,, X) e a,2*™ — 0, quando n — oo, obtemos que f(n, z,, Ax,) —
0 quando n — oo. Dessa forma, o resultado segue da hipétese que 1 € p(T') e da equagao
(2.1). m
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2.3 Perturbacoes Locais

Apresentamos nesta segao uma versao local para o Teorema 2.1. Introduzimos a seguinte
condigao:
Condigao (A*):
(1)* A funcdo f(n,z) é localmente Lipschitz com respeito a z € X x X, isto é, para

cada nimero positivo R e para todo n € Z; e z,w € X x X, com ||z||xxx <

R, |lw||xxx < R, tem-se
I1f(n,2) = f(n,w)||x < (n, R)|]z — wl|xxx,

onde ¢ : Z x[0,00) — [0, 00) é uma fungao nao decrescente com respeito a segunda

variavel.
(4i)* Existe um ntimero positivo a tal que > 7, ¢(n,2%"a)2?" < +o0.

(¢id)* f(-,0,0) € (1(Zy; X).

Precisamos introduzir algumas notagoes basicas. Denote por H?? o espaco de Banach
de todas as sequéncias V = (V},) tais que V,, = 0 if 0 < n < m, and A*V € (,(Z,; X)

equipado com a norma ||| - |||. E, para A > 0, denote por H2P[\] a bola |[|V]|]| < X em
H2P.

Teorema 2.3. Suponha que a condi¢io (A*) € satisfeita e que a equagdo (1.2) tem re-
gularidade mazimal. Entdo existe m € N e uma unica solugio v = (x,,) de (2.1) para
n>m tal que v, =0 se 0 <n <m e (A%x,) € [,(Z;; X), com ||A%z||, < a, onde a € a

constante dada por (ii)*.

Demonstracao. Seja f € (0,1). Pelos itens (iii)* e (ii)*, existem ny,ny € N tais que

2+ []X]]) Z 1/(5,0,0)[lx < Ba, (2.38)
Ti=B+Q+|X]) Y £(j,2¥a)2% < 1. (2.39)

j=n2
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Seja V € H%P[a], com m = max{n;,ny}. Um argumento similar a (2.5) mostra que a
sequéncia

<n<
g = { 0, se 0<n<m, (2.40)

f(n,V,, AV,), se n>m,
¢ um elemento de [,. Pela propriedade de regularidade maximal, o problema de Cauchy
(2.8), com (g,) definido como em (2.40), tem uma tnica solugio (z,) tal que (A%z,) €
l,(Z4; X), que ¢ dada por

0, if 0 <n<m,

n—1l-—-m
SV =S BWf G — 1=k Ve, AV ), ifn w1 (A

k=0

Provaremos que TV € H%*P[a]. Procedendo de modo similar a (2.11), para n > m,

obtemos
A YV, = f(n,V,, AV,) + —k, Vo, AV, ). (2.42)
k::l
Portanto

1A2CV ], < (1f0m = 1, Vit AVl + [ D (1 (0, Vi, AV,)

n=m
n—m

T (I =T)B(k)f(n —k, Vo, Avnik)w)o(} 1/p
k=1

< HIKID Y (0, Vi, AV |Ix

n=m

Como ||(Vi, AV,)||xxx < 22||V]]] < 22"a, segue que

TV < @+1KID D06, 2%a)2%a+ 2+ (1K) D 11£(4,0,0)]|x
j=m j=m

S (‘I_ﬁ)a—i_ﬁaéa?

o que prova que TV € H2P[a]. Portanto, para V, W € H2P[a], podemos provar que

[TV =YW < 2+ [1X]]) Y £, 2%a)2¥ |||V = Wl = (T = B[V = WII.

j=m

E como (T — ) <1, T é uma (T — f)-contragao. Isso conclui a demonstragao. ]



Capitulo 3

Solucoes S-Assintoticamente
w-Periddicas de Equacoes de
Evolucao Fracionarias

Neste capitulo estudaremos duas versoes semi-lineares para o problema

"(t) = t—(t_s)a—2 v(s)ds
v(t)—/o F(a—l)A (s)ds+ f(t), t>0, (3.1)
v(0) =up € X, (3.2)

Este tipo de problema foi considerado em [26] sob certas condi¢oes no operador A e
na funcdo f : [0,00) — X. A férmula de variacdo de parametros nos permite escrever a

solucao deste problema como

o(t) = Sa(t)uo + /Ot St — 8)f(s)ds, t > 0,

onde S,(t) é o operador solugao gerado por A (veja [26]).

Em nossa primeira abordagem da versao semilinear do problema (3.1)-(3.2) a parte nao
linear aparece como uma fungao com valores em X definida em [0, 00) X X. Em seguinda,
na nossa segunda abordagem, a fun¢ao da parte nao linear é definida em [0, 00) x B, onde

B é um espago de fase abstrato definido axiomaticamente (veja Segao 3.2).

36
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3.1 Solucoes Brandas S-Assintoticamente w-Periddicas

Iniciaremos com o estudo de existéncia e unicidade de solucoes da seguinte versao nao
linear do problema (3.1)-(3.2):

"(t) = t—(t_s)a—2 v(s)ds v
V'(t) = /0 Fa— 1) Av(s)ds + f(t,v(t)), t>0, (3.3)
U(O) =ug € X, (34)

onde X é um espaco de Banach, A : D(A) C X —— X é um operador linear, fechado
e densamente definido e f : [0,00) x X — X é uma funcdo continua que satisfaz uma

condicao de tipo Lipschitz.

Definigao 3.1. Suponha que A € o gerador de um operador solu¢ao integrdvel S, (t). Uma
fungao u € Cy([0,00), X) € dita uma solu¢ao branda S-assintoticamente w-periodica do

problema (3.3)-(3.4) se u(-) for S-assintoticamente w-periddica e satisfaz
¢
u(t) = Sa(t)ug +/ Sa(t —s)f(s,u(s))ds, para todot > 0. (3.5)
0

O seguinte Teorema é o mais importante desta secao.

Teorema 3.1. Assuma que A € setorial do tipo i < 0 e suponha que f:[0,00)x X — X
¢ uma fungao continua tal que f(-,0) € integrdvel e existe uma fungdo continua e integravel

L:[0,00) — R tal que
1f(t,2) = fty)ll < L)z —yll, para todo x,y € X, t > 0. (3.6)

Entao o problema (3.3)-(3.4) tem uma tnica solu¢ao branda S-assintoticamente w-periddica.

Além disso, se u € solucao, temos a sequinte estimativa a priori
|ulloo < C([luoll + [1£(-, 0)|[1) exp (C|[L][1), (3.7)

onde C' € uma constante.

Demonstragao. No espago SAP, (X), defina a seguinte aplicagao

(Tou)(t) := Sa(t)uo + /0 Sa(t —8)f(s,u(s))ds = Sa(t)ug + va(t). (3.8)
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Inicialmente, vamos mostrar que I'yu € SAP,(X). Pela desigualdade (1.7), temos que
Sa(-)ug € SAP,(X). Por outro lado, a desigualdade

1 (s, ()] < Ls)[[uls)l + 11/ (s, 0)]]

nos diz que s — f(s,u(s)) é integrdavel em [0, 00). Logo v,(t) € Cy(]0,00), X) e

/t Su(t — ) f(s,u(s))ds — 0,

quando a — 0o, uniformemente para t > a. Note que {f(s,u(s)) : 0 < s < a} é compacto,
logo
Sa(t+w)f(s,u(s)) — Sa(t)f(s,u(s)) =0, quando t — oo,

uniformemente para s € [0, a]. Dai, como

Vot +w) —u(t) = /Oa[Sa(t +w — ) — Su(t — 9)]f(s,u(s))ds

+ / ) Sa(t +w—s)f(s,u(s))ds — / Sa(t —s)f(s,u(s))ds,

segue que v, (t +w) —v,(t) — 0, quando t — oo. Isso mostra que I'yu € SAP,(X). Além

disso, temos que

|(Taur)(t) = (Faug)(B)|] < Ca/o L(s)[|u1(s) — ua(s)llds,

para todo uy,uy € SAF,(X), onde C, := sup;sq||Sa(t)||. Logo I'y : SAP,(X) —
SAP,(X) é uma aplicacdo continua. Afim de fazer uso do Teorema 1.3, defina a aplicagao
linear B, : Cy([0,00)) — Cy([0,00)) por

(Bg)(t) = C, /Ot L(s)g(s)ds, t>0.

Observe que B ¢ continua.

Agora, para cada € > 0, seja a > 0 de modo que

C’a/ L(s)ds < e.
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E para cada g € C,([0,00)), com ||g|| < 1, defina as fungoes

Co [5 L(s)g(s)ds, 0 < t < a,
I (g)(t) :=
Ca [y L(s)g(s)ds, t > a,
0, 0<t<a,
Pa(g)(t) :=

Co fat L(s)g(s)ds, t > a.
Pelo Teorema de Arzeld-Ascoli, segue que Ry := {I'1(g9) : ||g]lc < 1} é relativamente
compacto. E como Bg(t) =I'1(g)(t) + I's(g)(t) para todo t > 0, temos que

{Bg: llglle <1} C Ro+{f: 5 € Cy([0,00)), [|8]|cc <€},

o que mostra que {Bg : ||g||lcc < 1} é relativamente compacto e, portanto, que B é
completamente continuo. Com isso, o raio espectral de B ¢ igual a zero, pois 0,(B) = {0}.
Por fim, defina m : C,([0, 00), X)) — C(]0, 00)) como

m(u)(t) = sup |u(s)]].

0<s<t
Dessa forma, as aplicacoes I',,, B e m satisfazem as hipéteses do Teorema 1.3. Logo T,

tem um tnico ponto fixo.

Seja u esse ponto fixo. Entao

(1 + |plt?)
QL+l < oMl + [ 1765, 0)as
L [ul(t = s)
(1+ |ult“
+ C’M/ —L(s)||u(s)]|ds.
1+ | (t
Da estimativa % < 2%(1 + |p|s®), t > s, concluimos que

(L )@ < CMlfuol| + 2°CM (1 + [uft)[[ (-, 0)]

+ zaczw/ Y1+ [als®) u(s) | ds

IN

CM|luol| +2°CM (1 + [u[t*)|| (-, 0)]x

+ 2“0M(1+|,u\ta)/0 L(s)||u(s)||ds
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Logo

CM|luol|

t
2°C'MI|f(-,0 2°CM | L d
T+ 2 OMIS GOl +2CM [ L))l

lu@®]] <

t
< 2O‘CM!|Uo|I+2°‘0M||f(-,0)||1+2‘”CM/ L(s)[u(s)]|ds.
0

Com isso, usando a desigualdade de Gronwall, concluimos que

lulloo < ClJuoll + ||, 0)l1) exp (CIIL] 1),

onde C' = 2°MC. Isto completa a demonstracio. O

Note que no Teorema 3.1 nao estd incluso o caso em que L é uma constante. Para

este caso temos o seguinte resultado:

Teorema 3.2. Assuma que A € setorial do tipo < 0. Seja f :[0,00) X X — X uma
fungao uniformemente S-assintoticamente w-periodica em conjuntos limitados e satisfa-

zendo
| £t ) = F(t. )l < Llle — gl para todos @,y € X, t > 0. (3.9)

Se CM|p|~YerL < asin(r/a), onde C e M sio as constantes dadas por (1.7), entdo o

problema (3.3) — (3.4) tem uma unica solu¢ao branda S-assintoticamente w-periddica.

Demonstragao. Defina I', como em (3.8). Vamos mostrar que I', é uma contragao de
SAP,(X) em SAP,(X). Mostremos inicialmente que I', estd bem definida. Seja u €
SAP,(X). Como S,(t)ug — 0, quando t — 0o, segue que S, (-)ug € SAP,(X).

Além disso, como f(-,u(-)) é limitada, temos que

CM ||~ o[£ u(-)lloe

<
[[valleo < asin(m/a)

Portanto v, € Cy([0,00), X). Do Lema 1.1 segue que, para todo € > 0, existe L. > 0 tal
que ||f(t +w,u(t +w)) — f(t,u(t))|] < e para todo t > L. Dai, para t > L., temos
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[lva(t +w) —va(B)]| < /OwHSa(Hw—S)f(&U(S))HdS
+ /0EHSa(t—S)[f(Ser,U(Ser))—f(87U(S))H|d8

+ 1Sa(t = s)[f(s +w, u(s +w)) = f(s,u(s))]||ds

Le
1

< mmﬁ@mwmx/ T e
t
° CM |u| =7
i —ds) + —————.
/t—LE L+ |pls® ) asin(m/a)

Logo v,(t + w) — v4(t) = 0, quando t — oo, e ['yu € SAP,(X).

Por outro lado, para uj,us € SAP,(X), temos

CM|pu|~YorL
LCoup)(t) — (Cquo)(t)|| < ———————— — .
(Cam)(#) = (Caun)(B)] < =B oy —
o que prova que I', é uma contragao. Isto completa a prova. O

Para ilustrar o nosso resultado apresentamos o seguinte exemplo:

Exemplo 3.1. Sejam A = —p®I, com p >0, X =Ce f :[0,00) x C — C uniformemente
S-assintoticamente w-periddica satisfazendo a condigao (3.9). Se L < %ﬁrﬁ/a), entao o

problema (3.3) — (3.4) tem uma tnica solu¢ao branda S-assintoticamente w-periddica.

Com efeito, observe que (A — A)~! existe se A # —p®. Lembrando que 1 < a < 2,

temos, para todo 0 < 6 < 7(1 — «/2), que o resolvente de A existe fora do setor

ptSe={n+A:AeC, Jarg(—N)| <6},

(e}

onde p = —p*.

Além disso,
1

A=A = o,
I =47 = 5=

para todo A ¢ p + Sp.

Com isso, pelas afirmacoes feitas na Secao 1.3 e pelo Teorema 3.2, concluimos que o

problema (3.3) — (3.4) tem uma tnica solu¢ao branda S-assintoticamente w-periddica.
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A seguir, apresentamos uma nova versao para o Teorema 3.1.

Teorema 3.3. Assuma que f(-,0) € limitada e limy_,(f(t,z) — f(t + nw,x)) = 0 uni-
formemente em v € K en € N, para todo K C X limitado. Assuma também que a
condigdo (3.9) vale. Se CM|u|~'*rL < asin(n/a), entdo o problema (3.3) — (3.4) tem

uma unica solucao branda assintoticamente w-periodica.

Demonstracao. Seja $(X) o espago de todas as fungoes u € Cy([0,00), X) tais que

lim (u(t) — u(t +nw)) =0,

t—o00

uniformemente em n € N. Observe que 8§(X) é um subespaco fechado de C;([0, 00), X).
De fato, se ux — ug, com {ug} C 8(X), entdo da desigualdade
[uo(t) — uo(t +nw)l| < [Juo(t) — wk (B[] + [Ju(t) — ur(t + nw)]|
+  J|ug(t + nw) — ue(t + nw)l|,
concluimos que limy o (uo(t) — uo(t + nw)) = 0, uniformemente em n € N.

Se u € 8(X), entao

lim (f(t + nw, u(t +nw)) — f(t,u(t))) =0,

t—o00

uniformemente em n € N. Agora considere I', dado por (3.8) definido em 8(X). Das

estimativas
vallos < CM|p|™ 7 [L|[ullo + |1 (-, 0)]|s] /[ sin(m /)],

< CMILll+ 0l s

> 1 CM|p|~Ye
[T L M e
ror, L+ [ulse asin(r/a)

||V (t + nw) — v,(t)
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concluimos que I'yu € 8(X). Logo, pelo mesmo argumento utilizado na demonstracao do
Teorema 3.2, concluimos que ', tem um tnico ponto fixo em 8§(X). Dai o teorema segue

da Proposigao 1.2. O]

Exemplo 3.2. Examinaremos agora a existéncia e unicidade de solugoes brandas S-

assintoticamente w-periodica para a sequinte equac¢do fraciondria

Ofu(t, x) = 0*ul(t, v) — vu(t,z) + 0> ta(t) f(u(t,x)), t >0, x € [0, 7], (3.10)
u(t,0) =u(t,m) =0,t >0, (3.11)
u(0,z) = up(x), x € [0, 7, (3.12)

onde ug : [0,7] - R ea,f:[0,00) = R sdo fungoes apropriadas. Para estudar esse
sistema na forma abstrata de (3.3) — (3.4) escolhemos X = L*[0,7] e A definido em X

por Au=u" — vu, (v > 0), com dominio
D(A) = {u € L*[0, 7] : v" € L*[0,7],u(0) = u(r) = 0}.

E sabido que Au = u" € o infinitensimal gerador de um semigrupo analitico em L?[0,7].

Com isso, A ¢é setorial do tipo —v.

Assuma que a(-) € S-assintoticamente w-periddica e que existe L > 0 tal que

|f(z) = f(y)| < L]z —yl,

asin(r/a)
CM|v|=Y/erL’

inica solugdo branda S-assintoticamente w-periddica de (3.3)-(3.4). Se, além disso,

para todo x,y € [0,00). Se ||a||lw < entao, pelo Teorema 3.2, existe uma

lim; oo (a(t + nw) — a(t)) = 0, uniformemente em n € N, entdo a solu¢ao de fato é

assintoticamente w-periodica.

3.2 Equacoes Integro-Diferenciais Fracionarias com
Retardo Infinito

Concluimos este capitulo com a seguinte versao semi-linear do problema (3.1)-(3.2):

V'(t) = /0 %Av(s)ds + f(t,v), t>0, (3.13)
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v = € B, (3.14)

ondel <a <2 A:D(A) C X — X éum operador linear, fechado e densamente definido
em um espago de Banach complexo X e f :[0,00) x B — X é uma fungao apropriada.
Aqui B é um espacgo de fase que serd definido a seguir e v; : (—o0,0] — X, a funcao de
histéria, dada por v,(0) = v(t+6), é um elemento de B. Estes espagos foram introduzidos

por Hale-Kato em [33] e foram considerados em [35].

Assim B denotard o espago das fungoes de (—oo,0] em X munido com a seminorma

|| - ||z e satisfazendo os seguintes axiomas:

(A) Sex:(—00,04+a) — X é continua em [0,0+a),a>0eoc € R, ez, € B, entao,
para todo t € [o,0 + a), vale o seguinte:
(i) = € B;
(i) [lz@®)]lx < Hl|z|s;
(iil) [|lzef|ls < K(t = o) sup{[|z(s)|[x : 0 < s <t} + M(t = 0)|zo]]s;

onde H > 0 é uma constante, K, M : [0,00) — [1,00), com K continua, M
localmente limitada e H, K, M independentes de z(-).

(A1) Para a funcao z(-) em (A), t — x; é continua em [0, 0 + a);
(B) O espago B é completo;

(C) Se (¢n)n é uma sequéncia uniformemente limitada de fungées continuas com suporte
compacto tal que ¥" — ¥ quando n — oo, uniformemente sobre os compactos de

(—00,0], entao ¢ € B e |[¢" — || — 0 quando n — oo.

Introduzimos agora o espaco By := {¢ € B:¢(0) =0} e o operador S(t) : B — B,

definido por
p o) (0), g € [—t,0],
(t)o(0) = { ot +0), 0e (—oco,—t).

Observamos que {S(t) }+>0 ¢ um Cp-semigrupo (veja [38]).

Definicao 3.2. Diremos que o espago B € um espago de memdria amortecida se ||S(t)o||s —

0, quando t — oo, para todo ¢ € By.
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Observacao 3.1. Como B satisfaz o azioma (C), o espago Cy((—00,0]), X), consistindo
de todas as fungoes continuas e limitadas ¢ : (—00,0] — X, estd continuamente incluido
em B. Assim, existe uma constante L > 0 tal que ||Y||ls < L||¢||oo, para todo ¢ €

Cp((—00,0]), X). Além disso, se B é um espago de memdria amortecida, entao K e M
sao fungoes limitadas (veja [35] e [38]).

Exemplo 3.3. [35]/ Sejar > 0,1 <p<ooep:(—o00,—r] — R uma fungdo mensuravel
e nao negativa satisfazendo (g-5)-(g-6) na terminologia de Hino em [38]. Isto significa
que p ¢é localmente integravel e que existe uma fun¢ao v : (—o0,0] — R que é nao
negativa e localmente limitada e é tal que p(§ + 6) < v(£)p(#), para todo & < 0 e
6 € (—oo, —1]\Ng, onde N¢ C (—o0, —r| é um conjunto cuja medida de Lebesgue é zero.
Denote por B = C, x LP(p, X) o conjunto de todas as fungoes ¢ : (—00,0] — X tal que p é
continua em [—r, 0], Lebesgue mensuréveis e p||¢||P é Lebesgue integraveis em (—oo, —7).

A seminorma em @, x LP(p, X) é definida como

T

1/p
||¢||B:=9s[up0]||so<9>||x+(/ 0(9)||90(9)||§<d9) .
cl—r, — 00

Dessa forma, o espaco B = €. x LP(p, X) satisfaz os axiomas (A), (Al) e (B). Além
disso, quando r = 0 e p = 2, é possivel escolher H = 1,K(t) = 1 + (fft p(0)d)'/?
e M(t) = v(—t)"/? para t > 0. Note que se a condicdo (g-7) de [38] vale, ou seja,

/ p(0)df < oo, entao B é um espaco de memoria amortecida (veja [38]).

o0

O lema a seguir estabelece uma condigao para que uma fungao histéria pertenga a
SAP,(B) (veja [35]).

Lema 3.1. Assuma que B é um espago de memdria amortecida. Seja u : R — X tal que
u €B e u|[0 o) € SAP,(X). Entao t — u; é um elemento de SAP,(B).

Definigao 3.3. Suponha que A gera um operador solug¢do S, (t) que € integrdvel. Uma
fungio v : R — X € dita uma solugdo branda do sistema de retardo infinito (3.13)-(3.14)
se v(-) for continua em [0,00), a func¢io s — S,(t — s)f(s,vs) for integrdvel em [0,t),
parat >0, e

{ v(t) = Sa(t)e(0) + f(f Sa(t —s)f(s,vs)ds, para todo t > 0. (3.15)

Vo = @
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Necessitamos do seguinte lema:

Lema 3.2. Assuma que A € setorial do tipo p < 0. Sejau € SAP,(X) e v, : [0,00) = X
a funcao definida por

va(t) = /0 Sa(t — s)u(s)ds. (3.16)
Entdo v, € SAP,(X).

Demonstracao. Das propriedades de S,(-), temos

CM|Jul|solpel /7
asin(m/a)

[lva(B)]|x <

Portanto v, € Cy([0,00), X). Além disso, da mesma forma que na demonstracido do

Teorema 3.2, concluimos que

|~ )
———F )€
asin(m/a)

[oat +w) = va(®)llx < CM (3[Jull +
Agora podemos estabelecer o seguinte resultado:

Teorema 3.4. Suponha que A € setorial do tipo i < 0 e que B € um espaco de memoria
amortecida. Seja f : [0,00) X B — X wuma fun¢ao uniformemente S-assintoticamente

w-periddica em conjuntos limitados e assuma que existe Ly > 0 tal que

[f(t, 1) — f(t,42)|lx < Lglltr — talls, (3.17)

para todo (t,1;) € [0,00) x B, i = 1,2, com LL;CM|u|~Y*r < asin(r/a), onde C e
M sao as constantes dadas por (1.7) e L € a constante introduzida na Observag¢ao 3.1.
Entao o problema com retardo infinito (3.13)-(3.14) tem uma tnica solu¢ao branda S-

assintoticamente w-periodica.

Demonstracao. Inicialmente defina
SAP, o(X)={x € SAP,(X) : z(0) = 0}.

E claro que SAP, o(X) é um subespaco fechado de SAP,(X). No que segue identifi-

caremos os elementos de x € SAP, o(X) com sua extensao a R dada por z(f) = 0 para
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6 < 0. Além disso, denotaremos por y(-) a fun¢ao definida por yo = ¢ e y(t) = Sa(t)¢(0)
para ¢ > 0. Tendo em mente que sup;s,||[Sa(t)|lsx) < oo, veja (1.7), temos que
y € Cy([0,00), X). Por outro lado, a estimativa (1.7) nos diz que y‘[O,oo) € SAP,(X).
Logo, pelo Lema 3.1, a fungao t — y; ¢ um elemento de SAP, (B).

Agora defina a aplicagao I', em SAP, o(X) por

(Tax)o=0 e
{ (Ca)(t) := [3 Salt — 8)f(s, 25 + ys)ds, t>0. (3.18)

Pelo Lema 3.1 e levando em conta que B é um espago de memoéria amortecida, temos que
s = x5+ ys € um elemento de SAP,,(B). Como f é uniformemente S—assintoticamente
w—periddica em conjuntos limitados segue, pelo Lema 1.1, que a funcao s — f(s, zs+ ys)
estd em SAP,(X). Dessa forma, pelo Lema 3.2, concluimos que I'yz € SAP, o(X), para
todo z € SAP, o(X). Além disso, temos a estimativa

1
(t—s)"

(o)t = (MOl < MLy [ 0

Lol
< C’MLfL</ —ds>||x—z||Oo
o 1+ |[puls

LLCM|p|~Yr

asin(m/a)

||x_z||0<>'

Logo I, é uma contracao e, portanto, tem um tnico ponto fixo x € SAP, (X). Definindo
u(t) = y(t)+x(t) parat € R, podemos confirmar que u € SAP,(X) é uma solugao branda
do problema (3.13)-(3.14). Isto completa a prova. O

Teorema 3.5. Assuma as hipdteses do Teorema 3.4. Suponha que para todo subconjunto

limitado K C B tem-se
Jimn (£(0.) — f(t -+ neo, 1)) = 0,
uniformemente em v € K en € N. Entao o problema (3.3)-(3.4) tem uma tinica solugdo

branda assintoticamente w— periodica.

Para demonstrar o teorema anterior faremos uso do seguinte lema:

Lema 3.3. Assuma que A € setorial do tipo pn < 0. Sejam u € SAP,(X) e v, : [0,00) —
X a funcao definida por (3.16). Se limy_,oo(u(t) — u(t + nw)) = 0, uniformemente em
n € N, entao

lim (v, (t) — vo(t + nw)) =0,

t—o00
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uniformemente em n € N.

Demonstracao. Sejam € > 0 e Ly > 0 suficientemente grande. Entao, para t > L, temos

a seguinte estimativa para ||v,(t + nw) — v, (t)]] x:

L1

/0 HSa(Hnw—S)H%(X>HU(8)des+/0 [19a(t = s)llscx)|uls +nw) —u(s)||xds

t
+ [ 119t = 8)l[seolfuls + nw) —uls)||xds

Ly
t+nw 1 t 1 ) 1
< C’M|\u||oo/ g +20M||u||oo/ _ g +C’M6/ LN
o LA pls i—ry L |pfs o 1+ |pls
E isso conclui a prova. O

Prova do Teorema 3.5. Seja S, 0(X) o espago consistindo das fungdes x € SAP,, o(X)
tais que limy_o0 (z(t) — z(t + nw)) = 0, uniformemente em n € N. E facil ver que S, o(X)
¢ um subespago fechado de SAP, ((X). Novamente identificaremos os elementos de = €
Sw.0(X) com sua extensao a R dada por z(f) = 0, para § < 0. Com as mesmas notagoes
introduzidas na prova do Teorema 3.4, considere a aplicagao I', definida em S, o(X).
Como s — f(s,xs + ys) estd em SAP,(X), pelo lema anterior, podemos concluir que T',,
tem seus valores em S, o(X). Portanto o ponto fixo de I', esta em S, o(X) e a afirmacao

segue da Proposicao 1.2. O]

Temos o seguinte resultado complementar:

Teorema 3.6. Assuma que A € setorial do tipo i < 0 e que B um espagco de memoria
amortecida. Seja f : [0,00) X B — X uma fun¢do uniformemente S—assintoticamente

w—periodica em conjuntos limitados, satisfazendo a condig¢ao de Lipschitz

1 (£, 4n) = Ft ¢2)llx < L(E)|lvn — thal|s, (3.19)

para todo (t,1;) € [0,00) X B, i = 1,2, onde L € L*(R).

Entao o problema (3.13)-(3.14) tem uma tnica solugao branda S—assintoticamente

w—periodica.
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Demonstracao. Novamente usaremos as notacoes introduzidas na demonstracao do Teo-
rema 3.4. Considere a aplicacdo I', definida em SAP, o(X). Pelo Lema 3.2, segue
que (I'wx) € SAP, o(X), para todo z € SAP,(X). Sejam x,z € SAP,(X). Dai, se

Co = sups> |[Sa(t)]|3(x), entao

‘ds
X

o)) = o)l = || [ St =l (ss 4 9) = fls.20+ )

< Ca/ L(s)[|zs = zsl||lsds < LC[|L][1]l2 = 2||-
0

Se Ko := supy>q K (t), entao, pelo axioma (A)(44i), temos a estimativa

|(Taz)s = (Ta2)slls < KooCo sup / L(u)|lzy = zul|du
0

0<7<s
< LKOOCQ</ L(w)du) [z — =]l
0

Portanto |[(T2x)(t) — (T%2)(t)||x é estimado por

c, / L($)]|(Tai)s — (Ta2)sllads

s

< Lchg(/otL(s)(/o L(w)du)ds) [z — ||

LK, C? ¢ 2
< & —
VGOSN

_ LK Cal L]
- 2K

|7 = 2[[oc-

Em geral, temos

e o - @l < A=l (o [ L) as) e - L

LKC) /[ n
< W(/o L(S)d5> 7 — 2]]oo

L<KOOCO<||L||1)n
- Kon!

|z = 2[[eo-

L(KooCu||L||1)"
Portanto, como “feeCalllll)™
’ Koon!

tnico ponto fixo z € SAP, o(X). O

< 1 para n suficientemente grande, segue que I', tem um
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O proximo resultado assegura a existéncia de solugoes brandas em Cy([0, 00), X).

Teorema 3.7. Assuma que A € setorial do tipo u < 0 e que B € um espaco de memdaria
amortecida. Se f:]0,00) x B — X € uma fung¢ao continua tal que f(-,0) € integrdvel em
[0,00) e satisfaz a condigao de Lipschitz (3.19), com L € L*(R), entdo existe uma tinica
solugdo branda u(-) de (3.13)-(3.14) tal que

lim wu(t) = 0.

t—o00

Demonstragao. Seja Cpyo(X) o espago das fungoes continuas x € Cy([0,00), X) tais que
x(0) = 0. Observamos que Cpo(X) é um subespago fechado de Cy([0, 00), X). Identifique
os elementos de Cpo(X) com sua extencao em R dada por z(f) = 0 para § < 0. Defina

I'y em Cpo(X) como em (3.18). Dessa forma, temos a estimativa

i@l < Car [T X+

Aqui x4 denota a funcdo caracteristica de [0,].

Pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, concluimos que lim;_, . (I'qx) (t) =
0. Procedendo como na demonstracao do Teorema 3.6 temos que

L(KoCal|L|]1)"
K n!

ITor = Tazllee < |7 = 2[|oo-

[]

Exemplo 3.4. Para ilustrar nossos resultados, examinaremos a existéncia e unicidade de

uma solucao branda S-assintoticamente w-periédica da equagao

oo 0”
%u(t, £) = a—éﬁu(tag) — vu(t,§)

a-1 o ft (3.20)

+ % [/_OO b(s — thu(s, §)ds + c(t) F(u(t,£)) |, t = 0, £ € [0, 7],
u(t,0) =u(t,m) =0,t >0, (3.21)
u(0,€) = ¢(0,€), € € [0, ], (3.22)

No que segue X = L?[0,7] e A : D(A) C X — X é o operador definido por Au =
u” — vu, (v > 0), com dominio D(A) = {u € L?[0,7] : v" € L?[0,7],u(0) = u(x) = 0}.
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Como espaco de fase, escolhemos o espaco B := €y x L*(p, X) definido no Exemplo 3.3, e
assumimos que as condigdes (g-6)-(g-7) na nomeclatura de [38] sao satisfeitas. Note que,
sob estas condigoes, B é um espagco de fase de memoéria amortecida e que (veja Observgao
3.1)
0 1/2

L=1+ ( / p(e)de) . (3.23)
Para estudar esse sistema, assumimos que a funcao ¢(6)(&) = ¢(6, £) é um elemento de B,
b:(—00,0] = Rec:[0,00) - R sdo continuas e ¢(-) é S-assintoticamente w-periddica,

a funcao F' : R — R é Lipschitziana, com constante de Lipschitz Lr > 0, e L} =

1/2
(fi]oo lf((ss)) ds) < 00. Sob estas condigoes, podemos definir a funcao f : [0,00) x B — X

por

£t 6)(€) = / b(s)i6(5, €)ds + c(t) F((0,£)).

Com essas notagoes, o sistema (3.20)-(3.22) se reduz a forma abstrata (3.13)-(3.14). Além

disso, observamos que f(t,-) é Lipschitziana com constante de Lipschitz
Ly := Ly + ||c||o LF. (3.24)
Por outro lado, para todo ¢ € B, a funcao f(-,%) é limitada, com

sup [ (£, ¥)l|x < Lil[lls + llelloo [Lr[e]|5 + | F(0)[v/7].

Agora assuma que
LL;CM|v|"Vr < asin(n/a),

onde L e Ly sao constantes dadas por (3.23) e (3.24), respectivamente. Entao existe uma
unica solugao branda S-assintoticamente w-periédica u(-) do problema (3.20)-(3.22) . Se,
além disso,

lim (¢(t + nw) — ¢(t)) =0,

t—o00

uniformemente em n € N, entdo u(-) é assintoticamente w-periédica.



Capitulo 4

Formula Complexa da Inversao da
Tranformada de Laplace

E bem sabido que a férmula de inversao complexa da transformada de Laplace para
orbitas de Cy—semigrupos produz somente uma representacao de solugoes classicas do
problema de Cauchy bem posto. Em [28], foi provado que existe uma classe de espagos de
Banach onde a representacao é valida para solucoes brandas. Estes resultados tem sido
extendidos para drbitas de familias cosseno fortemente continuas em [17] e para érbitas de
familias resolventes fortemente continuas em [18]. Recentemente, Haase [32], melhora os
resultados apresentados em [18] mediante uso de técnicas de Anélise de Fourier elementar.
Neste artigo Haase proproe o problema em aberto de estabelecer o resultado analago para
orbitas de semigrupos integrados. Um resumo desta pesquisa se encontra submetido em
[41].

4.1 Inversao para familias (a, k)-regularizadas

Trataremos agora a formula complexa da inversao da transformada de Laplace de familias

resolventes (a,k)-regularizadas .

Seja A o generador de uma familia S(t) (a,k)-regularizada, com k(t) lea €

L, .(Ry) e assuma que Ky é como em (1.12), com w > wy. Entao Haase, em [32], obteve

loc

o seguinte resultado:

Teorema 4.1. Sejam S e a como antes. Suponha que existe b € L} [0,00) tal que

52
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(1) (axb)(t) =ta(t), (t=0);
(2) b, € L*(0,00), onde b,(t) = e *b(t);

(3) (W' *8), éuniformemente L*> (V' representa a derivada da distribui¢do b em R).!

Se X ¢ um espaco UMD , entao

lim tKn(t)z =tS(t)x

N—o0

uniformemente em subconjuntos compactos de [0,00), para cada x € X.

No teorema anterior e no restante deste capitulo, assumimos que a e S sao do tipo

exponencial wy > 0 (ver Segao 1.6), ou seja, existe M > 0 tal que
IS@)]] < Me=" e [la(t)]] < Me™". (4.1)

Dessa forma as transformadas de Laplace de a e de S existem.

O proximo lema serd necessario para estabelecer o resultado mais importante desta

Secao.

Lema 4.1. Sejam X um espago UMD e f € L*(R; X). Entio Dy f — f em L*(R; X)
quando N — 0o (Aqui Dy denota o nicleo de Dirichlet definido na Se¢do 1.6).

Demonstragao. Veja [32]. O

Assuma agora que £(k) existe e que £(a)(z), L(k)(z) # 0, para Re(z) > w. Assuma
1

L(a)(z)

Teorema 4.2. Seja A o generador de uma familia S(t) (a, k)-regqularizada. Suponha que

também que € p(A), para Re(z) > w.

existe b,v € L},.[0,00) tais que

(i) (axb)(t)=ta(t) e kxv=tk, (t>0);

(ii) by, v, € L*(0,00);

Para que a expressio (b * S),, tenha sentido basta exigir que b’ seja uma medida de Radon, ou seja,
b € BViuc[0, 00).
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(iii) Existe uma familia {R(t)}i>o tal que L(R) existe, bxS = kxR e R, € uniformemente
L?.

Entao
lim tKn(t)z =tS(t)x, (4.2)
N—oo

uniformemente em subconjuntos compactos de [0, 00), para cada x € X.
Demonstragao. Como {S(t)}+>0 ¢ uma familia (a, k)-regularizada, entao
S(t):k:(t)—l—A/ta(t—s)S(s)xds, reX,t>0.
0
Logo, tomando a transformada de Laplace, temos
L(S) = L(k)+ L(a)AL(S).

Portanto

£(9)(z) = SREG) < - (al) E —A>_ . Re(2) > w. (4.3)

Lk) (1 L) [ 1 -
T 2 (L(a) ‘A) 20y (L(a) ‘A)
_ L(R) L, L(a) L(a) 5
Tw Tz T swem ™
Logo
) = S gy S B gy B ey Res) s

L(a)L(k)
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Por outro lado, pelo item (i), tem-se

Portanto , L)
H'(z) = L(v)H(z) — L(b)H(2) — WH (2)
Com isso, pelo item (i), segue que
H'(z) = [(£(v) = £L(b) — L(R))]H ()
= Lv—b—R)L(S).
Como L(tS(t)) = —H'(t), temos
tS(t) = Cx S(t), (4.4)

onde C(t) = —v(t) + b(t) + R(t). Dessa forma, pelas condigdes (ii) e (iii), segue que C,

é uniformemente L2.

Agora, por (1.12), temos
Ky =e“(Dy * S,).

Utilizando o Lema 1.3 e (4.4) obtemos
e “tKy =t(Dy *S,) ~ Dy * [tS(t)], = Dy * [C % S(t)] = S, * (Dy * C).
Fixe x € X. Pelo Lema 4.1,
Dy x Cox — Cyz em L*(R;X), quando N — oo.
Logo, pela desigualdade de Young (Lema 1.2), vale
S.* (Dy xC,,) — S, * C,, = [tS(t)z].,
uniformemente em ¢t > 0. Finalmente, concluimos que
e “tKy — [tS(t)z].,

uniformemente em ¢ > 0.

Com isso concluimos a demonstragao. O]
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Com o corolario a seguir, mostramos que o Teorema 4.1 é uma consequéncia do Teo-

rema 4.2.

Corolario 4.1. Seja A o generador de uma familia S(t) (a,1)-regularizada. Assuma que
existe b € C1[0,00) tal que

(i-1) (axb)(t) = ta(t), (t=0);
(ii-1) b, € L*(0,00);

(iii-1) (V' * S),, uniformemente L?.
Entao vale (4.2).

Demonstragao. Note que k(t) =1 e v(t) = 1 satisfazem k x v = tk.

Defina
R(t) := (b' * S)(t) + b(0)S(¢).
Entao, por (iii — 1), R, é uniformemente L? e, como R(t) = (b* S)(t), temos que
1xR=0bxS. Com isso as condi¢oes do Teorema 4.2 sao satisfeitas. O]

4.2 Inversao para semigrupos integrados

Para o nosso proximo resultado precisamos da seguinte definicao:

Definigao 4.1. Seja A um operador linear em um espaco de Banach X e a > 0. Dizemos
que A € o gerador de um semi-grupo a—integravel se, e somente se, (w,00) C p(A), para

algum w € R, e existe uma aplicagao fortemente continua S : [0,00) — B(X) satisfazendo
IS@I < Me* (£=0),

para algum M > 0, tal que

R(z,A) = z° /000 e St)dt (2 > max{w,0}).

Neste caso, dizemos que (S(t))i>0 € um semi-grupo a—integrdvel gerado por A.
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Em particular, um semi-grupo 0—integravel é um Cy—semigrupo. Para mais detalhes

a respeito de semigrupos a—integraveis, referimos [37].

Utilizando as propriedades da integral e da derivada fracionaria apresentadas na Secao

1.7, obtemos os seguinte resultado:

Corolario 4.2. Seja A o gerador de um semigrupo a—integrdvel S,(t) e suponha que

existe { R(t) }+>o fortememente continua tal que L(R) existe e

JOTIR(E) = 1% S, (t).
Assuma que (D8S,(t)), € uniformemente L?. Entdo vale (4.2).

Demonstracao. Como S, é um semigrupo a—integravel, temos

tOé
Sa(t) — = = A(1 % S,(t)).
)~ Fagy = A Sa()
Assi terminologia do T 4.2, % 1ek(t) r
o Teorema 4.2, temos que a = 1 e =\
ssim, na terminologia rem , temos que a NEES)
Portanto, podemos utilizar a propriedade em (1.16) e o Teorema 1.4 para obter
r 2
o(t) = [le+2)
F(a+1)

Portanto as condicoes (i) e (i7) do Teorema 4.2 valem. Por outro lado, como JX R(t) =
1% S,(t), obtemos

tac—l
t) =a=——"— t).
Sa(t) aF(a+1) * R(t)
Portanto I 0
o+
t) = ———2D{S,(t r 1
Rit) = SE L DES, (0 + RO (@ + 1)
e a condicao (iii) do Teorema 4.2 é satisfeita. O

Para ilustrar nosso resultado, considere o seguinte exemplo.

Exemplo 4.1. Seja A : C — C definido por A(z) = 2z. Entao A é o gerador do semigrupo
1—integravel Sy (t) = —t.
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Considere agora R(t) = —1. Entao
t2

JER(t) = —/Ot(t — 8)ds = —5 =1 Si(t).

Além disso,
le™* Dy Sa(t)zll = || — 72| = e7"||]l.
Logo

1N
lim —/ e tVG(is 4 1) zds = —t2z,
N—oo 27 _N

uniformemente em subconjuntos compactos de [0,00), para cada x € C, onde G(z) =

1
L(—t) = — 3 0 que era de se esperar.

Na seguinte versao do Coroldrio 4.2 nao é necesséario exigir que (D{S,(t)z), seja

uniformemente L2.

Teorema 4.3. Seja S : [0,00) — B(X) fortememente continua e satisfazendo

S(t) —k(t) = Aax S(t) (t>0), (4.5)
_ "
['(a+1)
que existe uma funcdo b, n— diferencidvel, com b™ € L'(R,), tal que

onde k(t) = . Suponha que X € um espago UMD e que a € L} (R,). Assuma

(1) axb=ta;

(II) b, € L*(Ry).
Se 0 < a<n-—2, entio (4.2) vale.

Demonstragao. Como na demonstracao do Teorema 4.2, se H = £(.S), entao

oy SR) L(a) Lla) 0
(Z>_ L(k) (Z)_m (Z)_L(CL)LUi')H <Z>
Sabendo que i((lz))/ =—(a+1)z"te L(lk') = 2% e utilizando (1.14), temos
H'(2) = [~(a+1)z'+L(b)+ L(b)2"H ()2t " H(2)

= [L(a+1)+L(b) + LM 5 J=FD G L(S).
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Portanto

tS(t) = C * S(t),
onde C(t) =a+1—b—bM 5 jr-lath g,

Note que
(at1) 1 t (at2)
Jr-letbg t — )"t S (r)d
H | = o | €= s
t
< Ltn—(a—lﬁ) / e S s
Fn—a-—1) 0
M
— —tnf(aJrZ) 1— —wt
Fn—a-—1) (1=e™)
M
< tnf(aJrQ) —wt 1
~ wln—a-1) (7 + 1),

onde M é a constante que aparece em (4.1). Portanto

2Mewt

(n)  n—(a+1) <
100 = 08) | < ey

tn—(oc—i—Z) || b(n) || L.

Logo (b x Jn=(e+1)§) & uniformemente L?. Dessa forma, usando o Teorema 4.1, con-

cluimos a demonstracao. O
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