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Introduccion

El presente texto de apuntes de Variable Compleja corresponde al curso del
mismo nombre (hoy Célculo IV) impartido por el autor a la carrera de Ingenieria
Matematica durante varios semestres consecutivos.

La presente corresponde a la versién preliminar del texto. Se agradecera a
aquellos estudiantes que puedan contribuir con sus observaciones a fin de concre-
tar la primera versiéon del libro para el segundo semestre del 2008.

Santiago, Marzo 2008.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Introduccion

La primera nocién de un niimero complejo fue descubierta en conexioén con re-
solver ecuaciones cuadraticas.

Consideremos, por ejemplo, la ecuacién z? 4+ 1. Obviamente, esta no tiene solu-
ciones reales, ya que para cualquier real z, 22 > 0y 2% +1 > 0.

La idea es escribir, formalmente, z = 4++/—1; pero no existe nimero real cuyo
cuadrado de —1. Luego, si ecuacién tiene una solucion, debe ser en un sistema de
nimeros mayor que el conjunto de los niimeros reales.

Este fue el problema planteado a matemaéticos por alrededor de 700 anos: Exten-
der los reales a un sistema mayor de ntimeros en el cual la ecuacién z? + 1 puede
tener una solucion.

C. Gauss (1780-1840) fue el primer matematico en usar sistematicamente nimeros
complejos. La serie Hipergeométrica
b 1)b(b+1
1+a—az:+a(6hL )b(b + )x2
c cle+1)-1-2

Se comprende mejor al analizar los complejos | z [< 1. (Note quesib=cya =1
se obtiene la serie geométrica).

Gauss Demostré:
"Toda ecuacién a,z" + a,_12""' + ... + ag = 0 tiene n-soluciones en C”.
0

A. L. Cauchy dié la estructura central al desarrollo de variable compleja a través

de la idea de la integral de linea:
[ feraz,
.
1

la cual da sentido a la férmula integral de Cauchy: f(z) = — / 1)
.

(—z

dg

271
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1.2. Propiedades algebraicas

Un nimero complejo es una expresion de la forma z = a + bi, con a y b niimeros
reales e i> = —1. Denotamos el conjunto de los nimeros complejos por C. Bajo
la suma y producto, C es un cuerpo conmutativo.

Como 72 = —1, la ecuacién z? + 1 tiene al menos una raiz en C, En efecto:
Z24+1=(z+1)(z—1)
Mas generalmente:
22 +w® = (24 iw)(z — iw)
Si z = a € R, entonces (para a # 0, b # 0)
1 a—1b
atib  atb?
con lo cual se tiene una férmula para el reciproco de un nimero complejo.

Notaciéon 1
Z =a —1ib es el conjugado de z =a + ib
| 2 |= (a2 + b%)2 es el valor absoluto de z.

Con las notaciones anteriores, tenemos:

Propiedades basicas son:
Re(z) = 3(2 +2)
Im(z) = (2 — %)
Note ademds que Re(z) <|z |y Im(z) <| z |
Proposicién 2 (Desigualdad Triangular)
lztw|<[z]+]w]
Demostracion.
lz+w > = (z4+w)(z+w)
= (z+w)(zZ+w)

2Z 4+ 2w 4+ wz + ww

| 2 | +2Re(2w)+ | w |?

IN

|z P42 )20 |+ [ w]?
2P +2 2w+ [wf

(12 ]+wl)?



Capitulo 2

Funciones de Variable Compleja

2.1. Funciones analiticas

Definicién 3 Sea f : Q0 — C una funcion definida en un abierto en el plano y
29 € Q. Se dice que f(z) es derivable en zy (u holomorfa o analitica) si existe el

limite:
o) — i 1) = S0

=20 zZ— 20

Observacién 4 Una funciéon f se dice analitica en un abierto €2 si es analitica
en cada punto de €.

Observacién 5 Es facil ver que si f es holomorfa en z; entonces f es continua
en zp.

Ejemplo 6 1) f(z) = z. f es holomorfa en Cy f'(z) = 1.

2) g(z) = 2", n entero positivo.

Calculamos el cuociente

9(x) —g(z0) _ 2" =z 2 4 2]
Z— 2 Z =20

Tomando el limite z — 2y, obtenemos ¢'(zy) = nz?"!

3) Sea h(z) = z, Vamos a ver que no es derivable en zy = 0. Queremos ver si
existe o no

.,z
lim —
z—0 2

Si el limite existe, debe ser el mismo, no importa como nos aproximamos a 0.

t
Para z € R, z = t, tenemos %ﬁ%f = 1.
. . . ) —it
Para z imaginario, z = it, tenemos lim;_, = = —1.
i

Por lo tanto A no es analitica en z = 0.
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Ejercicio 7 Demuestre que f(z) = |z|? es derivable sélo en zy = 0.

Teorema 8 Sv f y g son derivables, entonces:
D(f+9)=1+9

2) (fg) =fg+1g
N -
3) (;) = gg cuando g # 0

4) (i> = f’g;Qfg’ cuando g # 0
g g

Demostracion.

1) Tenemos

(f+9)(z) = ([ +9)(=) _ (&) = fl=) | 9(2) = g(=0)

zZ— 20 zZ— 20 zZ— 20

Si tomamos el limite para z — 2y obtenemos la férmula.

2)
z) — z z)— f(% 2) — g(%
Z— 2 Z— 2 2 =20
Tomamos el limite para z — 2y y usamos el hecho de que g es continua en 2,
obteniendo

f(20)9(20) + f(20)9'(20)

1\’ 1 1\’
0=<g—> Ig’—+g(—>
g g g

3) Usando 2)

Luego,
N
(5) g
4)
f)' ( N 1 =g fg-fd
IV = () =gt p=d -
<g g g 9 9°
u
Corolario 9 Toda funcion racional r(z) = n? * 00 derivable en el

abierto Q = {z : byp2™ + ... + by} . En particular, la funcion — es derivable en
z

C\{0}.
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b
Ejemplo 10 Sea g(z) = az_——ii_—d; ad —bc = 1. g es derivable, excepto en zy = ’—Cd,
cz
ademas: .
/ R
En efecto,
,(Z)_a(cz+d)—c(az+b)_ ad —bc 1
g\ = (cz+d)? C(cz+d)? (cz+d)?

Definicién 11 Diremos que f(z) es derivable en zy = oo si la funcion g(t) =

1
f (;), es derwable en ty = 0.

Observacién. Lo anterior también se puede hacer para funciones continuas.

Ejemplo 12 s
z
(z) = 322 -1
fenemos 1 1+2  t428?
o0 =1 (5) =455 = 50
luego ¢'(t) = (1+ 4t>(3(g 15_2)752—;2275(25 T 2t2>, de donde ¢'(0) = % Por lo tanto
1
f1(0) = 3

Teorema 13

(feg)(z) = f(9(2))d'(2)

Demostracién.

f(9(2)) = flg(20))  f(g(2)) — f(g(20)) 9(2) — g(20)

z— 2 g(z) — g(20) z— 2

Sea f: Q C R? — R2 Se dice que f es diferenciable en el punto (zg, o) €
si existe una transformacién lineal L tal que:

f(z,y) = f(z0,90) = L(x — 20,y — yo) + e(z — 20,y — %0)
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en que:
e(z — o,y — Yo)
\/(I —0)? + (¥ — y0)?

cuando x — xo Y ¥ — Yo, esto es, el error es pequeno comparado con la norma.
Observar que L : R? — R? es una aplicacién lineal cuya matriz, con respecto a
las bases candnicas, es:

0 0

a—g(xoyyo) a—j;($07yo)
[L] =

dfa dfa

%(-To»yo) a—y(xoayo)

La prueba del siguiente resultado se ve usualmente en cursos de calculo por
lo que no se mostrara aqui.

af o
Teorema 14 5i 8_f’ 8_f existen y son continuas en (xo,yo) entonces f es difer-
T oy

enciable en ese punto.

La siguiente es una de las principales caracterizaciones de funciones analiticas.

Teorema 15 (Ecuaciones de Cauchy-Riemann) Sea f = u+v una funcion difer-
enciable en zy = (xg,yo). Entonces f es holomorfa en zy si y sdlo si se cumplen

) ou OJv Jdu —0v
las ecuaciones: — =

zea_y’ﬁ_y_ Ox

en el punto (xg, yo).

Demostraciéon. ‘
(=)Por definicién, se tiene que

i flao+1t) = f(=0) _ i f(z0+it) — f(20)
t—0 t t—0 t
equivalentemente
. u(zo+t) +iv(zo +t) —ulzp) —iv(20)
lim
t—0 t
B 11, u(zo + it) +iv(2o + it) — u(zo) — v (20)
~ i t
o bien
%1’1% {u(zo + 1) — u(z) N iU(ZO + ti - v(zo)]

_ oy [u(zo + z‘tt) — u(zp) N iv(zo + i? — u(zo)l |
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Observar que cuando t — 0

+t — +t, - ) a
u(zo +t) — u(zo) _ u(zo Yo) — u(Zo, Yo) N a—Z(xo,yo)

t t
y
ulzo +it) —ufzo) _ ul@o,y0 +1) = u(wo,90) @@: )
; ; y 0;Y0)-
Reemplazando, obtenemos
ou Ov 1 [0Ou v
%(zo) + @%(2‘0) =3 a—y(zo) + Za—y(zo) :
Luego
ou_ oo
or Oy
Yy
o0 _ou
or Oy’
(<) Como f es diferenciable, existe
ou ou

D f(zo,y0) =

tal que

F@,y) = Flao,yo) + D (wo,0) (5 250 ) +elw =20,y = po).

o equivalentemente

. , 0
U(%y) + w(ﬂC, y) = U(%,yo) + ZU<I07 yo) + a—Z(xoa yo)(x - xo)

0
+ a_Z(mo, Y0) (Y — o)

[0 0
+ 8_;(%’ Yo)(x — x0) + 8_Z(x0’y0)<y - yo)}
+ ei(w — 1w,y — yo) +iea(r — 20,y — o).

Por hipétesis

F2) = 20) = G o) = ) + 5 )y = o)

ou ou

+i | == (20)(z — 20) + %(Zo)(?/ — Yo) +e(z — 0,y — Z/O)]
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ou Ou
& f(z) = f(20) = 8_x<z0>(z — 20) — Za—y(zo)(z — 20) + e(x — To,y — Yo)
Entonces
f(z) = f(z0) _ Ou _ Ou e(r — o,y — Yo)
Z— 2 N 6x(zo) Z@y (20) + Z— 2

Tomamos el limite cuando z — zp, y nos queda

lim f(z) = f(20) _ %(Zo) —i% 4 1lfm e(r — o,y — Yo)

2—20 Z— 2 agj ay Z2—20 Z— 20

e(r — 0,y — yo)

Ya que lim = 0, se obtiene que existe f'(29) lo cual concluye la
z—20 Z—z
demostracion. ’
|
Observacién 16
De la demostracion del teorema anterior, tenemos que
, ou Ou
f(z0) = %(ZO) —Za—y(ZO)
o
B or 0Oy
Otra expresion para f’(z) es la siguiente: Ya que f(z) = u(z) + iv(z), entonces
of ou Ov
8—$(Z) = %(Z) + @%(z) (2.1)
af ou Ov
Z el - 2.2
() = o)+ 15 (2.2
Haciendo (2.1)-i(2.2), se obtiene finalmente
of of . Ou ou Ov ov
%(z) - Za—y(z) = @(Z) Za—y(z) + @a—x(z) + 8_y<z)

e =3 | -igh )

Ejercicio 17 1) Pruebe que en coordenadas polares, las ecuaciones de Cauchy-

Riemann se escriben como % = —T@ @ = 7“%
0~ or’a0 "or

2) Pruebe que en notacion compleja las ecuaciones de Cauchy-Riemann se

escriben como — = 0.

0z
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Definicién 18 Sea p: Q2 C C — R, p se dice armodnica si

0? 0?

ox?  0y?
0? 0?

Notacion: Ap := ap + 2P e le llama el Laplaciano de p.
ox?  Oy?

Proposicion 19 Si f = u+ i es analitica, entonces u y v son armonicas.

Demostracion.
Debemos probar por definicién que Au = 0y Av = 0. Como f es analitica,
entonces: — =0
oz ou 0 9 9
u v u v
C = ' t c—+i—=0.As{, — =0y — =0.
omo f = u + tv, entonces P + Z(?E S, oz y 0z
Por lo tanto,
0%
— =0
020%
Y 2
0 v
— = (.
0z0%
De esto se puede concluir que Au =0y Av = 0.
]
Ejercicio 20
1) Sea f(x,y) = z* + y?. Demuestre que f no puede ser la parte real o

imaginaria de una funcién analitica.
2) Pruebe que si f es analitica y u es arménica, entonces f o u es armoénica.

2.2. Algunas funciones de variable compleja.

[. Funcién exponencial. Se define como:

e” ="t = " = e*(cosy + isiny)

Propiedades
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1) e* es una funcién analitica en C.
2) () = e*

3)ed=1,e¥" =1VneZ

4) et = eZe®

5)e*#0,VzeC

6) e =1, |e*| = e”

I1. Funciones trigonométricas. Se definen como:

) eiz _ e—iz eiz + e—iz
SIDZ:T; COSZ — ——————
1

Propiedades

1) (sinz) = cos z, (cosz) = —sinz

2)sinz=0&z2z=nm, cosz=0&2=02n+1)5, neZ

3) cos(z+w) = cos zcosw —sin zsinw,  sin(z+w) = sin z cos w+sin w cos z
4) cos®z +sin?z =1

Teorema 21 Las soluciones de la ecuacion f"+kf =0; k € C son de la forma:

f(2) = Acos(Vkz) + Bsin(vVkz).

I11. Funlcién raiz enésima Se define como:
/z =rn (cos (%) + isin (%)) z=re?  —mr<O<m,r>0n=123,..

Proposicién 22 {/z es analitica en €.

Para la demostracion se deben utilizar las ecuaciones de Cauchy-Riemann en su
forma polar (Ejercicio).

IV. Funciones hiperbdlicas Se definen las funciones seno hiperbdlico y
coseno hiperbdlico como sigue:

z —Zz

e —e

Lo & ¢
sinh z 5

e+ e *

hz=——
cosh z 5

Propiedades

1) (sinh z)" = cosh z, (cosh z)" = sinh z
2) cosh® z —sinh® 2 = 1
3) cosh(z + w) = cosh zcos w + sinh z sinh w, sinh(z + w) = sinh z coshw +

sinh z cosh w
4) sinh(iz) = isin z, cosh(iz) = cos z
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Teorema 23 Las soluciones de la ecuacion y" = ky; k € C son de la forma:
y(z) = Acosh(Vkz) + Bsinh(vkz).

V. Funcién logaritmo. Se define la funcién logaritmo como:
Inz=1Inr—+10,
parar >0y 0 € [—7, 7.

Propiedades
1) La funcién logaritmo es analitica en €.
1
2) (Inz) = -
Z
3) e!* = 2, para todo z € Q.

VI. Funcién potencia. La funcién potencia se define como:

LW — ewlnz7
para cada w € Q).
Propiedades
1) La funcién potencia es analitica en (.
d(z") 1
2) —— =wz2""
) dz

Ejemplo: Calcular ‘.
Solucién: Aplicando la definicion de la funcion logaritmo, queda: Ini =1In1 +

. 3 i (1 X =_n
zg = % Entonces ¢ = ¢i2) = ¢

Ejercicio 24 Calcule i



Capitulo 3

Series

3.1. Series de Taylor
El siguiente es el resultado basico en series de potencias.
- 1

Teorema 25 Considerar f(z Zan (z—20)" y sea R = el

=0 limy, oo (4/]an])

(a) Para cada z € C tal que |z — z| < R, la serie converge (absolutamente).

radio de convergencia. Entonces,

(b) Para cada z € C tal que |z — zo| > R, la serie diverge.

(¢) La serie converge uniformemente en subconjuntos compactos (cerrado y aco-
tado) del disco D(zp, R) = {z € C tal que |z — z| < R}

Teorema 26 Sea Zanz convergente en D(0, R). Entonces f(z Zanz es

n=0
analitica en D(0, R), y ademds f'(z) = Znanz”’l la cual es también conver-
n=1

gente en D(0, R).

Demostracion.
Analicemos la siguiente diferencia:

15
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00
UG (DN SPY I e = SRS
n=0

zZ— 20

N N
n n
E 2" — g anzg N
=0 —0 _
< |= L — E nanzy "
Z— 20
n=1

N 00
n—1 n—1
+ E nay, 2 —E nay, 2,
n=1 n=1
(o] [o¢]
E anz" — E an 2y

n=N+1 n=N-+1
z—20

El primer término tiende a cero cuando z tiende a zg, ya que es la derivada del
polinomio

p(z) = Z anz".

n=0

El segundo término tiende a cero cuando N tiende a infinito, ya que la serie

oo

n—1 ‘
g na,z"" " converge, lo que demostraremos mas adelante.
n=1

Para el tercer término se tiene que:

o0 (o]
E a2 — E an 2y
> n_ .n
n=N+1 n=N+1 . 4 0
z—z N Z n z—z
0 n=N+1 0
Pero,
2" =z
0 2 2R
zZ— 20
Por lo tanto,
2" =z
0 n—1 n—2 n—3 2 n—1
o < 2"+ 2" 20l + 2" 201"+ 20
— 20

Existe un r < R, tal que,
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n n

Z— 20
Por lo tanto,

n n
2T 2 n—1

<nr

zZ — 20

0
(o ¢] o0
Z anz" — Z an 2y .
n=N-+1 n=N+1 S Z |an’
Z— 20

Lueg

oo

< Z nla,|r"t — 0,

n=N-+1

cuando N — oo
oo oo

Ahora veamos que si h(r) = Z |a,|r™, entonces h/(r) = Z nla,|r""!, con radio

n=0 n=1
de convergencia R para ambas series.

1
SiR= —F+—
lim {/|a,|

de h/(r), entonces

1 1 1
- - _ ~R
lim {/nla,| lm /ni/la,]  /|an]

Veamos que Z na,zy ' converge en D(0, R):

es el radio de convergencia de h(r) y R’ el radio de convergencia

/

n=1
lim {/n|a,| lim {/|a,]
]
o0 Zn
Ejemplo 27 Si f'(z) = Z — converge en C, esto es R = oo , entonces f es
n!
n=1
analitica en C, y
. o0 zn—l & Zn—l
HORDBUE :Z(n—l)!
n=1 n=1
Haciendo m = n — 1, tenemos:
oo Zm
/ — JRE—
m=0

De lo anterior se puede observar que, f'(z) = f(z)y f(0) = 1, entonces f(z) = €*
y por lo tanto,
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[e.9]

Observacién. Si f(z) = Y _a.z"y f'(z Znan

n=0
Sea g(z) = f'(z), entonces
(

g (z) = Zn(n —1Da,z"?

Detengamonos a analizar las funciones anteriores:

f(2) =ap+ a1z + az® + azz® + az* + - = f(0) = ag
f(2) = a1 + 2a9z + 3azz* + 442 + -+ = f'(0) = oy
1"(0) = 2as + 3 2a3z + 4 - 3a42% + -+ = f"(0) = 2ay
f"(z)=3-2a3+4-3-2a4z+--- = f"(0) =3 2a3

:f(”) (0) = nla,

Por lo tanto

F™(0)

n!

Ay —

Corolario 28 Si (™ (2) es analitica para todo n, entonces f es de clase C*.

3.2. Representaciones por series de Taylor

1. Funcién exponencial:

2. Funcion seno:

oy

n=0 ’ n=0 ! n=0

Analicemos la expresion (i)" — (—i)™:

Sin es par: ()2 — (=1)2%()%* = ()21 — (=1)*] =0
Sin es impar: (i )2’CH 1)2k+1 2k+1

= ([ — (~D)%(—1)] = 20)% = ()2 = (~1)"2i
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Entonces
0 (_ 1)n22n+1

=2

n=0

3. Funcion coseno:

= (=D)r2n+ 1) SN (=)
os2 =31 (22111)(273)' -3 (Z)n)'
! — !
4. Funcién seno hiperbdlico:
Sabemos que
sinh7z = ¢sinz, para todo z, en particular para w = iz, entonces sinhw =

7 8In —iw
Por lo tanto

1)7(—iz)2+!

—
sinh z = ¢sin —iz = ¢ E
n=0

(2n + 1)!
Analicemos
(_Z-Z)2n+1 — (_i)2n+122n+1 — (—1)2n(—1)[i2]niz2n+l
— (—1)(—1)ni22n+1 — (_i)<_1)n22n+1
Entonces

5. Funcién coseno hiperbélico:
oo

B (2n+1)2" XN 2
coshz = 2n+1)(2n)! 2 (2n)!

n=0
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3.3. Serie geométrica

fe) = 1

N 1

1 2

" 2) = 3|
Por lo tanto tenemos que f"(0) = n!
luego a,, = / <'O) =1

asi tendremos
o0 o0
:E anznzg 2zl < R=1
n=0 n=o
donde el radio de convergencia esta dado por

1
 lim /[ay]

Otros ejemplos de series geométricas son
i)

ii)

2
1+ =2 e
iii)
n(l+ z2) Z an2"
n=0

Sabemos que (In(1 + 2)

luego integrando tenemos
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n n+1

n(l+z) = Z n—l—l 2z <1

00
E: n2n

Lo mismo ocurre con (arctan z)’

luego integrando tenemos
e ( -1 )nZQn—‘r 1

arctan z = Z 2——1—1
n

n=0

3.4. Extension analitica

Z an(z , para |z — zo| < R, tenemos
n>0
() = Z apn(n —1)...(n —k+1)(z — z)"*
n=k

Para todo k = 0,1, 2... Para cada k las series tienen el mismo radio de conver-
gencia. En particular tenemos

*(20) = nlay,

fH(=0)
k!

La serie de potencias entonces puede escribirse como

an & (2 = 2)"

y se llama serie de Taylor en torno al punto z = zg. Consideremos ® : R — R
una funcion posible de ser expresada en terminos de serie de Taylor, digamos

)= f"g;;o) (x — xo)"

n>0

ap —

para |z — x| < R (z € R), existe entonces una funcién analitica (tinica) definida
por
(f"(z0)) n
z) = Z > O—n! (z — o)

para |z — 29| < R (z € C) tal que f(x) = ®(x) para |r — 29| < R, (x € R). La
funcién f se denomina extension analitica de .
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Ejemplo 29 Conocemos la serie de Taylor e* = Z x_' Se define la extension
n!

n>0

Zn

analitica f(z) = Z — Observemos que esta serie converge para todo z € C.
n>0
Notemos que

y f(0) =1, luego f(z) = €*

3.5. Prolongacion analitica

Sea R el radio de convergencia de la serie de Taylor de f(z) en torno a zy. Si
|z — 20| < R, la serie de Taylor de f(z) en torno a z; converge ciertamente para
|z —z1| < R—|z1 — zp|. Sin embargo, puede haber un radio de convergencia mayor
R;. Entonces tenemos definida la funcién analitica f(z) como funcién analitica
en un dominio mayor. Este proceso se conoce como prolongacion analitica.

Ejemplo 30 Consideremos la funcion

flz) =) (2" (3.1)

n=0

Se ve fdcilmente que su radio de convergencia es 1. De este modo f(z) esta defini-

da para |z| < 1. Sumando las series corespondientes a f(%), f'(1)... encontramos

2
la serie de Taylor

o0

=3 5 - )

Su radio de convergencia es %, de este modo hemos prolongado f(z) al circulo

|z — 3| < |2| que es exterior al circulo original |z| < 1. Mediante una sucesidn de
circulos podemos cubrir cualquier punto del plano z distinto del z = —1. Queda

asi definida f(z) como una funcion analitica para z # 1. De hecho f(z) =

(14 2)

Observacién 31 El radio de convergencia R de la serie de Taylor de f(z) en
torno a zy es igual a la distancia de zy a la singularidad de f(z)

Ejemplo 32 La serie de Taylor
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de la funcion real converge para |x| < 1, pero diverge para x = 1, aun

1
(1+2?)
cuando ———— es indefinidamente derivable para todo valor de x. La explicacion

(1+27)

1
radica en la extension de la funcion f(z) = m Esta funcion es singular en
z

o0

z = =£i. Luego su serie de Taylor Z(—l)”x%’ en torno a z = 0 tiene radio de
n=0

convergencia |i — 0] = 1. Si R = o0, la funcion f(z) es analitica para todo z. Una

tal funcion se llama entera.

3.6. Transformaciones conformes

Proposiciéon 33 Una Transformacion conforme es una funcion f: Q2 C C — C,
analitica tal que f'(z) # 0,Vz € Q

Observacién 34 Si f es conforme, entonces f preserva los dngulos

Consideremos f(z,y) = (u(z,y),v(z,y)), f(2) = u + iv, luego vemos que

ou u
DG = | Gu o
or Oy

Teorema 35 Si) es una region simplemente conezxa (sin hoyos), entonces siem-
pre existe f : Q) — D biyectiva y analitica, o bien analitica y conforme



Capitulo 4

Integracion

4.1. Definicion y propiedades
Definicién 36 Un camino o curva reqular es una funcion
v :[a,b] = C

con deriwada continua y no nula.

Definicién 37 Un cambio de pardmetro es una funcion
g:[a, 8] — la,b]

que es biyectiva y con derivada continua tal que g(a) =a y g(f) = b

Ejemplo 38 1)y(t)=(1—t)p+tq, 0<t <1
~'(t) = q — p describe una recta desde el punto p al punto q

2) y(t) = 2o + Re', t € [0,2n] describe una circunferencia de centro zy y ra-

dio R

3) y(t) = (acos(t),bsin(t)), t € [0, 27| describe una elipse
4) v(t) = (acosh(t),bsinh(t)) describe una hipérbola
5)y(t) =a+bcos(t), t € |a,b] describe una cardioide

Definicién 39 Sea f: Q2 C C — C, se define

b
/ f(2)dz = / FO/ )Y (B)dt

donde v : [a,b] — Q es un camino regular

24
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Proposicion 40 Si existe I tal que F' = f, entonces
[ 21z = Fo®) - Fota)
v

Demostracion. Tenemos que

b
(/ﬂam =L/fwwwwMt

= F(y() = F(v(a))

Corolario 41 Si eziste F' tal que F' = f y v es una curva cerrada, entonces

QAﬂ”“:

4.2. Formula de Cauchy

Teorema 42 (De Green) Sea Q0 un dominio abierto y conexo, cuya frontera es

regular, entonces
P
/ (Pdx + Qdy) = //@_8_
y=0Q 0y

En notacién compleja el Teorema de Green puede ser expresado como
0
/ f(z / fdxdy
0z

Proposicién 43 (Formula de Cauchy) Sea f analitica en §) con frontera regu-
lar, entonces

f(2)

————dz = 2mif(z0); 20 € Q
a0 % T 20

Ejemplo 44 1)

Podemos escribir la integral como

[y [
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1
con f(z) = po— analitica en vy y considerando zo = —1, la integral toma el valor
-1

2):—7ri

2nf(—1) = 2n(
2) Si consideramos la integral anterior, pero con la region (3, entonces podemos

escribir
/ 1 _1(/ 1 / 1)
522—1 2 J32-1 Jgz+1

con f(z) =1 analitica en (3 la integral toma el valor

S (2rif(1)) = (2rif(-1))) =0

Teorema 45 Una funcion f es analitica en  si y solo si para todo zy en 2
existe una serie de potencias tal que

f(z) = Zan(z —20)" |z — 20| €R
n=0

Demostracion.
(<) Queda demostrado por lo visto antes

(=) Consideremos la férmula de Cauchy
1 f(w) _ it
f(z)= 5 /c - Zdw,C(t) =zp+re

entonces podemos escribir
1 1 1

w— z w=z0 [1-2=20]

I (z2—2)"
= Z(z %0) |z — 20| < |w — 2o
w — 20 = (w — 20)"

asi
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Corolario 46

f(n)(%)_n—!/c—( /1z) dz

2mi z — zp)"t!

4.3. Teoria de indice y homotopia

Definicién 47 Sea v una curva cerrada, de clase Ct, y z € C. Se llama Indice
de z con respecto a vy al nimero

Ind,(z) = %m/—(w 1_ 3

La expresién anterior es la féormula de Cauchy con f(w) = 1. Reescribiendo
tenemos que

L")
Ind, = — [ XY —
"= oni u 7(15)—2’7 la,8] = C

Observacion 48 1) El indice indica .¢ nimero de vueltas”que da la curva v en
torno a z, si z € Int(y)

2) Si z € Ext(y), entonces Ind,(z) =0 (por teorema de Cauchy)

3) Si Ind,(z) # 0, entonces z € Int(v)

4) Ind.(z) € Z{0} si z € Int(y)

Definicién 49 Dos curvas cerradas cuyas trayectorias estan en un conjunto §2
se dice que son homdtopas en ) si pueden deformarse continuamente entre s,
sin que las deformaciones se salgan de €2.

Mas precisamente, sea {2 C C y v y 11 curvas cerradas en 2. 75 es homdtopa a
71 si existe una funcién continua H : [a,b] x [0,1] — Q tal que H(t,0) = 7o(t),
H(a,s) = H(b,s) y H(t,1) = w(t),t € [a,b], en tal caso se dice que t es una
homotopia en () entre vy y 1 v se denota vy ~ 7

Teorema 50 (Invarianza del Indice por homotopia) Si Q2 C C abierto , v0 y 1
curvas cerradas en € tal que o ~ 71, entonces Ind,,(2) = Ind,, (2)

4.4. Teoremas fundamentales

Definicién 51 Un abierto 2 C C se dice simplemente conexo si es conexo y
cualquier camino cerrado en €2 es homotopico a un punto en €2

Teorema 52 Sea ) un conjunto simplemente conexo y sea f analitica (u holo-
morfa) en ) entonces existe F' tal que F' = f
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Demostracion. Sea z, cualquier punto en Q). Sea z € Q. Sea # un camino en
Q desde zg hasta z. Definimos F(z) = [, f 5 s)ds. F' estd bien definida, pues si «

es otro camino desde z; hasta z, entonces

/ f(s)ds=0
Bla)~*
ds — ds =
[ st [ sy
y calculamos

P . P z+h z+h
=IO =g [ s@as— s =5 [ 1760 - s

Sea 0 > 0 tal que |h| <0 = |f(2) — f(z + h)| < € entonces

Entonces

z+h z+h

1 z+h 1
5= e < g [ e - sl < o [

Afirmacion

1
m/z+h|ds|:1

En efecto, sea y(t) = z + th,t € [0, 1], un camino de z a z + h entonces

I I
!/
i o= gy [ v g [

Esto prueba la afirmacién y el teorema. [

Corolario 53 Sea f una funcion holomorfa sin cero, definida en un abierto sim-
plemente conexo, entonces existe una funcion g(z) tal que

) = f(2)

o bien

9(z) = In f(2)
f'(z)
f(z)
* f(s)
nlz) =
= LT
es claro que g; no depende del camino, pues €2 es simplemente conexo. Ademas

oy ')

Demostracion. Consideremos la funcion holomorfa por hipotesis. Defin-
imos

ds
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por teorema anterior. Sea h(z) := e9*). Entonces

fl
h’zeglg/ S
' f
asi
Wf—hf'=0
luego
h/
—-) =0
(f)
y
b,
f

con ¢ = cte
Por lo tanto h(z) = ¢f(z) , ¢ # 0 pues h # 0
Asi tendremos )

f(z) = =e" = ed1(x)+e1
c

Por lo tanto
9(2) = q1(2) + a1
entonces

1) = £

Ejemplo 54 1) Sea Q:=C\ {semieje real negativo}. Sea f(z) = 2%. Entonces f(z)
es holomorfa y sin ceros en € simplemente conexo. Entonces existe log(z?). Note
que no se puede definir log(2?) en @ = C\ {0} pues no es simplemente conexo.

2) \/ f(z)existe. En efecto:

Definimos: )
VIG) = et

Recordemos el teorema de Cauchy:

Lf(z)dz =0

si f es analitica y v el borde del camino donde f esta definida.
Nos preguntamos si existen otras funciones (que no sean analiticas) con la propiedad
anterior. La respuesta es no.

Teorema 55 (reciproco del teorema de Cauchy) Si f es una funcion continua
definida en € y tal que
/ f(z)dz=0
.

sobre toda la curva en ) tal que v sea homotopica a un punto. Entonces f es
holomorfa.
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Demostracion. Por hipotesis,
F(z):/ zf(w)dw
20

estd bien definida en |z — zp| < r C Q. Ademds F(z) = f(z) (existe la derivada).
Luego F'(z) es holomorfa y por lo tanto:

F(z) = Z an(z — zo)"

n>0

f(z) = Z nan(z — z)"

n>01

entonces f es holomorfa. ]
Teorema 56 (Principio del Mdzimo) Sea f andlitica en Q, entonces |f(2)| no
puede alcanzar su mdzimo en €, a menos que f(z) sea constante.

Demostracién. Observemos primero que |f(z)| constante implica f(z) con-
stante. En efecto. Escribamos:

f(2) =u(z,y) +v(z,y), 2 =2 + 1y
entonces

[f(2)* = ul@,y)* + v(z,y)*

Por hipotesis tenemos

_o(f=)P) _ du Ov
o(1f(=)1*) du v
0= ——7—"—"-=2 — +2 —
o u(z,y) o5+ v(z,y) 3y
Asi tendremos que
ou v
0= U($7 y)% + U(I,y)%
ou v
0= U(ZL‘, y>a_y + U(Iay)a_y
Por las ecuaciones de Cauchy Riemman tenemos
ou_ o0
oxr Oy
y
ou  Ov

oy  Or
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luego
0 ou n ov
=u—+v—
Ox Ox
y
0 ou N v
= —u—+v—
Ox Ox
o bien
ou
G)=C o
0 B v —u ov
ox
Caso 1: u? + v* = 0 (determinante de la matriz).
Entonces |f(2)]? = u* + v? = 0, luego f(z) =
Caso 2: u* +v* #0
0
Entonces 8_;L =0y 8U =0 ;
Ademas por las ecuaciones de Cauchy Riemman au =0y 8U =0
Y Y

Luego u(x,y) = cte y v(x,y) = cte

Por lo tanto f(z) = cte

Supongamos ahora que |f(z)| alcanza su maximo en ) y no es idénticamente
constante. Entonces existe zy € §2 donde |f(2)| es méximo.

Sea v la frontera de un circulo de centro zy y radio r contenido en €2 (abierto).
Entonces |f(z0 + re?)| < |f(20)| para cada 6 € (0,27). Luego

f(s)

27 ~S— 20

f(20) = ————ds =

Entonces

7o)l < o / ”|f<20+re o < £z

lo cual es una contradiccion n

Corolario 57 Si f(z) es analitica en Q y continua en 02 y si |f(2)] < M sobre
08 entonces |f(z)] < M en Q, a menos que f(z) sea constante.

Teorema 58 (principio de reflexion de Schwartz) Sea f(z) holomorfa en un
abierto 2 con [a,b] C 0N, f es ademds continua en QLJ[a,b]. Suponemos que

f(z) es real si a < x <b. Entonces f se extiende al dominio Q* = QJQ]a, b]
donde Q := {2/Z € Q}. Ademds, en Q se tiene que f(z) = f(Z)
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Demostracién. Claramente la férmula f(z) = f(Z) para z € (, extiende f(2)

al dominio O
Para demostrar que f es holomorfa en Q* calculamos f f(2)dz donde ~y es una

curva en §* homotdpica a un punto. Si 7 esta en © é € no hay problema. Luego
hay que analizar el caso en que 7y se encuentre en ambas.

Separamos v en dos caminos. Puesto que la integral sobre cada uno se anula, se
obtiene: [ f(z)dz = 0.

En efecto
/ f= hm + lim
e—0
Y2e
Luego por el teorema de Morera, f es holomorfa. [

Observacién 59 Da lo mismo hacer una reflexion sobre el eje real o bien en una
recta cualquiera. Por lo tanto, si f estd definida por ejemplo en un rectdngulo,
por el principio de reflexion de Schwartz, es posible extenderla a todo el plano.
Andlogamente se podria hacer con un tridngulo.

Proposicién 60 (Desigualdad de Cauchy) Sea f(z) una funcion analitica en C
(entera). Entonces
n!

S M(r)

TTL

|/"(0)] <
donde M(r) = max|.j—|f(2)]

Demostracion. Tenemos por la formula de Cauchy con zg = 0

o) =2 [ 18

271 C Zn+1

donde C es el circulo z = e con r > 0y 0 < 0 > 27. Se obtiene:

|f(0)] = ‘27” /27r f(r—ew)m_ewdm - n o f(reze)de

rntlei(n+1)f — o 0 rn
! 2m M
< " M(r) / dp = M)
2mrn 0 rn

Teorema 61 (de Liouville) Sea f(z) una funcién analitica, entera y acotada,
entonces f es constante.

Demostracion. Como f es acotada

" n!
) < S
donde M = sup,ec|f(2)].
Luego haciendo r — oo se obtiene f”(()) 0 paran > 1.
f0) f'(0)
Como f es analitica, f(z Z ‘ = f(0)+ T + ...

n>0
Luego f(z) = f(0), por lo tanto f es constante. =
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Teorema 62 (Fundamental del Algebra) Todo polinomio no constante p(z) =
ap 2™ + Ay 12"+ .+ ag con a, # 0 tiene n raices en C.

Demostracién. Basta demostrar que tiene una raiz (luego se divide por ella y

se obtiene un polinomio de grado menor donde se aplica denuevo el resultado ).
1

Supongamos, por absurdo, que p(z) no tiene ninguna raiz.Entonces h(z) = ﬂ
p(z

es analitica en C (entera). Vamos a demostrar que h(z) (y luego p(z)) es constante,

por lo cual probamos que h(z) es acotada en C y usaremos el teorema de Liuville.

En efecto:

i 1 i 1
lim —— = lim
Z—00 p(z) z2—00 A 2" 4 ... + ag
tn
= lim =0

t—oo @, + ap_1t + ...apt"

1
Luego, dado € > 0 existe R > 0 tal que |z| > R luego |h(z) = —| < e.
z

Por otra parte, si |z| < R entonces |h(z)| < M, pues h es continuay {z : |z| < R}
es compacto . Por lo tanto |h(z)| < e+ M. Luego h es acotada, entonces h(z) es
constante y asi p(z) es constante. Contradiccion. L]

Teorema 63 (Del Valor Medio) Si f es Analitica en un abierto Q y{z : |z—zo| <
r} C Q entonces

2
f(z0) = %/0 f(zo+re®)db

Demostracion. Usamos la férmula de Cauchy

F(z0) = i)

2m Jo 2z — 2o

donde C es el circulo z = 2y + e con 0 < 0 < 27.

Entonces ) ( ,0)
1 T flzo+1e?)
= — ———riedf
f(z) 27 Jo reio 1 °
1 2

— % ; f(ZO + T@ie)de



Capitulo 5

Polos y residuos

5.1. Desarrollo en serie de Laurent

Teorema 64 Sea f(z) una funcion analitica en un anillo (o corona) r < |z —
29| < R.Entonces f(z) se puede representar por una serie de la forma

f(z)= Zan(z —ZO)"—FZ(Z_b—nzo)n

n>0 n>1

que converge uniformemente en compactos de ese anillo. Ademds:
1) La primera serie converge en |z — zo| < R
2) La sequnda serie converge en |z — zo| > r

Demostracién. Sean 7, y 7 circulos de radios ' y R’ respectivamente, con

r<r' <R <R. . '
Por la férmula de Cauchy en el anillo 7' < |z — 25| < R’ se tiene:

L)

o 4 (5 —2)

L[ L e,
o

2m /., (s —2) 27 s —2)

flz) =

con y =72 — 7N .
Procedemos ahora como sigue:

En ~vy:
1 1 1 1 1 ( ")
_ - =)y ——— (2 —z
(s—z) s—z2tz2—2 s—z2l-22 o= (s—z)"H °

Entonces

1 S
f l)ds = HZ:ZO an(z — 29)"

2mi J.,, (s —

34
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En ~: . .
S —Z : s—lzo+z01—z
= zo—z(l—l—jg—fg)
B 1 1
20—2(1—%)
_ —1 Z (S—Zo)n
2=z 2 (z—2-0")

n 1
- Z(S - ZO) (Z . Zo)n-‘rl

n>0
para |s — zg| < |z — 2.

Integrando término a término, lo cual es justificado por la convergencia uniforme
sobre compactos de la serie, se obtiene:

-1 /() s = = 5)(s — 2p)"ds o
2mi J., (s — z)d nzzo(Qm [ﬂ fls) 0)"d >(z — z)
= Yt [ O

Esto prueba el teorema.

Observacién 65 De la demostracion del teorema anterior se nota que:

b= / ) =20 ds

- 2mi

conk=1,2...
Hay tres posibilidades :
1)b, = 0 para todo k = 1,2.... En este caso, la funcion es analitica en |z — 2| < R

2)bi. para todo k > m. En este caso
bm bl

(z—2") (2= 2)

f(z) = +ap+ar(z — 20) + ...

y se dice que f(z) tiene un polo de orden m en z.

Ademds :
by, by

(z—z0)™ = (2—2)

se llama parte principal de f y

b= [ f(s)ds = Res(f,z)

Comi

|z—20]
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se llama residuo.

3) Hay infinitos by, # 0. En este caso se dice que f tiene una singularidad esencial.

Ejemplo 66 1) Desarrollo de f(z) = COSSZ en torno a zp =0
z
22 2t 28
COSZ:1_§+Z_E+"'
Entonces . . 5
z oz
fO=n-sata a"

Luego f(z) tiene un polo de orden 3 en z —0 =0

2) Desarrollo de f(z) = e'/# en torno a z = 0.

" u" u? ol
n>0
Entonces
SYCS NI S
z 2220 2330 T
Luego e'/* tiene una singularidad esencial en zy = 0

Teorema 67 (Casorati-Weierstrass) Sea zy una singularidad esencial de f(z).
Entonces la imagen de cualquier vecindad de zy es clausura en el plano C.

Demostraciéon. Supongamos lo contrario. Entonces existe un 6 > 0 e > 0y
wy € C tales que |z — zp| < § entonces |f(z) —wy| > €.
Consideremos 1

f(z) = wo
Claramente h es analitica en D(z, €). Pero como h es acotada |h(z)] < %; se tiene

que h(z) es también analitica en z (Tiene un desarrrollo en serie de Laurent y si
tuviera un nimero infinito de potencias negativas, entonces no podria ser caotada

h(z) =

b,g b,1 2
h(z) = bo+bi(z—2z—0) + ba(z —
(Z) (Z_Z_0)2+ (Z_ZQ) + 0+ 1(Z z )+ 2(Z ZO) +
y |h(z)| < % para todo z € D(z,d), luego b_; = b_y = ... = 0. Entonces

h(Z) = b() + bl(Z — ZO) + bQ(Z — 20)2 + ...
luego h es analitica en z

1

f(z) —wo = bo +b1(z — 20) + ba(z — 22 + ...)

= ¢+a(z—2z2—0)+..
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Entonces f(z) = wo+co+c—1(z—2zp)+... .Asi f es analitica en 2. Contradiccién.

Otro caso es que

1
bn(2z — 20)" + bpy1(z — 20)" T 4 ...
1 1
bn(z = 20)" (1 4 252 (z — 2) + ...)

f(z) —wo =

= ;(co +c1(z—20) +...)

bn<Z — Zo)n
Co C1
L. =
uego f(z) = wo + b nlz—2) + ba(e — 2
Asi f tiene un polo de orden n en zy. Contradiccion [

Definicién 68 Una funcion [ se dice meromorfa en ) si es el cuociente de dos
funciones analiticas, esto es: f = § donde q # 0

Observacién 69 Las singularidades de una funcion meromorfa, corresponden a
los ceros de q (pueden ser polos o singularidades esenciales).

Note ademds, que los ceros de una funcion analitica son discretos.

En efecto: Sea zy €  tal que f(z9) = 0, entonces existe una vecindad de zy tal

que
f(z) = Zan(z —20)" = ar(z — 20) + az(z — 20)* + ...
n>0

Sea ng el primer entero tal que a,, # 0 entonces

f(z) = (2 = 20)" (ang + Ang+1(z — 20) +...)

g

9(2)

Por lo tanto hay una vecindad de zy donde f(z) # 0 excepto por z.
En efecto : Sea z, — Zy tal que f(z,) = 0. Entonces

0= f(2zn) = (20 — 20)"9(2n)

Asi g(zn) = 0 para todo n . Luego g(z,) = 0. Contradiccion.

5.2. Residuos

Teorema 70 (De residuos) Sea f meromorfa en 2. Sea K compacto en §2 con
borde . Entonces
1 n
7w | 1) > Restf =)
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Observacion 71 Hay solo un numero finito de singularidades en K.

En efecto, si hubiese una sucecion de singularidades, esta tendria un punto de
acumulacion en K y luego en 2, digamos z*. Pero z* tiene una vecindad D(z*, R)\
{z*}, enla cual f es holomorfa, lo cual es una contradiccion pues en esta vecindad
siempre habran puntos de la sucesion de polos y por lo tanto f no puede ser
holomorfa.

Demostracién. Sean C; pequeos circulos en torno a z;. La funcién f(z) es holo-
morfa fuera de la union de sus discos.

Por el teorema de Cauchy

3w | 1C)= = %mZ/c.f("”)dz
- 2#22/

|z—2z;]

= Zn:Res(f, 2i)

"
. . ~ p(?) _
Proposicién 72 Si f(z) = ) meromorfa, es tal que p(zo) # 0, q(z0) =0 y
q(z
q'(z0) # 0. Entonces
p(20)
Res(f, zg) =
(f 0) Q(ZO)

Demostracién.

q(2) = q(20) + q'(20)(2 — 20) + ... = ¢'(20)(z — 2 = 0) + ...

Entonces
(Z - Zo)p(z)
(z—20)f(2) = : 2
q'(20)(z — 20) + q (’20)(22—! z—0) N
= p(z)
¢'(z0) + (ZO)(QT ~ %)
Luego -
_ Dl
lim (= = 2= 0)/(:) = 5 -2
Por otra parte
f(z) = a—1 +ag+a—1(z—2z) +
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Asi
(z—20)f(2) = a_1 + (2 — 20)ap + ay(z — 29)* + ...
Luego
lim(z—zo)f(z) =a—1= Res(f,z—0)

Por lo tanto

R

Ejemplo 73 Calcular el residuo de tanz en zy = w/2

sin z

Tenemos que tan z = , donde
cos z
sin(m/2) =1#0
cos(m/2) =0
Y
—sin(7/2) = —1
Asi tendremos que
1
Res(tan z,7/2) = = -1

Observaciéon 74 Si la funcion f del Teorema de Residuos es, ademas, analitica
en todo punto del plano exterior a C' entonces, en vez de calcular

/ f(2)dz = QWiiRes(f, 2i)
¢ k=1

podemos calcular

/Cf(z)dz _ QWiRes(%f(l), 0)

z

En efecto. Primero hacemos el desarrollo de Laurent de f en torno a z = co. Por
definicion esto significa que debemos hacer el desarrollo en serie de Laurent de

f(2), en torno a z = 0; digamos

1 a_ a_
f(=)= —22—|——1+a0~|—a12+a2z2+...
z 2 z

si |z| < R, de manera que
f(w) = a_2w2 +a_qw+ag+ a1z + a222 + ...

si |lw| > R, es el desarrollo en serie de Laurent de f en torno a z = cc.
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En particular, note que siempre el desarrollo en serie de Laurent de f en torno
a z = oo tiene entonces la forma:

b_ b_
flw) = ...+w—;+ﬁ+b0+b1w+b2w+...

si |lw| > R. Ademds por definicion Res(f,o0) = b_;.

1
Construyamos ahora la expresion —Qf(—) a partir de la expresion anterior:
227 "z
1 b b
F(O) = oAbt boz bt —+ =+ .|z <R
z z oz
ast
1,1 b_1 by by
—Sf(5) = oAbt —+ S+ =+ .2 <R
22 <Z) >t 22 23 12

Luego
Res(lzf(l),()) =b_; = —Res(f(z),0)

z z

Ahora notemos que

/Cf(z)der/_Cf(z)dz:O

/C F(2)dz = — / RO

/ f(2)dz = 2miRes(f,0)
e

Luego
Pero tenemos que

Por lo tanto

/Cf(z)dz = 2miRes(f,00) = QWiRes(if(%), 0)

227 Yz

que era la afirmacion.

oz — 2
Ejemplo 75 Consideremos f(z) = (z 1 analitica en todo z exterior a |z| =
z(z —
2.
Entonces
L, 2(5—22)
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luego
1,1 5—2z
(-) =

272 2(1—2)

9
/ OF 2~ 9i(5) = 10mi
cz(z—1)

Teorema 76 (Principio del Argumento) Sea f meromorfa en el interior de .
Sea ay,as,...a, los ceros de f y by, ba,...b, los polos de f.

Entonces
1 f'(2)
ami ), PO

Para cada funcion holomorfa F(z).

dz = Z F(a;) + > F(b)

i=1

En particular, si F(z) =1 se tiene:
1 [f(z)
2mi ), f(2)
Demostracién. Sea o uno de los puntos a; o b;. Tenemos
fz)=a,(z—a)’(1+bi(z—a)+...)
donde v es el orden del cero o polo en a; o b; con v € Z. Entonces:

f'(z) =vay(z — )" 14 ...

dz = (n—m)

Luego )
fllz) v
o) ")

Como f es holomorfa

Asi

Vemos que

Por el Teorema de Residuos

) O A SU AT SIA(Y

271 .
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Observacion 77 Ya que

1 1
Ind,(z) = 2_m/w — Zdw
v

Entonces

b 1
Ind,(0) = %ﬂ/ﬁdwz 2%/ :Yy((;)dt
1o,
21 Jo (fo)(t)
_ L MM
= il Tomy @

R FOP
N 2wilf(z)d VA(t)

Y se llama el numero de vueltas o niumero de rotacion de f alrededor de ~y.

As?

]ndfofy(O) = t

Por lo tanto, el Principio del Argumento dice que
Ind(gory(0) = 1 — m
En particular, st f es analitica
Indggor)(0) =

Asi, el Principio del Argumento dice que cunado la componente encerrada por
v estd enteramente contenida en el dominio de analiticidad de f, el numero de
vueltas que da f alrededor de v coincide con el numero total de ceros que pesee
f en esta componente, contando cada uno de ellos tantas veces como indique su
orden.

Teorema 78 (de Rouché) Sea C' el borde de un dominio 2 y sean f y g analiticas
en Q tales que |f(2)| < |g(2)| para z € C. Entonces f(z) + g(z) y g(2) tienen el
mismo numero de ceros en §2

Demostracién. Tenemos en C

Entonces

pues la imagen de C' bajo 1 + g(z) estd en el disco D(1,1) .Luego

f'a—19 _
c (1+ 1)
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esto es
f'g—1q
c (9+fg

Por el Teorema anterior, basta demostrar que
f+¢_/g
c [ty c9

/

fracf’—i—g’f—i—g—g—:()
c g

~0 (5.1)

esto es

o bien

=0

/f’g+gg 9f—4dg
(f+9)g

que es precisamente 13,2. Esto prueba el Teorema.

5.3. Calculo de integrales

Hemos visto que si f(z) es analitica y tiene un polo simple (orden 1) en z

entonces
9(2) = (2 — 20)f (2)

tiene una singularidad removible en zy, luego tomando limite tenemos

¢(20) = lim (z — 20) f(2)

zZ—20

Por otro lado, como ¢(z) es analitica en el interior y sobre una curva cerrada en
torno a zg se tiene por la formula de Cauchy

¢(20) = 5= Mdz =

21 Jo 2 — 2

1
%/Cf(z)dz = Res(f, z)

Asi, si f(z) tiene un polo simple en zj, entonces

f(2)dz =2mi lim ((2 — 20) f(2))
c

zZ—20

Si f(z) tiene un polo de oredn k en zj, se puede definir

0(2) = (2 — 20)" f (2)

#(20) = lim (z — zo)”kf(z)

z—20
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Entonces ¢(z) es analitica en una regiéon y tenemos

(h=1)(5 ) — (k —1)! ¢(2)

o T (’“Q;MD' /C F(2)dz = (k — 1)!Res(f, z)
Entonces
[0 = 2 PG 1)
de donde
Res(f, ) = 7 ! = Jif?f(k1)<§Z<Zi%)kf(z”>
5.4.

Foérmula de Poisson
Recordemos que D = {z € C: |z| < 1}.

Sabemos que si f es analitica en D, entonces por férmula integral de Cauchy
tenemos

f2) = 5 / <£(fl)dw

siempre que |z| < 1 donde (t) = ¢ con 0 < t < 27.

Sea z; = %, con z € D. Entonces

0= L f(w) dw
2mi )., (w — 2)
De lo anterior obtenemos que
1 1
) = - fw) . _/ fw) .
2mi J., (w— z) 2mi J., (w— 21)

1 1 1
- %/f(w_z) ~ oy (i

w—3)

RO (R
27ri/y(w—z)(w§—1)f< )d

Ya que
I (w—%)—(w—z)_ z—1 |22 — 1
w—z w-—z (w— 2)(w — 1) (w—z)(w—1)
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Luego

fe) = - /0%( P pyieitar

omi et — 2)(ez — 1)
1 2 |Z|2 _ 1

= o0 | T ol €

1 2m 1 — |Z|2 ”
= — , A “)dt
27 /0 (e7tz — 1)(e*z — 1)f(e )

Si ponemos z = re con r < 1y 6 € [0,27], entonces

flre?) = = 2Wl_—?ﬂf(e“)dt

o o |eitrei® — 12

L[ 1= it
= %/0 —|7’ei(9*t) — 1|2f(e dt
1 2

= P.(6 —t)f(e™)dt

27 Jo
donde P,(x) = ﬁ y es llamado nicleo de Poisson.
Observemos que un calculo da
1—r? 1—r? 1—r?

P,.(x)

- |1 — rei|? N

(1 —re)(1 —re—i) T 1- r(e=® 4 e~ir) 4 2
Notemos que P,(z) € R para todo x, luego si u = Ref, entonces
. 1 )
u(re?) = — /QWPT(Q — t)u(e™)dt
2 Jo

Ademads, notemos que P,(x) = P,(—x) y periddica en x de periodo 2. También
P.(x) > 0 para r < 1.

Lo anterior podemos generalizarlo a un disco D(zy, R)

Teorema 79 (Fdérmula integral de Poisson) Sea f analitica en D(zo, R) y con-
tinua en D(zy, R). Entonces si z = 29 +1e? con 0 <r <R

1

" or

f(2) /0 ’ P.(0 —t)f(20 + Re™)dt

St u = Ref, entonces

) 1 2 '
u(zp +re?) = / Po(0 — t)u(zo + Re™)dt
0

T or
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La férmula anterior expresa que el valor de una funciéon analitica en un punto
interior de un disco es igual al promedio ponderado (por un peso) de un valor en
el borde. El peso en cuestion es el nicleo de Poisson.

Tomando f(z) =1 para todo z obtenemos lo siguiente

Corolario 80
1 2T

Pt — 0)dt =1

27 Jo

Una aplicacion de la formula de Poisson es que podemos resolver el problema
siguente

Problema de Dirichlet:

Resolver
Au(z,y) =0

en 22 +y? < 1, con condiciones de borde dadas por
u(z,y) = g(z,y)

para 2 + y? = 1, donde ¢ es continua.

La respuesta a este problema es (en coordenadas polares)

. 1 [? .
10 it
= — P.(6—1t dt
u(re ) 27/0 ( )9(6 )
con 0 <r <1

Demostraciéon. Primero veremos que u es la parte real de una funcién analitica.
Luego, Au = 0 segtin sabemos.

En efecto, sea
1 [Pt 42

f(z) = . g(e™)dt

2r J, et —z

1
= — w+zg(w)dw
271 LW —Z
1 w 1

= [

27 s W—2Z W
1 2 1

_ _,/de__,/wdw
271 S W=z 27 5 W

Luego f(z) es analitica en |z| < 1, ademés

Ref(z) = ! /0 Re(el. +Z)g(e“)dt

T or

donde 7(t) = €.
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donde si z = re?, entonces tendriamos

it 1— 2 1— 2
e —l—z): || _ r _ -1

Re( |1 _ ze—it|2 |1 _ rei(e—t)‘2

et — 2

Esto prueba que Ref(z) = u(z) con z = re?, luego Au = 0.

Veamos ahora que u(e?) = g(e) (se satisface la condicién de borde).

Sea 0 < r < 1, entonces veremos que

lim u(re®) = g(e)

con 6 € [0, 27].

En efecto

u(re?) — g(e?)| = |- / " B0 — Hg(e)dt — g(e)

2m J_,
1 " i(0+x) i0
< = | B(2)]g(e”™™) — g(e”)|dz
2 J_,
1 ’ i(0+) i0
= — [ P(2)|g(e"™™) —g(e”)|dx
27T _5
1 i(0+z) i0
+ P (z)[g(e"™™™) — g(e”)|dx
2m |z|>8
= L +1

donde, dado € < 0 se elige § > 0 tal que |g(e’®*®)) — g(¢?)| < € para cada 6. Si
|z| < 0 (por continuidad de la funcién g dada la hipétesis), luego

5
I, < i/ P.(x)dx <€
27T -5

Ademas notemos que

PT 0 1(0+z 7
e B[ o) - (e
T Jiz[>s
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En efecto, notemos que P.(z) < P.(0) si|z| >dypi <z <.
Asi

Pr(s " i(0+x 1
Bos 2O [0 o) — e

2 )y

Sea M = max_r<p<r|g(e’®™)|, entonces

I2 S 2MPT(5>

Si hacemos r — 1—

i 1—72 0 0
11m = =
r—1-1—2rcos(d) +r2 2 —2cos(d)

Esto prueba la afirmacion. [

5.5. Formula de Jensen
Sea f analitica en  tal que D(0,1) C Q.

Supomga que f tiene un logaritmo en €, esto es log f(z) es analitica en €2, entonces
aplicando la férmula integral de Poisson a Re(log f(z)) = log(|f(2)]), obtenemos

2
o8|/ = 5= [ Ao =)l

con z =€y 0 <r<1.

Ahora, si f tiene ceros en D, logf(z) puede no ser analitica. Sin embargo, se
puede modificar la férmula anterior para tomar en cuenta los ceros de f. Esta es
la llamada féormula de Jensen-Poisson.

Teorema 81 (Férmula de Jensen-Poisson) Sea f analitica en D y suponga que

f(z) # 0 en OD.

Sean ay,as, ...a, los ceros de f en D.

Entonces
a] 1 o it
log| f(2)| = Zlog| gy | PO Dloglf(e")lde
0
Tl-
Demostracién. Sea g(z H para 2| <Ry R<1
z—

j=1
Recordemos que para cada a; con |a;]| < 1

zZ — Q;

¢ai(z) =

1—a;z
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es una Transformacién de Mobius que lleva D en D Y 0D en 0D. Entonces

Haciendo el desarrollo en serie de Taylor
f(2) = ar(z — a;)* + ...
con ¢ # 0.

Entonces

=cp+ gz —a;) + ...

es analitica en z = a;.
Por lo tanto ¢g(z) es analitica en D(0, R) y no tiene ceros alli.
Admés |g(e™)| = |f(e")], ¥

1

2m
inlo(2) = 5= [ PO—0mls(elar

Luego de lo anterior tenemos que

71 —ajz 1 [ :
1 1 ) = — P.(6—1)1 )| dt
@+ 0 [[C=20 5[ PO—0mlate)
luego tenemos
1 2 )
In|f(z)| = 3 | Po—omlseniar
27T
|z — aj 1 /27r y
= P.(60—1)1 ) |dt
le_w (0~ 1) | (")
El caso particular en que z = 0, se conoce como féormula de Jensen. [

Teorema 82 (Férmula de Jensen) Sea f analitica en D y suponga que f(0) # 0
y f(2) #0 en OD.
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Sean ay,as,...a, los ceros de f en D, repetidos de acuerdo a su multiplicidad.
Entonces

n 1 2 )
/O] = Y halasl+ 5 [ Inlsenlar
j=1

En efecto, en este caso, r = 0, luego

1—r?

|1 — rei|?

P(z) =
entonces Py(z) =1, de donde sale el resultado usando el teorema anterior.
Observacién 83 Las formulas anteriores son importantes en la teoria de fun-
ciones enteras (f analitica en C)

5.6. Automorfismos del disco unitario

Denotemos D = {z € C: |z] < 1}
Lema 84 Sea f : D — D analitica tal que f(0) = 0.

Entonces
i) |f(2)| < |z| para todo z € D y |f(0)] <1
i) f(0)] =1, entonces f(z) = az, donde |a| =1

Demostracién.
i) Por la hipétesis

f(z) = f0)+ f(0)z+ f"(0)2* + ...
= [(0)z+ f7(0)2*

para z € D.
_ &) _ " »

Entonces g(z) = —= = f'(0) + f”(0)z + ... es analitica en D.

2
Sea z € D tal que |z| = r < 1, entonces en {z : |z| < r} se tiene de acuerdo
al principio del maximo para g

f(2) f(w) 11

| ( | S Sup|w|:r| | S Sup\w|:r == -

z w lw| r

Haciendo ahora r — 1— se obtiene |f(z)| < |z| para todo z € D.

Por otra parte, si g(z) = @ = f'(0) + f"(0)z + ..., es claro que

7o) = 1im 1) <

z—0
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ii) Supongamos ahora que |f(z)| = |z0| para algin zy # 0y 2y € D, entonces
lg(z0)| = 1 con |z < 1.

Pero |g(z)| < 1 para todo z € D. Luego el maximo se alcanza en zy que esta en
el interior de . Por el principio del maximo, debe ser g(z) constante, digamos

g(z) = a con a € C, entonces f(z) = az con a € C. Pero |2| = |f(20)| = |al|z0]-
Asi |a| = 1.
Por otra parte, supongamos que |f'(0)] = 1. Entonces como g(z) = f(;) =
£ (0)+ f"(0)z + ..., tenemos que

9(0) = |/ (0)] =1

Asi, ya que |g(z)| < 1 para todo z € D concluimos otra vez que el maximo se
alcanza en 0 que estd en el interior de D. Igual que antes llegamos a la conclusion. m

El resultado anterior dice que si f : D — D es analitica tal que f(0) = 0,
entonces f(z) = az con |a| < 1.

Por ejemplo f(z) = g
Se puede generalizar el resultado anterior para f: D — D tal que f(a) = 0.

Um ejemplo de tal funcién es el siguiente f(z) = — 2 con la| < 1.
z

1—
En efecto, es claro que f(a) = 0. Veamos que f(D) C D. Para esto basta ver
que

fH{zeC:|z|=1}) C{zeC:|z| =1}

Veamos, sea z tal que |z| = 1, entonces 22 =10 z = % de donde

1 _ _ _
|z —a| = |z —a| =|=(1 = Za)| = |2(1 — Za)| = |2|[1 — aZ]
Z Z
entonces | ’
Z—a Z—a
f— f— f— :]_
TE =l = g = ¢

Esto prueba la afirmacién.
Note ademds que f es invertible (1-1) ya que, de hecho

w—+a

f_l(w) - 1+ aw

y es evidente que es practicamente igual a f, exvcepto que a es cambiado por —a
de modo que f71(D) C D. Asi D C D y luego f(D) = D, esto es f es ademds
sobreyectiva.

Z—a
[, Vemos que ot =,

Observacion 85 Si denotamos ¢,(z) =
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El resultado siguente dice que toda funcién bianalitica de D en D tal que f(a) = 0,
tiene la forma anterior.

Teorema 86 Sea f : D — D analitica y biyectiva tal que f(a) = 0, entonces
eziste ¢ € C tal que |c| =1y

Demostracion.
Note que g = fop_o, g(0) =0y g(D) = D.

Por lema de Schwarz |¢'(0)| < 1.

Ahora
9'(2) = ['(9-a(2))94(2)

entonces

9'(0) = f(¢-a(0))p—a(0) = f'(a)(1 — |al*)
e (+az)-az-a) _ 1- P

-al2) = (1+az)? T (1 +az)?
Por lo tanto

, 1
|f'(a)] < 1——|a|2

Andlogamente, h = ¢, o =1, con h(0) =0y h(D) C D.
Luego |R'(0)] < 1.
Calculamos
W(2) = ¢, () (2)
W(0) = ¢, (f7H0)(f71)(0) = ¢l (a)(f7)'(0)

1 —|al|? 1 —|al|? 1
o por lo tanto ¢/ (a) = a =

entonces

Notemos que ¢/ (z) =

X (1—az)* (1 —lal?)*  1—af*’
entonces |m(f‘1)’(0)l < lyasi|[(f7)(0)] <1—af”.
?Sl;}ora f7H(f(2)) = =z, entonces (f71)'(f(2))f'(z) = Ly (f7))(f(a))f'(a) = 1,
1 1 1
1——|a|2 > [f'(a)] = |(f_1)’(0)| > 1= [a]?
entonces 1
|f'(a)| = = ap

Con lo anterior podemos ver que

19 (0)] = [f"(a)(1 —|al*)| =
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Por lema de Schwarz g(z) = ¢z con |c| = 1, entonces

fodalz) = c2

con |c| =1y asi

f(2) = c¢a(2)



Capitulo 6

Ejercicios

6.1. Ejercicios resueltos

i itz 1 141z
1.D t Arct = =—I :
emuestre que Arctan(z) n(l — Z) 5 n(l — zz)
Solucién:
Sea w = arctan(z) entonces
tan(w) = z & sin(w) = z.
cos(w)
Asi, tenemos 4 ‘ A .
e —e ™ = (e 4 ez
& e 1 = ¥y 4z
2w 1+ iz
= & = -
11— zzl L
iz
& = —1
wo= )
Note que:
I+iz 1—z
1—iz i+2
Entonces - 4 - L4
i+ z iz i+ z i
n((—)(;—)) =In(—) +In(;—)
1
Multiplicando por % obtenemos finalmente
i
1 14z -1, i+z A
G = g ) = g G

2. Sea f(z) = v/|ry| (2 = = +iy). Demuestre que valen las ecuaciones de
Cauchy Riemann en z = 0 pero que f’(0) no existe. Justifique.

o4
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Solucién:
Sea f(z) = /|zy| = u(z,y) + iv(x,y), donde u(z,y) =
Tenemos
ou , u(h,0) — u(0,0
%(0,0) = limy,_ (h,0) . (0,0 =0
ou , w(0,h) —u(0,0
8_y(0’0) = limy,_ 0,7) . (0,0) =0

Para ver que f’(0) no existe observamos que:

— f(0 \/
z — 0 z—0 z z—0
POV i 1 Gt ) B PN AVA 2]
o242 (@)—(00) 22 + y?

Siy =0, el limite es cero, esto es f'(0) = 0.
Six =y > 0, obtenemos

/|22 x|z 2

212 212 202 22

Luego f'(0) no existe.

N | .

55

lzy| y v(z,y) = 0.

3. Existe una funcién analitica f = u + iv tal que u(x,y) = e¥/* ?. Justifique.

Solucion: . o
No, pues de lo contrario debe ser arménica, pero:

ou _ ey/wg(y) _ Y/

o or x x?
Y 2 2
@ = Q_yey/r + Y vz
or? a3 x4
Por otro lado
ou 1 ..
— = —
dy «x
Y 2
@ - iey/x‘
oy? a2
Asi vemos que
Pu  *u
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4. Halle una transformacion de Mobius que deje fijos los puntos % y 2, y que
5 3
lleve el punto — + —¢ en oo.
Ve e PIe Ty
Solucién:

(1 — 4i) — 2(1 — 1)

B s gy 7
2
5. Encuentre la expansién de la funcién f(z) = ( j_ )2 como una serie de
z
Taylor en torno a z = 0 y halle el radio de convergencia.
Solucion:
Sea g(z) = ° _ entonces g (z) = 1 y asf 22¢/(z) = z
z+1 (1+2)2 (z+1)2
Recordemos ahora que para |z| < 1 tenemos
1 [e.e]
— (—1)”2”
l4+2 ~
Entonces -
z
— —1)" n+1
z+1 nz_%( )"z
y luego
/ Z / S n n
= = —1 1)z".
/(6 = () = e+ e
De esta manera obtenemos, para |z| < 1 la expresién
22 oo oo
_ n n+2 __ m
T ;(_1) (n+1)z"2 = ;::2(—1)(7% —1)2".

z
6. Sea w = . Demuestre que la preimagen de la familia | w |= A es una

zZ — 29
familia de circulos para cada A # 1.
Solucion:

Ya que ww = A2, reemplazando tenemos que

(

TTET) R o —a)E-m) = Nz - 2)(F )

Z— Ry R — 29
& 22— zZz — 22+ 21z = (zz 229 — 29Z + 2929

S (1-=X)z2z+ 2025 —71) + Z(M229 — 21) + |21 = N2> =0
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Por lo tanto es un circulo si A2 # 1, de lo contrario es una recta.

7. Halle una transformacién de Mobius que lleve los puntos —1,4,1 + ¢ en los
puntos 0,2z, 1 — 7 respectivamente.

Solucién:

—2i(z+1)
W= ——2?"
4z —1— 51

8. Demuestre que la funcién 7'(z) = zRe(z) es diferenciable sélo en z = 0y
halle 77(0).

Solucidn:

T(z)—1T(0) _ zRe(z)
z—0 z

Por lo tanto 7' diferenciable y 77(0) = 0.
Veamos que no lo es en otro punto

= Re(z) —,00

. T(z) — T(z0) — Ym zRe(z) — zgRe(2o) _1y
z2—20 Z— 2 z—2z0 Z— 2 2 z—z0 Z— 29

- 2(z+Z) — z0(20 + Z0)

Si

22+ 2Z — Zg2o — 2020

117~7
z = 5lim,
Z— 20

ZZ — Zoko + ZZ — ZpZg

= llm,. ., p——
(z — 20)2z + 202 — 2020 + (2 — 20)Z + 20Z — 20%0)
Z — 20

, _ z— 2
= llm, ., (z+2—-0+Z+2 0)
2 — 2

(z — 20)
zZ— 20

11~
= 5lim, .,

(Z + 20 + Z_O) + 20 Hmz—>zo

N

> =

= %(2 + 20 + Zo) + 20 limyp o

no existe. ) )
Note que lo anterior ocurre exepto si zg = 0
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9. Halle el error en el siguiente argumento: ”Ya que (—z)?> = 22 se tiene
2in(—z) = 2In(z) y luego In(—z) = In(z) (!).” Justifique su respuesta.
Solucion:
Si tenemos
(=) = 2
entonces

In(—z%) = In(z?)
Si z = re entonces 22 = r2e?? con —7 < 6 < 7 por lo cual In(2?) toma mas de
un valor. En general

In(2?) = In(r?) + 240 + 2kmi
(k € Z). Por otra parte

—22 — (_1)22 — 6i7r7‘262i0 — T2626+7r
luego
In(—2z%) = In(r?) + (20 + 7)i + 2nmi = In(r?) + 20i + (2n + 1)mi

(neZ).
Asf In(—2?) en general es diferente de In(z?)

10. Encuentre el valor de ,
(3 — 4i)t.

Solucién:

En efecto (3 — 4i) = /9 + 16e¥@n(=4/3)i — 569 con § = arctan(—4/3) =
—arctan(4/3). Entonces

(3 _ 4i)1+i — e(lJr’i) In(3—41)

o (1) (In(5) +i6)

— () +io+in(5)-0

61n(5)—<96i(1n(5)—i-0)

5¢7% cos(In(5) + 0) + i sin(In(5) + 0)

= Bemetan(4/3)(cos(In(5) — arctan(4/3)) + isin(In(5) — arctan(4/3))

11. Halle todas las raices de la ecuacion:

sen(z) = isenh(z)



6.1. EJERCICIOS RESUELTOS

Solucién:
Tenemos que
12

€ = & e = — e?

e(l-l—i)z -1 1 — 6(1+i)z

R =

z iz

er e
& (e 1) =¢e*(1—e

Haciendo u = e(1t9% = ¢%¢i* entonces

e? eiz
De aqui . o ‘
u = _621,2 — 617r+2zz — ez(ﬂ'+2z)
Caso 1:u=1
. 2k
e(1t92 = 1 por lo tanto z = ik
141 L
: —(2k+1
Caso 2: u = ei(m+22) por lo tanto z = %
1

12. Sea f(z Zz y sea a € C con |a| < 1 fijo.
n=0

(i) Halle la expansién de f(z) como una serie de Taylor en torno a z = a.

(1+z)z)

59

(ii) Encuentre todos los valores de a para los cuales la expansién en serie de

la parte (i) constituye una continuacién analitica de f(z).

Solucién:

o0
= E ZTL:

- i a,(z —a)" con a, = /"(a)
f2) =10 - 2)
ffz)=1-21-2)7"

f(z) = nl(1 — 2)~+D

Por lo tanto f(z Z (z-a)

n+1
n=



60 CAPITULO 6. EJERCICIOS

(ii) a € [0,1)

13. Considere la funcién f(z Z —

(i) Expanda f(z) en una serie de Taylor en torno a z = —1/2.

(ii) Determine el dominio en el cual la funcién f(z) es continuada analitica-
mente.

Solucién:

Z%: n(l —z)
() =3 an(z 4 1/2)" con a, = L CH2

"l n!
/ —1 1
f(z):::—(l—z) .
Ast fM(2) = —(n—1DY(1—2)"conn=1,2, ...
Por o tanto f(<1/2) = —(n — 11(3/2) " con L1 _ 2L,
Entonces N
f(z) =1n(3/2) + Z g % (z+1/2)"

(ii) (R)~! =limsup {/|a,| = 2. Por lo tanto R = 3 y |2+ 1/2| < 3/2

o0

14.Seanf(z)zzfyg —27?—1—2

n=1
series de potencia no tienen dominio de convergen(:la en comfm. Sin embargo:

T'L

. Observe que ambas

(i) Demuestre que la funcién g(z) es continuacién analitica de la funcién f(z).

Solucién:
f(z) = Z ﬁ =crm+ Z .
n=0

15. Evalue la integral / |z|dz donde 7 es el semicirculo |z| = 1, —7/2 <

arg(z) < m/2 y el punto de partlda es z = i. (la orientacién de la curva es siem-
pre positiva, esto es, en el sentido contrario a las manecillas del reloj).

Solucion:
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Tenemos que (t) = e y +/(t) = ie' con |y(¢)| = 1. Entonces

/2 /2
/mwzf wmwwﬁz/ V(£)dt = (m/2) — 7(~7/2)

—7/2 —7/2

Donde y(7/2) = /2 =i y y(—7/2) = —i.
Ast
/ |z|dz =i — (—i) = 2i

d
16. Evalue la integral /\/—Z_dz donde 7 es el circulo |z| =1,y vV—1 =i (esto
z
-

significa que el punto de partida es z = —1)

Solucién:

1 2T / ™ ) ) )
/—dz = / () dt = / e 2dt = 2(e"™? — e7/2) = 44
¥ vz 0 v(t) -

Tenemos

17. Evaluar la integral /ln(z)dz donde v es el circulo |z| =1, y In(i) = T
gl
Solucién
Tenemos

/2 /2 ) w/2 '
[ moopw= [ ictar= [ 0= o

—37/2 —37/2 —37/2

18. Evaluar / 2%dz donde a € Cy 1¢ = 1.

|z|=1
Solucién:
f|z\ 2%z = 027r(’y(t))a’)/(t)dt _ 027r ieiateitdt — Z.f027r e(a+1)tdt.
Asi si
a=-—1

/ 2% =271
|z|=1
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a# —1

, |dz| 2R
19. Si |a| # R, demuestre que / :
=g |z —allz+al — [R? —af?|

Solucién:

/ |dz| B /2” Rdt
s=r |z —allz+al  Jo () —ally(t) +ql

donde y(t) = Re" con 0 < t < 2w y |dz| = |7/ (¢)dt| = Rdt

Tenemos que
[v(t) — ally(t) + al = |Re" — al|[Re" + a

pero |z —al| > ||z = |al[ y |z + a| = [|2] + al|.

Asi tenemos que

V(1) = ally(t) + al = ()" — a®| > [ly(®)]* — |af?|

Entonces
/2” Rdt - /2” Rdt  27R
o @) —aly(®)+al = Jo |R2—a] [R?—af?|
20. Sea z := re? € C y v un camino que une a 1 y z. Demuestre que
“d d
[ In(r) 4+ 10 + 2kmi, donde k es un entero que indica cuan-
1w ¥

tas veces el camino de integracion da vueltas alrededor del origen.
Solucion:
Yt)=(z—1t+1con0<t<1ly~(t)=2z—-1.

Entonces

@), 1& ln(2) — (1) = In(z) = In(r) + i »
/0 v(t)dt_/o ((Z_l)tH)dt—l() In(1) = In(z) = In(r) + 0 + 2k
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21. Sea v : [0,1] — C una curva cerrada y suponga que zg ¢ Traza(7y).
Demuestre que Ind, (%) es un nimero entero. Ayuda: Defina g : [0,1] — C por

9() = /0 W(Z;(i) 20 ds

y demuestre que la funcién h(t) = e 9®(y(t) — z) es constante.

Solucién:
Tenemos que

1 dz L[ A
Ind =— | ——=— [ —————dt
ndy (%) 27i [y (z—20) 2mi /0 v(t) — 2o

onsideremos = t& s; entonces si = ¢ 9 —z—0) se
S denemos (1) = Jy iy 2y entonces i i) (3(6) = 2 = 0)
| W) = =g (1)(5(t) = 20) + 7/ (D)™
= _—e— L — 2 "(1)e 91
g<t) (’7(75) N ZO) (7(25) 0) + i (t)
=0

Por lo tanto h(t) es constante.

Por otro lado h(0) = h(1) pero

h(0) = e 9 (4(0) — ) = (¥(0) — 20)

y
h(1) = e D (y(1) = 29) = e D (y(0) — z)
entonces .
e 9D (7(0) — z0) = (7(0) — 2)
y asi
e 9 —1
luego
g(1) = 2kmi
Por lo tanto 1
Ind =—9gq(1)=k
ndy(0) = 5 —g(1)

In(z)

Zn

dz para cada n € NU {0}, donde v(t) = 1 + 3¢, 0 <

22. Calcule/
t <o !

Solucién:
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In(z)

f(z) = es analitica en el disco. Por lo tanto

ZTL
1
/ n(nz) _9
v z

para todo n > 0

1/m '

23. Calcule /Wdz donde y(t) =1+ 3¢, 0<t<2rymeN.
A m

-

Solucién:

Sabemos que

f(”)(zo) — n—!/&dw

2w ), (w— z) (D)

entonces

Sea f(z) = z'/™, entonces

J'(z) = =t =1

£1(2) = A(& — 1)zt

F7(2) = H(E — 1)(& - 2)a0ms

ffz)=L(L = 1)(L —2)..(& = (k= 1))z/™~* Luego

m m

Por lo tanto

iz_i(mfl) o 2m 1.1 o1
/7<z_1)md _(m_1>!f (1) = ————( 1)( 2)...(

24. De una expansién en serie de potencias de In(z) en torno a z = ¢ y halle
su radio de convergencia.

Solucién:
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1

si |z] < 1 entonces ) = Z(zz)” si|z] <1
n>0
Asi )
— An—1_n
i1 —i2) g(z) :
si|z] < 1.
Entonces ]
— (i)nflzn
(i + 2) nZZO
si|z| < 1.
Luego
In(i 1 2) = S0
= n+1
si|z] < 1.
Por lo tanto ( et
an_1 W —1)"
in(w) = Yoy =0

n>0

Si |w —i| < 1 el radio de convergencia es 1.

25. Verdadero o Falso: Existe una funcién analitica en z = 0 y que toma los

1
siguientes valores en los puntos z = —(n = 1,2, ...).
n

a) 0,1,0,1,0,1,...,0,1....;
—————— . 2.

Si la respuesta es afirmativa, encuentre explicitamente la funciéon o, si es neg-
ativa, justifique apropiadamente.
Solucién:
a) f(1)=0,f(1/2) =1,f(3/2) =0, f(1/4) = 1, ... No existe pues, z, = 1/n, tal
que f(z,) = 0 para n impar y se tendra f(0) = lim,, . f(z,) = 0. Contradiccién
con el hecho de que f es analitica.

b)f(1) =1/2,f(2) = 2/3, f(1/3) = 3/4,..f(1/n) = 5

Sea f(z) = Flza cumple lo pedido, ya que f(%) = i
26. Suponga que al menos una de las desigualdades de Cauchy es una igualdad,
M
esto es: |¢x| = gj) Demuestre que la funcién f(z) tiene la forma f(2) = cp2*.
r
Solucién:
Consideremos

f(2) =co+arz+c—22" + . cp2l 2" 4 L
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Por hipotesis tenemos

ol = ’f,;(!O)' = 5“P|w|:r\f(w)yr_1k
Entonces
Supju|=r|f(w)| = rk|%’
Asi
o < M0 el el
r ’ .

con n # k. Por lo tanto

f(z) = cz*

27. Demuestre que si f es una funcién no constante, analitica en un dominio
Qy f(z) # 0 para cada z € 2, entonces |f(2)| no puede alcanzar su minimo valor
en el interior del dominio €2.

Solucién:

Sea g(z) = f(lz), g analitica y no constante en 2. Entonces por el Principio del

Médulo Maximo, |g(z)| no puede alcanzar su m’aximo valor en 2. Pués

Sup.calg(z)] = 5upzeg|ﬁ| = Inf.calf(2)

Por lo tanto | f(z)| no puede alxcanzar su minimo valor en 2

1
28. Halle Res(————:1).
alle Res( Zm—="731)

Solucién:

1 \/2—7;—1_ 1 V2— 2z

\/2—2—1—1:(2—2)—1_2—1 z—1

vV2—z=ao+a(z—1)+as(z — 1)+ ..., pues 2 — z es analitica en z = 1
asi tendremos

1 V2 —z 1 1
— = — +1 -1
z—1 z—1 z—1 z—l( +an(z )+
- + ! (z—1)+
= ,,17,:1% -1 aq 9ol 2
= —ay — -1
@ as(z—1) +

Por lo tanto 0 y 2 son los residuos en z = 1
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29. Evalte

(1+2z+ 22)(6% temT 4+ eﬁ)dz.
|z|=3

Solucién: . .
Hay tres singularidaddes esenciales:

z=0,1,2 dentro de |z| =3

Res(f,0) = Res((1 4 z 4 22)e!/#,0) pues el resto es analitica en z = 0.
Ademas

Entonces

1 1 1
2\,1/z __
(1+Z+Z)€/ = (1-1- +ﬁ23—3'+ )

1 1
+ 41+ =+ +.)+ 2+

1 1
291 .33 ST )

21 23l

= %L%1+1+ )
B 2! 3!

1 1
Por lo tanto Res(f,0) =1+ 3 + 6 + ...

Por otro lado Res(f,1) = Res((1+ 2z + 22)e’/*=D 1) pues el resto es analitica en
z=1.

Ademas ) ) )
YE-1 = 1 -
‘ TG TR

vy(1+z+2%) =ay+a(z—1)+ax(z—1)2 con

g/ 1 gll 1
ap=g(1) =3,a; = 1(!):3,CL2: 2(!>:1
asi:
3 3
-1 —1)2)et/ 1) —
B+3(z—=1)+(z—1)%e 3+<2_1)+2!<2_1)2+ +
&z—n+3+——i—~+ +(z—1)%+ +l
200z—1) (z—1) 2!
1 3
= 3+-+1
@—U(+2+>+

Entonces Res(f,1) =3+ 3 +
30. Evalte
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Solucién:
En efecto
1 / 23 1 f(2) 27i ,
— dz = - dz = —(ceros — polos) = mi
2 Jisp1 21+ 3 2 Jiz=1 f(2) 2 ( )
2. Evalte ) .
— sin? —dz.
271 |z]=r z
Solucioén:
_ 23 2P
smz = B + i
1 1 1 1
sin- = — — — 4 — —
z z 3123 5lZb
1 1 1 1 1 1 1
) I R T 4L L L
e T (z 3123 5lz5 )(z 3123 + 5125 )
1 1
T2 A
Por lo tanto
Res(f,0) =0
y asi
1 9,1
I 1 —) — 0
211 |z|]=r St (Z)
Z(I
31. Halle Res(———:1 R.
alle 68(1_\/2, ), ac€

Solucién:

ZOL

1—vz 1++7z
Ademads
(1++v/72)

ZOZ

(1+v7)

L+vz —(1+\/E)za.

z—1

ap+ay(z—1)+as(z —1)2 + ...
ealnz = b() + bl(Z - 1) + bQ(Z - 1)2 + ...
cot+ci(z—1)+cp(z—1)%+ ...
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Entonces

—(1+ 2)2“ —C
(1+v2) = b te(z—1)+ ...
z—1 z—1

donde f(2) = (14 /z)z% y asi f(1 & 1),

Por lo tanto
(07

1—/z
32. Sea f una funcién analitica en el circulo |z| < 1 y suponga que f(0) =0
yIfE <1

i) Demuestre que |f(z)| < |z| para |z| < 1.

Res( 1) = f(14 1)

ii) Suponga que |f(z)| = |z| en al menos un punto interior del circulo. De-
muestre que f(z) = €*z ( « real).
Solucién:
. _ [ ” _ _
i) Sea g(z) = ——, entonces g es analitica para |z| =< 1 ya que f(0) = 0.
z
Ademas si |z| < 1 entonces |g(z)| = |f’(7)| < 1. Por el principio de Médulo Méxi-
2
mo entonces |g(z)| < |z|
ii) Demostremos que si | f(29)| = | 20| para un punto |zy| < 1 entonces f(z) = ez
para a € R.
En efecto si |g(z9)] = 1 entonces el méximo se alcanza en un punto interior
de |z] < 1y por lo tanto g es constante y |f(z)| = |c||z| para |z| < 1.
Ahora |c| = 1 evaluando en zj. Por lo tanto ¢ = € y g(z) = €. Asi f(z) = €™z

33. Verdadero o Falso: Existe una funcion analitica en z = 0 y que satisface:

o ly mem

n n2’

FC) = 1o

Si la respuesta es afirmativa, encuentre explicitamente la funcién o, si es neg-
ativa, justifique apropiadamente.

Solucién:
. 1 1 —1 1
i) f(ﬁ)—ﬁzo}’f(W)—ﬁ:Oconne X

1
Sea g(z) = f(z) — 2% con ceros en z = E.ademés g(0)=0—0= f(0) #0.

Por lo tanto f(z) = 2%, hace lo anterior y es analitica en z =0
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34. Evalue : / 4Z dz; a>1.
|z—al=a 7~ — 1
Solucion:
z B z
()P =1 (z—1)(B+22+2z+1)
Entonces
f(z) , 21 i
dz =2 )= —=—
[ e =25
donde f(z) = e 222+ i analitica en |z — a| < a
1 ze® ) , . .
35. Evalue : — | ————dz; si a esta en el interior de la curva C'.
270 Jo (2 — a)?
Solucion:

Tenemos que

211 Jo (w — 2)
: 1 f(w)
f (Z) - %/C (w — Z)de
" 2 f(w)
P = 5 [ s

Entonces
f(w) = e* +we®
f"(w) = 2e" + we"
Asi
1 ze? 2e* + ae®
— dz = = (1 2)e”
2mi C(z—a)3z 2 (1+a/2)e

36. Calcule una expansién de la funcién f(z) =
una vecindad de z = oo.

5 en serie de Laurent en

Solucién:
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1
Sea f(z) = Pt La expancion en torno a z = oo es por definicién, la expancién

1
de f(=) en torno de z = 0. Asi
z

1 1 z =
— ) = = = 2””
=15~ 1% DR

n=0

1 1
si|z| < 7 Haciendo w = — se obtine
2

Iemn Ly = 20
:5;2(@> —;wnﬂ

si |w| > 2 que es la expresién pedida.

37. Calcule una expansién de la funcién f(z) = EETEL donde 0 <
z—a)(z—

la| < |b], en serie de Laurent en una vecindad de:
i)z=0

i) z=ua
Solucién:

i) En z = 0 tenemos

v -
(z—a)(z—=b)  (a—2z)(b—2)
1 1 1
B (b—a)((a—z)_(b—z))

1
- (b—a)(a(1—z)_5(1—

1S 2" 1 2
- 527—527

n zn

1 z
= (b_a> (;(a"”‘l - bn+1))

bn+1 n+1>

- Z Z an—i—lbn—i—l) )
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para |z| < |al

ii) En z = a tenemos

S S S
(z—a)(z—b) (@ —2)(b—2)
1

(a—2)(b—a+a—2)

1

CAPITULO 6. EJERCICIOS

(@ —2) (b—a)

)

1
I+ 7

B 1 (=1)"(a - 2)"

B (a—z)(b—a)% b—a)"

B 1 1 & (z—a)"
CEDN R e

_ ! (1+(Z_Z)+<Z_ S

si|z—al <|b—aq

n=

38. Encuentre y clasifique todas las singularidades de la funcién

z
2 _ 4)2
(z )2 cos ( — 2)
Solucién:
27 ( 1 ) 27
cos =

(2 =22(z+2?2 " 2-2" (2-22(z+22(1+ gi5 + gz + )

Por lo tanto z = —2 es polo de orden 2 y z = 2 es singularidad esencial.

39. Encuentre y clasifique todas las singularidades de la funcion

f(2) =sin

1

1
sin —
z
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Solucién:

6/z _ e—i/z

1 1
Sisin— =0 entonces ——— =0ysie
z 21

= 1 entonces z = —.
km

2i/z

1
Por lo tanto 2, = T Son todas las singularidades de f(z)
T

40. Sea f una funcién analitica en el circulo |z| < 1y suponga que f(0) =0
y |f(2)] < 1. Demuestre que |f(z)| < |z| para |z| < 1. (Comentario: El resultado
se conoce como Lema de Schwarz).

Solucién:
Sea g(z) = f(;)

Por el principio del moédulo maximo tenemos

; entonces ¢ es analitica atn en z = 0 pues f(0) = 0.

f(z
Supisclg(2)| = Suprelo()] = Sup L = Supls(2)
Ya que |f(2)| < 1 se obtiene Sup|.j<1|g(z)] < 1.
Entonces |f(2)| < |z| para |z] < 1
: . 1 :
41. Expandir la funcién f(z) = ﬁ en serie de Laurent en torno a:
z(z —

(i) El punto zy = 0.

(i) El punto zy = 1.
Solucién:
i)

L1,
2(1—2) z 11—z

1 — ,
- ;‘i‘nzzoz

1
= Z414z422+..
zZ
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ii)

1 B 1+ 1
Al—2) oz 1—z
=5 T 1
o (=141—2) 1-—2=2
_( 1 ) 1
ol (1—-2) 1-=z

42. Halle y clasifique las singularidades de las siguientes funciones. Justifique
su respuesta.

L1
(i) o 12'3.
(i) er —1
Solucion:
1
= tiene 3 singularidades;z =0,z =1,z = —1

1 (z—2%)  z(1-22)

z =0 es polo de orden 1 pues si |z| < 1 tenemos

1 S 2n __ 1 3
1_22 _;;z 1+z + 24 )=ttt

z =1 es polo de orden 1 pues

o 1 _g(2)

2(1-22)  (1—-2)(z(14+2) (1-2)

donde ¢g(z) = ) es analitica en z = 1.
Entonces
: ot (- 2) +ar(l -2 +
= ag+ai(l—2z2)+ax(l—=2 =
Z(1-22) 1—z """ ? 11—
z = —1 es polo de orden 1, se prueba de manera analoga.

ii) 2 =0y e* =1 son las singularidades, esto es z = 2kmi con k € Z.
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Ahora veamos de que tipo son

z=0:
Sea,
1 1 1 1 g(2)
f(z) = 2 1 ey 32 ey 22 = P =
e — I4+z4+4%+.)-1 z+2+.. z20+5+..) 2
donde ¢(z) ! liti 0
onde g(z) = ———— es analitica en z = 0.
A R
Entonces ]
a
f(z) = ;(ao + a1z 4 ap2?) + ... = ?0 +a; +asz + ...
luego
1 1 -1 ag
—— + =—+—+a t+axz+ ..
z ef—1 Z z
1 1

donde ag = ¢g(0) = 1. Por lo tanto [T @ +ag, + ...

e — z
Asi z = 0 es singularidad reparable.
z = 2kmi

tenemos que

et = Z an(z — 2kmi)"
n=0

— 1
= —(z — 2kmi)"

— n!
. — 2ki)?
- 1+(z—2mmy+§1—§fﬁ—+
Entonces oo
e —1=(z—2kmi)(1+ (2_1—'m) +...)
de aqui tenemos
L h(z)
(e —1) (2 — 2kmi)
1 » :
donde h(z) = == 2mi) es analitica en z = 2kmi.
1+ —F—>+
2!
1 1
Asi z = 2kmi es un polo de orden 1 de y también de - -
e —1 e -1 =z

43. Evaluar:

/|z|3 sin(2)(1 — cos(z))dz'
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Solucién:

Vemos que las singularidades son z =0, z = m, 2 = —7 y ademas
Res(f,0) = 0
Res(f,m) = S
RBS(f, _7[_) = %

Asi tenemos que

/ - dz = 27i(0) = 0
|z

=5 sin(z)(1 — cos(2))

44. Determine el nimero de raices de la funcién
f(z)=2" =220+ 22— 82 -2,
en el interior del circulo |z| < 1.
Solucién:
Consideremos f(z) = 2% — 220+ 22 — 2y g(z) = —8=.
Entonces |f(2)| <6 <8 =|g(2)| en |z| = 1.

Por lo tanto tiene una sola raiz.

45. Supongamos que f es analitica en D(0,2)\{0} y que para cada nimero
natural n > 0 se cumple que

/ 2"f(z)dz = 0.
|z|=1

Demuestre que en tal caso z = 0 es una singularidad reparable de f.
Solucion:
Si

b, = /le 2"f(z)dz =0

Por lo tanto f tiene una singularidad reparable en z = 0, pues f(z) = by+b1z+...

24+2-1

46. Halle los residuos de la funcién f(z) = 21 - 1)

con respecto a todos
sus puntos singulares.

Solucion:
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Vemos que los puntos singulares son z = 0 poolo de orden 2 yv z = 1 polo de
orden 1.

Entonces tenemos

) 3 z2+z—1_
Res(f,1) = lim(z — 1)f(2) = lim ——— =1
2, .
Res(f,()):h'rng(fo(z)):limg(z 2 1):O

z—0 az

47. Halle Res(f o ¢,a) si ¢ es analitica en z = a,¢'(a) # 0, y f tiene un polo
simple en w = ¢(a) con residuo A.

Solucién:

Tenemos lo siguiente

A
flw) = w_—M+a0+a—1(w—¢(a))+...
Entonces y
f(o(2)) = 30 —d@ + ag + a1(p(2) — ¢(a)) + ...

donde ¢(z) = ¢(a) + b1(z — a) + ba(z — a)? + ... con by = ¢'(a) # 0.
Asi

A A
o z) = = + ...
(fo@)(z) bl(z—a)(l—i-z—f(z—a)—k...) ¢(a)(z —a)
entonces
Res(f o ¢,a) = A
’ ¢'(a)
48. Evalue
= sen(l)dz
271 |z|=r z .
Solucién:
w?
Sabemos que sinw = w — a1 + ...
Entonces .
1 1 1
sin— = — — — +
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luego
1
Res(sin—,0) =1
z

Por lo tanto

1 1
— sin—dz =1
2T Jip=r 2
49. Evalue )
— 2% dz
27T'L ‘Z|=T
siempre que n > —1.
Solucioén:
w?
e = l+w+ o T
2/ 2 22
e’ = 14+ -+ 55+
z 2122
2221172 2kzn7k
2ne/r = gn 2l + ...
21 n!
2n+1
Entonces Res(2"e?/#,0) =
(n+1)!

50. Sea a € R, a > 1. Calcule
/7T do
. a+cosh
Solucion:

T 1 1 2 1
_.a+cosb =1 (a4 52)iz i Jjsm 22+ 202+ 1

Observamos que 2% +2az + 1= (z+a+ Va2 —1)(z +a— Va2 —1).
Asi

/W ! d@—‘”/ ! _ 2
natcost 2w J L (ztatvVaE—1)(z+a—VaE—1) VaZ-1
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51. Calcule -
/ Trsent dr
oo T2 20+ 2
Solucidn:
Sea f(z) = zz—f—zg—zM en donde 22 +22+2 =0siysélosi z = —1+1iy

z = —1 — i, luego consideramos v = Cr | J[—R, R)].
Entonces

/vf(z)dz: 5 f(z)dz+/];f(m)dm

Notar que fCR f(2)dz — 0 por Lema de Jordan. Por otra parte

/Ldz =2miRes(f,—1+14) = (=1 +i)e "
.

2242242
Entonces
. B e p (L1 iyt
1m —aQr = 7 —1L —1)e
n—oo |_px?+ 21 + 2
Asi - )
X SInx T .
/_OO mdﬂf = E(COS 1 4+ sin 1)
eZ
52 Evaluar \/I;:1 mdz
Solucién:

Vemos que z = 0 es polo de orden 2, z = £3 son polos de orden 1y 22 — 9 =
(z = 3)(z + 3) que no estan en el interior de |z = 1|. Luego

22e? —271

e” 0
————dz =2miR 0) = 2m lim — =
/|zl 22(22 - 9) @ = mwiRes(f,0) = 2mi 00 82(22(22 — 9)) 9

2m
dt .
53. Evaluar / ———— donde a > 1. Ayuda: Hacer z = €.
o a-+cost

Solucién:

A : , 1 1
Sea z = €' entonces 2cost = e + e " = z + —, entonces cost = 5(2 +-)
2

z

A 1
y como dz = ie’dt entonces dt = —dt.
iz
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Por lo tanto

2w 2m
1 2 1 2 1
/ —dt:—./ —1d22—./ ———dz
o a-+cost iJo 2(R2a+z+3) i sz 22+ 202+ 1

Como 2> +2az+1=0% 2z = —a+ va?—1 donde a* — 1 > 0 observamos
que sbélo —a + va? — 1 estd en el interior de |z| = 1. Luego

1 1
Res(——————— 2 )= ———
es(z2+2a2+1 ajL\/f) N
Asi
° ! 2 1 2T
A ———dz = “2miRes(—————, — gy 21
i/z|122+2a7:+1 =T eS<z2+2az+1’ a+‘/a7) ——
0o .2 1
54. Evaluar / x4—+dx.
g T*+1
Solucién:
Vemos que las singularidades son polos simples en z; = eiﬂ/‘l, s 9 = eigﬁ/4,

zg = ™1 2z — 4 = ¢/, Consideremos la curva v = Cr|J[—R, R], entonces
tenemos

Lf(z)dz: CRf(z)dz+/Zf(x)dx

donde
f(2)dz = 2miRes(f,e™*) + 2miRes(f, /%) = 7v/2
¥
y por Lema de Jordan

(2)dz — 0
Cr
Entonces ~ 2
/ T dr = /2
|

Como el argumento es una funciéon par entonces podemos escribir

/Ooxz—i—ld ™2
0

x4+1x 2

55. Halle el nimero de raices de la ecuacién z* —8z+10 = 0 que se encuentran
en el anillo 1 < |z] < 3.
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Solucion:

a) f(z) +g(z) = 2 =82+ 10 con f(z) = 2* — 8z y g(z) = 10, entonces
|f(2)] <9< 10=|g(2)| en |z| = 1. Por lo tanto no tiene raices en |z| < 1.

b) f(z) + g(2) = 2* =82+ 10 con f(z) = —82+ 10 y g(z) = 2, entonces
|f(2)] < 8|z] +10 = 34 < 3* = |g(2)] en |z| = 3. Por lo tanto tiene 4 raices en
|z| < 3.

De lo anterior vemos que z* — 8z + 10 tiene 4 rafces en 1 < |z| < 3

56. Sea f una funcién analitica en el semiplano superior H = {z € C :
Im(z) > 0} y tendiente a cero cuando z — oo para z perteneciente a HT.
Demuestre que para cada z = x + iy € H se tiene

f(z):y/oo Ldt

T ) o (t—2)2+ 12
Ayuda:

Demuestre que

Cmi ) (2 —2)
y que
1 o0
211 J_o (. —2)
Solucioén:

Por férmula de Cauchy en el camino v(t) =t con —oo < t < oo se tiene que

1 f(w)

omi 5 (w—2)

Akjglf““:/2<;?;dx

A fin de ver lo pedido, restamos y obtenemos

dw = f(z)siz € H 0sizH"

Y notamos que

mwijf<1 s

- 2mi infty (t - Z) (t - E)

donde

1 1 2—Z iy
( - )= =

(t—z) (t—2) C—tz—tz+]z]? —-2tx+22+y>?
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con z=x+1iyy z=x— 1y Por lo tanto

f(z)zl/_“’ yft)

T ) o (t—1)2+ 12

Luego si u(z) = Ref(z), esto es , u(x,y) = Ref(x,y) entonces f(t) = f(t,0) =

u(t,0). Asi
( >—1/°° v (t,0)dt
BSCR IR TR R R

Ademas u(x,y) — 0 cuando (z,y) — oo

57. Evaluar -
/ Mdm a > 0.

2 27
o TPt a

Solucioén:
i

Usamos que f(z) = y las singularidades son z = +ia donde sdlo ia € €2

22 + a?
(© semicircunferencia de radio a sobre el eje real).

Por lo tanto
(z —ia)ez

/f(z)dz = 2miRes(f,ia) = 2mi lim _Ta
y

z—ia (z —ia)(z +ia) a

y por el otro lado

*  cosx *® sinx e’
dz = ——dx +1 ——dx + —d
/vf(Z)Z /_oo$2+a2x Z/_OOxQ—l—an LR22+G2Z

58. Sea w una raiz n-ésima de la unidad (i.e w" = 1y w! # 1, j =
1,2,..(n—1))
n—1
i)Encuentre Z w
j=0
n—1
ii)Encuentre Z(] + +1)w’
=0
Solucion
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n—1
. 1 —w”
Zuﬂ:l—l—w—i—...—i—w“_l: i
= 1—w
vaquew # 1y w" =1
i)
n—1
Z(j + Dw’ =1+ 2w+ 3w? + ..nw"™"
=0

Notar que (1 + 2w + 3w? + ..nw" ) (1 —w) =1+ w + .. w" ' + nw"
Luego

v O+ w+ ") w0+ nw” n

1+2 nw"”
Taw 1—w 1—w 1—w

z

59. Sea f : C — D definida por f(z) = papl
z

donde D :={z: |z| < 1}

0
i)Encuentre ——

0z

0
ii)Encuentre a—JZC

Solucién:
i)
z
Z) = ———
o=z
Entonces 5
af _ —=2()
0z (14 2])?
Ahora
|2|* = 2z
entonces
2022 (|2)) = »
0z n
asi
z
£(|Z|) = M
Por lo tanto ,
of Pl —22

0z (L+ )2 221 + [2))2
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ii)
of 1A+ zl) — 25 (l2])

0z (14 |z])2
pero
12> = 2z
entonces
0
2IZI—(IZI) =
asi 9 _
z
&(|Z|) = M
Por lo tanto
of 24|z

8z 2(1+]z))2

60. Encuentre los valores de z para los cuales es convergente la serie

> z
> ()"
—~ 14+ 2
Solucioén:
Sea w = entonces

+z

Zl+z Zw

z
que converge sélo si |w| < 1. Luego la serie pedida converge sélo si | 1| <1
b
61. Si |z| = 1, demuestre que |= Zi |=1cona,beC
z

Solucion
Como |z| = 1, entonces 2z = 1y 2z = (). Luego

az+b  az+b
bz+a (b+7za)z

asi tendremos

|az+b|_|a2—|—b 1 |az—|—b _laz+b|  laz+b]
br+a az+b 2] az+b  Jaz+b| |az+D]
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62. Sean 7o, : [0,1] — C dos curvas cerradas de clase C' y z € C tal que

0(t) = @) < |z =)
para cada t € [0, 1]. Demuestre que Ind,,(z) = Ind., (z).

Ayuda:Considere la curva
mn(t) -z
Y =202
Yo(t) —
con t € [0,1] y compruebe que la trayectoria estd contenida en D(1,1) := {z €
C:lz—1] <1}
Solucién:

Notemos que z ¢ Traza(vy) |JTraza(y1), por lo tanto Ind,,(z) y Ind,, (z) estan
bien definidos. Tambien vemos que ¢ es de clase C' y cerrada pues (1) = v(0).

Observemos que

Iv(t)—1|:yM_1|:M<1
’Yo(t) -z "Yo(lf) — Zl
luego Traza(y) C D(1,1) y por propiedades de Indice concluimos que Ind,(0) =
0.
Asi

_ L1000 —me -,
tJo z)

2mi (7a(t) )( o(t) =
1 / 1 /
2mi Jo m(t) — =z 270 Jo Yo(t) — 2
= Indy, () — Indyys)

63. Sea « la frontera del cuadrado encerrado por las cuatro rectas z = +2 e
y = £2. Calcule:

oS 2
i d
l)[y22+8 z

z
y ;
1I)L2z+1 :
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h
i) / R
’Y ya

Solucién:

i) Vemos que “PZ s analitica en C \ {—2V/2,2v/2}, por lo tanto es holomorfa

22 +8

en (), y asi / CQOSZ dz = 0 por el Teorema de Cauchy.
52+ 8

ii) Vemos que es analitica en C\ {—1/2}, luego por la férmula integral de

z 1 z -7
dz:—/ Tdz =
/7224—1 2 v 2+ 5 2

iii) Usnado la férmula integral de Cauchy para la tercera derivada tenemos

z
2z +1
Cauchy tenemos

z = = —sinh(0) =0

/ cosh z g 2711 O3 (cosh z)  mi
y 2t 3! 023 3

64. Sea f analitica. Suponga que Ref es constante. Demuestre que f es con-
stante.

Solucion:
f =wu+ v y por definiciéon u es constante.

Si f es analitica entonces

ou _ou
or Oy
y
Ou _ —0v
oy  Ox
ov v
Porlotantoa—y—Oy%—O.

Asi v es constante y entonces f es constante.

d
65. Evaluar 4
v V7

i) en el semicirculo z =1, y > 1, Vi=1
ii)en el semicirculo |z| =1,y > 1, /1= —1

Solucion:
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i) v(t) = e con 0 < t < 7, entonces

T - it ™
/ eyt = z/ e2dt = 2(e™/? — 1) = —2(1 — i)
0o € 0

ii)y(t) = €' con 0 < t < 7, entonces

T Z'ez’t Z s it/2 . ‘

66. Evaluar lﬁdz si:

1)El punto z = 0 estd en el interior y el punto z = 1 estd en el exterior de
la curva ~

ii)El punto z = 1 estd en el interior y el punto z = 0 esta en el exterior de
la curva ~

iii) Los puntos z =0y z = 1 estdn en el interior de la curva ~y

Solucién:

1 1
7w | 1= = 50) =1
con f(z) = a i E
ii)
1 1 1., —e
3t | o P = g =
con f(z) = _:z
iii)
1 e? 1 —e*
% . mdz = 2_7'[‘2 . mdz = RGS(f, 0) + RGS(f, 1)
donde .
, —e
ReS(f, O) = ili}l’(l)m =1
Yy
1 02 e —e

Res(f.1) = =55~ V') =
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67. Sea f analitica en D. Suponga que |f(z)| < 1 si |z| < 1. Demuestre que

IF/(0)] < 1.
Obs.D:={z€C: |z < 1}.

Solucién:

con y(t) = re’ y 0 <t < 27.

Entonces
1 1 2m it ) 1 2 it
f(0) = 5= f(w) dw = — f(?"e' )Tie’tdt = —/ f(?“g )dt
2mi ), w? 2mi J,  r2e?t 2w Jo  rett
Luego
1 2 it 1 2w 1
7/(0)] < —/ e g < / dt = -
2 J, r 2mr Jo r

para todo r < 1.
Entonces |f/(0)| < 1 cuando r — 1—

68. Suponga que f es entera y que existen M > 0, R > 0,n > 1 tales que
[f(2)] < M[2|",

para |z| > R. Demuestre que f es un polinomio de grado < n.

Solucién:
() (0
Como f(z) = Z fT'()z” y

K'M (r
|f(k)(0>’ < rk()

< KIMrm* =0

cuando (n — k) <0y donde M(r) = maz|,=.| f(2)| < Mr"™ parar > R.

Por lo tanto f es un polinomio de grado a lo mas n
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69. Sea f : C — C una funcion entera. Suponga que existe constante positiva
M tal que

()] < M[2|"?
para cada z € C. Demuestre que f es constante.
Solucion:

Sea 0 < r. Si |z| <7, entonces |f(z)] < Mrl/2.

Luego por la Desigualdad de Cauchy

con M(r) = max,—|f(z)| < Mrt/2,
Entonces \
. n!
|F(0)] < ey — 0

para todo n > 1.

Asf f(™(0) = 0 para todo n > 1, por lo tanto f es constante.

6.2. Ejercicios propuestos

1. Resuelva la ecuacion:

= _ n—1
Z=2z
donde n # 2 es un nimero natural.

2. Demuestre la siguiente desigualdad:
— 1 < Jarg(z)].

(ayuda: Use el hecho que: 1 — cosf < 62/2)

3. Demuestre que:

lz+w)P+]z—w|>=2(z+|wl|?).

4. Hallar todas las soluciones de (z — )3 = —1.

5. Hallar (1 +4)'2.
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6. Determinar la imagen de la banda Q := {(z,y) e R* : 2 >0, 0 <y < 1}
bajo la transformacién

() = 2 2 e OO}, 2=z +iy,

representando geométricamente tanto la banda como la imagen.

7. Hallar una transformaciéon de Mobius que transforme la circunferencia
|z| =1 en la recta I'm(z) = 0.

8. Hallar la imagen de la recta 4y = 1 mediante la transformacion de Mobius

z+1
z—1

w =

9. Hallar las partes real e imaginaria de z*.

10. Demostrar que
[Im(1—z+2°| <3

si|z] < 1.
11. Demostrar que si z # 1 es una raiz n-ésima de la unidad, entonces

—_

3

2 =0.
0

i

12. Determinar la imagen del cuadrante > 1, y > 0 por la inversién

1
f(z) = P e C\{0}, z==x+1y.
13. Determinense todos los polinomios armonicos de la forma
u(z,y) = ax® + b’y + cxy® + dy?,

donde a,b,c,d € R. Calcule una funcién v(z,y) para la que la funcién f(z)
definida por

f(z) = u(z,y) +iv(z,y)
sea analitica en C.
14. Sea 2 C C un abierto simétrico respecto del eje real. Demostrar que
f:Q — C es analitica si y sélo si la funcién g : Q — C definida por g(z) := f(Z)

es analitica. L . . .
15. Expresar la funcién inversa w = sen™'(z) por medio de un logaritmo.

16. Hallar la imagen del triangulo rectangulo —z < y < x; 0 < £ < 1 medi-
ante la transformacién w = 22.

17. Hallar una transformacién de Mobius que deje 1 e ¢ fijos y lleve 0 a —1.
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18. Sea u una funciéon armonica. Una funcién v tal que f = u+ v es analitica
se llama funcién armoénica conjugada de u. Halle una funcién armoénica conjugada

Ty
de U(SE, 'y) = m
19. Hallar las partes real e imaginaria de z*.
20.Halle la imagen del circulo |z| = 1 bajo la transformacién T'(z) = ﬁ
—z

Solucién: .
Podemos escribir:

|zl =1=2z=¢"

Asi tendremos
i0 i0

T(e") = (12 (1— 2601 ¢20)  2(cos(d) — 1) :

con

1

+ 22

21. Explique por que la serie de Taylor > 7 (—1)"z*" de la funcién real 7

converge para |r| < 1 pero diverge para z = 1, atin cuando es infinita-

+ 2
mente derivable para todo valor de .

22. Hallar la imagen de la circunferencia |z — 1| = 1 mediante la inversién.

23. Determinar la imagen de la banda Q := {(z,y) e R* : 2 >0, 0 <y < 1}
bajo la transformacién

f@):é, 2 e OO}, 2=z 4y,

representando tanto la banda como la imagen.

24. Hallar una transformacion de Mobius que transforme la circunferencia
|z| =1 en la recta Im(z) = 0.

25. Demuestre que la funcién

f(z) = z€,
no es analitica.

26. Utilizando las ecuaciones de Cauchy-Riemann, demuestre que la funcion

f(z) = z¢,

no es analitica.
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27. Sea f(z) = 2* + iy?. Determine donde f'(z) existe y halle su valor.

28. Demuéstre que la funcién u(z,y) = coshysinz es arménica en el plano y
construya otra funcién armoénica v(z,y) para la que

f(2) =ul(z,y) +iv(z,y), z2=1z+1y

sea analitica en C.

29. Calcule /(:U —y +iy?*)dz si v es el segmento de recta que une 0 a 1 + i.
gl

30. Justifique porque f(z) = v/22 — 1 puede definirse de modo que sea analitica
en Cualqilier dominio simplemente conexo dado, que no contenga los puntos z = 1
y z=—1.

22

1dz donde v es el rectangulo limitado por z = 0, x = 3,

31. Calcule /

v* T
y=—-ley=1.
1
32. Calcule / - —; dz, donde v es el circulo de centro 0 y radio 2.
L (2=1)3(z—4)

33. a) Encuentre a, b, c,d € R tales que el polinomio
u(z,y) = ax® + ba*y + coy® + dy?

sea una funcion armonica.

b) Encuentre una funcién v(z,y) tal la que la funcién f(z) definida por
f(z2) =u(z,y) +iv(z,y),  z=z+iy,

sea analitica en cada punto de C.

34. Sea €2 un abierto simétrico con respecto del eje real. Demuestre que f es
analitica en € si y s6lo si la funcién g definida como

es analitica en ().

35. Determine el conjunto de todos los puntos del plano donde cada una de las
siguientes funciones es analitica, calculando ademés las derivadas en esos puntos.
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36. Aplicando la definicién de derivada, demuestre que, si f(z) = Re(z), en-
tonces f’(z) no existe en ningin punto.

37. Demuestre que arcsen(z) = —ilnliz + (1 — 22)/?], y encuentre una expre-
sién andloga para arccos(z).

38. Sea a < b. Determinar la imagen del rectangulo
Q = [a,b] X [—m, 7]
bajo la accién de la funciéon exponencial.

39. Resuelva la ecuacién e = 1 + v/3i.
40. Calcule (1 — )%
41. Demuestre que In(1+ )% = 2in(1 + 7).

42. Determine el desarrollo en serie de potencias (Taylor) centrado en cero de

la funcién .

(=2

donde n > 1 es un numero natural arbitrario.

, |z| <1,

f(z) =

43. Suponiendo que R > 0 es el radio de convergencia de la serie Y a,2",
determinar el radio de convergencia de cada una de las siguientes series:

a) ZZO:O asz”
b) fo’:o an2*"

0 n2
donde k£ > 1 es un numero natural.

44. Demuestre que existe una tnica funcién u(z) definida por una serie

con radio de convergencia positivo tal que u(0) = 2 y, para cada z € C,

u'(z) = u(z) — 1.

45. Demuestre que

/ dz -1 .
— = —T.
z)=1 22 sinh 2 3
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46. Si f entera y —————— < M para cierto k. Entonces f es un polinomio de

grado a lo més k.

47. Sean 2 C C abierto, z € Q, R > 0 tal que Dg(z) C Q y f analitica.
Demuestre que para cada niimero natural n > 0 se verifica la siguiente identidad:

/ : f(w) duw — f(")(w)dw'
lw—z|=r \W

—dw = —
—z)nt n! Jjw_sjer W — 2

48. Clasifique todas las singularidades de la funcion

(2> = D(z = 2)°
sen3(rz)

f(z) =

49. Sea () abierto conexo y f analitica no constante y sin ceros en (). De-
muestre que |f| no tiene minimos locales en (el interior de) €.

50. Calcule el ntimero de raices del polinomio 2®—42°+22—1 en el disco |z| < 1.

51. Calcule el valor de la integral

eiz
dz.
/z|:2 2’2 + 1

52. Sea () un abierto conexo y f analitica en  tal que

f) cQy f(z) = f(f(2))

para cada z € ). Demuestre que para cada z € {) se cumple

fz) ==

a menos que f sea constante.

53. Sea 2 un subconjunto abierto del plano complejo y sea f : 2 — C una
funcién analitica. Suponga que existe zp € €2 tal que |f(z0)| < |f(2)| para cada
z € ). Demuestre que ya sea f(z9) = 0 o bien f es constante.

54. Sea f : C — C una funcién entera y no constante. Demuestre que f(C) es
denso en C .

55. Sea f : C — C una funcion entera. Suponga que existen constantes posi-
tivas A, B y k tales que

[f(2)] < A+ Bl2[*
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para cada z € C. Demuestre que f es un polinomio.
56. Clasifique todas las singularidades de la funciéon

(= 1)(z - 2
sen3(mz)

f(z) =

En particular, determine el dominio donde f es holomorfa.
57. Sea f analitica en (0, 1). Suponga que |f(z)| < 1si |z|] < 1. Demuestre
que |f(0)| < 1.

2241 9

58. Calcule / dz; ~(t) = re”; 0 <t < 27 para cada valor posible

5 2(2% 4 4)
de r en los siguientes casos:
a) 0 <r<2;

b) 2 <r < 0.

1
59. Halle y clasifique los puntos singulares de la funcién f(z) = sin(;) + =

60. Sea y(t) =1 +¢€¥?; 0 <0 < 2r. Hallar /(

il )'dz; n>1
-1

Z_

2241 9

61. Calcule [ymdz; v(t) =re
der:0<r<2; 2<r<oo.

; 0 <t < 2m para cada valor posible

62. (2 puntos) Sea « el camino [1,4] y o el camino [1,1 + i, ]. Calcule f7 fy
[ f con f(z) = |z|

SR 0o _ 9\
63. Sean f(z) = Z % y g(z) =im + Z(—l)”% Observe que ambas
n=1 n=1

series de potencia no tienen dominio de convergencia en comun. Sin embargo:

(i) Demuestre que la funcién g(z) es continuacién analitica de la funcién f(z).
64. Sea f analitica en un dominio acotado por una curva cerrada simple C' que
contiene al origen. Demuestre que para cualquier eleccién de la rama de Ln(z) se

tiene:
1
271

(Lf@ﬂﬂdw=f@®—ﬂ®,

donde zj es el punto de partida de la integracion.

65. Determine el desarrollo en serie de potencias (Taylor) centrado en cero de
la funcién |

=2

donde n > 1 es un numero natural arbitrario.

f(z) =

, |z < 1,
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o0

66. Demuestre que / e~ cosxdr = ety/m.

—00
[e.9]

Sugerencia: Recuerde que / e dy = \/7 v considere el camino de la figura
—00
siguiente
67. Escriba el desarrollo en serie de Laurent de la funcién

f(z) =

z
(z—1)(z—3)
en la regién 0 < |z — 1

| <2
. |/ (2)]

68. S t
i f enteray 15 [2fF

< M para cierto k. Entonces f es un polinomio de

grado a lo mas k.
69. Encuentre el desarrollo en serie de Laurent de la funcion

()= ——
2) = ——
J 2(z+ R)
en 0 < |z| < R.
70. Determinar y clasificar todas las singularidades de la funcién:

(22 —1)(z—2)3
sen3(rz)

f(z) =

71. Calcule / L

|zj=6 1 — cosz

~__ o).

/ eiz p
zZ.
o=z 2% + 1

2 2
74, Evaltie / sen(mz?) + cos(mz?)
=3 (2—1)(z—2)

72. Calcule Res( <

— cosz’
73. Calcule la integral:

1 ezt
75. Evalie — dz.
211 |z|=3 22<22 + 2z + 2)
76. Sea C una elipse con ecuacién 922 + y? = 9 orientada positivamente.

Calcule

ze™ o/
/0(24_16—1—ze /#)dz.
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77. Suponga que f es una funcién analitica en todo punto de C. Demuestre
que

para cada r > 0, donde M (r) = 1|rnéux |f(2)]

78. Sea f analitica en un abierto 2. Sea zy € ) y suponga que existe r > 0
tal que {z : |z — 20| <7} C Q. Demuestre que

27
f(20) = %/0 f(z0 + 7€) db.

79. (2 puntos) Demuestre que arcsen(z) = —iln[iz 4 (1 — 22)'/?], y encuentre
una expresién analoga para arccos(z).

80. Resuelva la ecuacién e = 1 + +/3i.
81. Calcule (1 —4)%.

82. Demuestre que (n(1+ i) = 2in(1 + 7).
83. Sea f analitica en todo punto de C y acotada, esto es: existe M > 0 tal

que
lf(z)]<M zeC.
Demuestre que f es constante. (Ayuda: Use el problema 1)

84. Sea f analitica en un abierto (). Sea 2y € () y suponga que existe r > 0
tal que {z : |z — 20| <7} C Q. Demuestre que

1 2

f(z) = o, f(z0 + 7€) db.

85. Determinar y clasificar todas las singularidades de la funcién:

(2= 1)z~ 2)’
send(mz)

f(z) =

86. Calcule / dz

¢ 1 —cosz’
|z|=6
87. Demuestre que todas las raices de z” — 523+ 12 = 0 estdn entre los circulos
2] =1y |2] = 2.

eZ
88. Evalte ———dz.
/|Z|:4 (22 + 72)2
o 1
89. Demuestre que /_OO xflen—%dx =7(l— E)
6iz

dz en un camino apropiado.

Sugerencia: Calcule /C m
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90. Verdadero o Falso: Existe una funcién analitica en z = 0 y que toma los

1
siguientes valores en los puntos z = —(n = 1,2, ...).
n

. 1 1 1 1

1) 0’570’1’0’67 .,O,%....,
111111 1 1

i) =, =, -, =, =, = ?

1
91. Calcule / et dz, donde 7 es el circulo de centro 0 y radio 2.
G —4)

92. Sea y > 0. Demuestre que para cada x > 0 se tiene
oo efisx T
/ ﬁdS = —efm.
oo St t

93. Sean a,b € R tales que a > 0 y b > 0. Demuestre que

* 2?2 — b? sen(ax) 1
de = 7m(e”™ — ).
/0 24+ v =mle 2)

94. Demuestre que

95. Demuestre que

96. Demuestre que

/27r d‘g B 5_7T
o (5—3sen(0))? 32

97. Demuestre que

/mmdxzzem, m >0,
g x¢+1 2

98. Demuestre que

> cosh(ax) T
——dr = ——— dond 1.
/0 cosh(z) v 2cos(ma/2)’ onde Jaf <
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99. Sea f : C — C continua, y holomorfa en C\[—1,1]. Demuestre que f es
analitica en C (esto es, entera).
Ayuda: Use el teorema de Morera.

/ eiz p
zZ.
o=z 2% + 1

101. Encuentre el desarrollo en serie de Laurent de la funcién

1
9(z) = m

100. Calcule la integral:

en 0 < |z| < R.

102. Calcule
/ RS
ej=z sen?(z)

/27r d@
o 1+sin?6

Ayuda: Considere la integral como una integral de linea en la circunferencia
|z| = 1, aplicando luego el teorema de residuos.

104. Calcule * sin(az)
T smiax
/_oo mdl’, a > 0.

/OOO %dz.

o

103. Calcule

105. Calcule

Ayuda: Calcule la integral de 5 para 0 < a <1 en un contorno adecuado,

(<2

o0
x
para obtener el valor de / mdx. Luego, derive con respecto a a y tome
0 x

el limite cuando o — 0.

106. Sea €2 una region acotada del plano complejo con frontera ~ orientada
positivamente y suponga que f(z) es una funcién analitica en 2 excepto por polos
simples en aq, as, ..., a,. Sea g(z) una funcién analitica en 2. Demuestre que

L/f(z)g(z)dz = gla)Res(f; ax)

2m
k=1
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107. Evaluar

2w
/ cos(36) a0
o D —4cos(0)

108. Calcule

/27r d@
o 14sin?6

Ayuda: Ponga z = cos(f) + isin(f) y considere la integral como una integral de

1 1
linea en la circunferencia |z| = 1. Use que sin(#) = 2—(2 — —) y df = —dz, apli-
i 2 iz

cando luego el teorema de residuos.



