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Capitulo 1

Introduccion

El enfoque matematico ha funcionado maravillosamente bien para la fisica, pero ;qué hay de
la biologia? La matematica es la ciencia de la estructura y las pautas, en los ultimos siglos
se han descubierto modos en los que esta ciencia informa sobre la estructura profunda de la
vida.

En el afio 1917, en Inglaterra, se publica el libro “Sobre el Crecimiento y la Forma”
del autor D’Arcy Wentworth Thompson, un experto zo6logo con un importante gusto por la

matematica, quién postula:

El mundo orgdnico es tan matemdtico como el mundo inorgdnico, la base matemdtica de

los seres vivos, sin embargo, es mds sutil, mds flexible y esta profundamente oculta.

Si bien dicho texto esta bien considerado en muchos circulos, nunca lo ha estado en la
corriente principal de la biologia, esto debido a que las historias matematicas no encajaban
cuando se contrastaba con la evidencia directa de los laboratorios. Sin embargo, es posible
mencionar diversas situaciones en este ambito. Por ejemplo, para las criaturas vivas, el punto
de partida es la célula: una mintuscula mota de protoplasma contenida dentro de una delgada
membrana, pero de una estructura especializada y compleja. Una célula puede dividirse en
dos, formando cada mitad una nueva célula completa capaz de reproducirse de nuevo y asi
indefinidamente. “Las células se multiplican dividiéndose” jSuena a matematica? La forma
de una célula antes, durante y después de la reproduccién es matematica: un circulo, un corte
transversal, en el circulo aparece una cintura que se estrecha, se estrangula en una figura en
forma de ocho y se rompe para crear dos circulos.

Otro ejemplo, es la naturaleza matemdtica del reino vegetal. La notable geometria y
numerologia de las plantas, la disposicion de sus hojas a lo largo del tallo, las figuras espirales
formadas en las semillas y el nimero de pétalos.

Mencionemos también, en nuestro organismo, la molécula de hemoglobina, que recoge

el oxigeno de los pulmones, lo lleva al torrente sanguineo y lo libera donde es necesario.



Esta funcién, depende de la forma precisa de la molécula, de su geometria tridimensional.
La forma es una consecuencia de leyes de la fisica y la quimica que se expresan a través
de la matematica. El lector puede encontrar una vision mas extensa de variadas relaciones
biol6gica-matematica en [9)].

En este texto, estamos interesados en mostrar aplicaciones simples de matematica ele-
mental en diversas dreas de las ciencias naturales, en especial estd dirigido a estudiantes en
el area de la salud y la biologia. En un curso tradicional de calculo, los estudiantes de estas
areas no ven claramente porqué el contenido es relevante en su educacién, trataremos de
mostrarles como el calculo puede ayudar a entender fenémenos de la naturaleza.

Aqui nuestro objetivo es doble. Primero, proporcionar herramientas teéricas de matema-
tica elemental, conceptos abstractos tratados con lenguaje simple que permitan al lector un
facil manejo del célculo. Segundo, aplicar los recursos anteriores para resolver problemas
cotidianos, modelar algunas situaciones, predecir y concluir, especialmente problemas rela-
cionados con seres vivos.

Es poco lo que se puede aprender con sélo mirar friamente la teoria abstracta, ya sea
fisica, quimica o matemadtica, debemos darle un sentido a las formulaciones de la ciencia,
necesitamos una mejor comprensién de como utilizar sus principios. Es fundamental buscar
una interaccion con nuestra realidad, con nuestros cambios, con la evolucién y la dinamica
de las diversas situaciones que nos rodean.

Si bien, los temas tratados aqui no permitiran resolver problemas de divulgacion cientifica,
esperamos motivar al estudiante a investigar sobre la matematica actual -la nueva, vital y

creativa matematica- nacida de la necesidad de comprender las pautas del mundo vivo.

En el capitulo 2, se resumen herramientas bésicas de ntimeros reales que permiten resolver
problemas principalmente de desigualdades. Se estudian aplicaciones en el area de la biologia
y la medicina.

En el capitulo 3, se trata el tépico de funciones. Se resaltan sus propiedades graficas
e importancia biolégica de funciones exponenciales y logaritmicas. Se desarrollan variados
problemas précticos.

En el capitulo 4, se estudian funciones trigonométricas. Se ocupan estos conceptos para
describir curvas que representan, por ejemplo, niveles de respiracién, electrocardiogramas,
situaciones experimentales.

En el capitulo 5, los limites y la continuidad son conceptos clave para entender la parte
conceptual del calculo. Se da una visién intuitiva y también formal de limites asi como
algunas aplicaciones.

En el capitulo 6, se presenta la definicién formal de derivadas y su interpretacién geomé-
trica. Se consideran reglas de deivacién. En una primera parte de este capitulo se da énfasis
al calculo directo de derivadas y posteriormente aplicamos esto a problemas de optimizacion.

También se trata el concepto de derivada desde el punto de vista fisico, como razén de cambio



y sus importantes aplicaciones.
En el capitulo 7, se ve el concepto de integral indefinida. Se proporcionan dos técnicas

de integraciéon y algunas aplicaciones tradicionales.

Finalmente, agradezco las revisiones y aporte de material para este texto, de los profe-
sores Héctor Aguilera (Universidad Andrés Bello), Carlos Lizama (Universidad de Santiago
de Chile), Sergio Plaza (Universidad de Santiago de Chile).

Verénica Poblete
Universidad de Santiago de Chile

vpoblete@lauca.usach.cl



Capitulo 2

Numeros Reales

2.1 Axiomas y Propiedades

Esta seccion esta diseiada a modo de ofrecer un breve repaso sobre algunos conceptos bésicos.
Comenzaremos estudiando propiedades de los nimeros reales, y en las proximas secciones

aplicaremos este desarrollo tedrico.

Aceptaremos la existencia de un conjunto llamado conjunto de nimeros reales y denotado
por R. Los ntimeros reales se emplean en todas las areas de la matemaética y sus aplicaciones.

Sobre R se define una relacion de igualdad que verifica las siguientes propiedades

e Para todo a € R se tiene a = a. (Refleja)
e Para todo a,b € R si a = b entonces b = a. (Simétrica)

e Para todo a,b,c € R sia=0by b= centonces a = c. (Transitiva)

Ademas el conjunto de los niimeros reales es cerrado respecto a las operaciones de adicion
o suma (denotada por +) y multiplicacién o producto (denotada por -). Esto significa que
dados dos numeros reales cualesquiera, la suma y la multiplicacién de ellos es también un
nimero real. Estas operaciones satisfacen las siguientes propiedades, llamadas Axiomas de

Cuerpo. Dados a,b y ¢ nimeros reales arbitrarios, se verifican

e Conmutatividad a+b=b+a, a-b=b-a

Asociatividad a+(b+c)=(a+b)+c¢, a-(b-¢c)=(a-b)-c

Elemento Neutro o Identidad a+0=a, a-1=a

Elemento Inverso a+(—a)=0, a-at=1si a#0

Distributividad a-(b+c)=a-b+a-c



Note que 0 no tiene inverso multiplicativo ya que no existe un nimero que multiplicado

por cero dé uno.
A partir de la suma, se define la resta
a—b=a+(-b).
En forma semejante, se define la divisién en términos de la multiplicacion, para b €
R, b #0,
a+b=a-b"1.

a 1
Es comtn denotar la divisién por 7 de donde, si b # 0 tenemos b~ ! = b

A continuacién se listan algunas importantes propiedades validas en los nimeros reales.
La demostracion de ellas, son consecuencia de los axiomas de cuerpo. Para a, b, cy d nimeros

reales arbitrarios se verifican
e a-0=0
e a=bsiysélosiat+c=b+c
e Sic#0, setiene a=bsiysdlosi a-c=b-c
e a-b=0siysélosia=00b=0
e —(—a)=a
e —(a+b)=—-a—b
e —(a-b)=(—a)-b=a-(-Db)

e Para a#0 se tiene (a7 !)"! =a

e Para a#0,b#0 setiene (a-b)"! =a ! b1
a ¢ ad=xbc a ¢ ac
P i -+ - = — ==
° arabaéO,d#Osetleneb pi o Y 33" bd
d
Si ademds ¢ # 0, entonces %:222—6

Una aplicacién importante de la axiomatica en R es encontrar soluciones de ecuaciones.

Consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1 Un farmacéutico debe preparar 15 ml de unas gotas para los ojos para un
paciente con glaucoma. La solucidn de las gotas debe contener 2% de un ingrediente activo,
pero el farmacéutico sélo tiene una solucion al 10% y otra al 1% en su almacén ;Qué cantidad

de cada tipo de solucion debe usar para preparar la receta?



Solucion. Sean V; : volumen de la i—ésima solucién (en este caso ¢ = 1,2) y C; :

concentracion del i—ésimo ingrediente.

Si queremos que la mezcla final tenga un volumen V' y una concentraciéon C, debemos

tener

VC=ViCi+W(Cy v V=Vi+V

Reemplazando los datos de nuestro problema, obtenemos

15-0.02=V101+V,001 y 15=Vi+W

De esto, 0.3 = 0.1V} + 0.01 (15 — V1), y despejando obtenemos el valor V; = 1.667ml y
Vo = 13.333. Luego, para preparar 15ml de gotas al 2% debemos utilizar 1.667ml de solucién

al 10% y 13.333ml de solucién al 1%.
]

2.2 Axiomas de Orden e Inecuaciones

Aceptaremos la existencia de un subconjunto de los nimeros reales llamado conjunto de
niimeros reales positivos y denotado por R*. En este conjunto la suma y la multiplicacién de

reales positivos es también un nimero real positivo y se cumple la siguiente afirmacion.
Dado a € R, se verifica s6lo una de las siguientes propiedades
(i) aeR"
(i) a=0
(i) —a € RT
Durante muchos anos el algebra se ha ocupado principalmente de la soluciéon de ecua-

ciones. Recientemente, el estudio de las desigualdades ha alcanzado el mismo nivel de im-

portancia debido a sus variadas aplicaciones. Tenemos la siguiente definiciéon

Dados a,b € R diremos que a es menor que b, que se anota por a < b, si b—a € RT.



Suponga que a,b € R. Se verifica sélo una de las siguientes afirmaciones
(i) a<bd
(i) a=0b
(iii)) b < a.

En particular, si ponemos a € Ry b = 0 en la afirmacién anterior, obtenemos una de las

siguientes alternativas
(i) a<0
(i) a=0
(iii)) 0<a.
Los nimeros reales que verifican a < 0 son llamados numeros reales negativos y se

anotan R™. De esta forma tenemos un orden en los niimeros reales, representados en una

recta numérica

a<0 a>0

La afirmacion a < b, nos dice que, en la recta a se encuentra a la izquierda de b. La
afirmacién a = b nos indica que a y b coinciden. Por otra parte, si a se encuentra a la derecha
de b, decimos que a es mayor que b, escribiendo a > b, los enunciados a > by b < a significan
lo mismo.

El simbolo a < b nos indica que a es menor o igual a b. Anédlogamente, a > b nos dice
que a es mayor o igual a b. Las desigualdades, verifican las siguientes propiedades. Sean

a,b,c € R entonces
e a2>0
o a<bssiysélosi a+c<b+c
e Sic>0,tenemosa<b siysolosi a-c<b-c
e Sic<0,tenemos a <b siysélosi a-c>b-c
e a-b>0siysdlosi (a=0y b>0) 6 (a<0 y b<0)
e a-b<0 siysélosi (a=20y b<0) 6 (a<0 y b=0)

e SiO<a<byn>0, entonces a” <" y Va< Vb



Sean a y b ntimeros reales con a < b. Los siguientes subconjuntos de R son llamados

intervalos.
[a, b)) ={z€R : a<az<b} N o
a b
lJa,b[={x€eR : a<z<b} o
a b
[a,b[={x€eR : a<z<b} o
a b
Ja,b) ={z€R : a<ax<b} o
a b
[a,+c[={z€R : a<a} o
a
la,4+x[={z€R : a<z}
a
]—occ,b)={ze€R : z<b} o
b
] —oc0,b[={zeR : z<b} ?

Usaremos estas representaciones de conjuntos para escribir las soluciones de inecuaciones.
Definicion 2.2 Una inecuacion es una desigualdad en la que aparecen una o mds incognitas.

En esta seccién, estamos interesados en buscar soluciones de inecuaciones con sélo una

incognita.

Ejemplo 2.3 La concentracion de cierto calmante suministrado mediante suero, varia en su

efectividad en el tiempo segun la expresion

C =1t>—2t+5,

donde C' se mide en miligramos por litro y el tiempo t en horas. Se determind que el calmante
no produce danos colaterales y es efectivo si la concentracion es de por lo menos 8 miligramos

por litro y a lo mds 13 miligramos por litro ;Durante cudnto tiempo es efectivo el calmante?

Solucion. De acuerdo a los datos aportados por el planteo del problema, para tener
efectividad del calmante debemos tener que 8 < t2 — 2t +5 < 13. De esto se desprende que
hay que encontar la soluciéon de 8 < t2—92t+5 y 2 —92t+5<13.

Resolvemos primero 8 < t? — 2t + 5. Comparando con cero, se tiene

0<t? =2t —3=(t+1)(t —3).



Construimos una tabla que resume los signos de las expresiones t +1,¢t—3 y (t+1)(t —3)

en los intervalos | — oo, —1[, | — 1,3[ y |3, 4o0[, como sigue
t | -0 —1 3 +oo
t+1 - |o| + +
t—3] - — o] +
(t+1)(t—3) + - +

Luego, 0 < (¢ +1)(t — 3) si t €] — o0, —1] U [3,4o00].

Ahora buscamos las soluciones de t* —2t+5 < 13 o equivalentemente (¢ —4)(t+2) < 0.

Construimos una tabla de resumen de signos, como antes, obteniendo

t |—o0 —2 4 400
t4 2 — 0 =+ =+
t—4 — — 0 +
(t+2)(t—4) + - =+

Luego, (t —4)(t+2) <0si t € [-2,4]. Intersectando las soluciones anteriores, tenemos

la siguiente grafica

|

—
we
>

de donde t € [-2,—1] U [3,4]. En el contexto del problema, considerando que ¢ representa
tiempo, la solucién de la inecuacion es [3,4]. Esto nos indica que el calmante es efectivo entre
3 v 4 horas después de haberse administrado.

O

Ejemplo 2.4 Un paciente recibid inulina para medir su tasa de filtracion glomerular [T FG)|.
En el curso de la medicion, la tasa de flujo urinario se modifica deliberadamente ddndole a
beber grandes cantidades de agua. La concentracion plasmdtica de inulina (mg/ml), [P], se

mantiene constante a 1.5 mg/ml mediante venoclisis. La tasa de flujo urinario V es constante

a 2 ml/min. Si [TFG| = [U[]P]V

agua jcomo varia la concentracion de inulina, [U], en la orina?

varia entre 90 y 100 ml/min antes y después de ingerir
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v]-v
[P]

Solucion. Tenemos 90 < < 100. Reemplazando los datos,

2[U]
90 < 5= <100
1.5

despejando, 135/2 < [U] < 75. Esto nos indica que la concentracién de inulina varfa entre
135/2 y 7hmg/ml.
O

Ejemplo 2.5 Al realizar un estudio en un sector minero se encontrd un gran porcentaje de
personas con miveles elevados de plomo en la sangre. FEl instituto de salud piublica decidio
comenzar un tratamiento con un costoso medicamento a las personas que tengan un 6% de
sangre contaminada. El porcentaje que describe la cantidad del plomo en la sangre como

efecto de x gramos del medicamento, viene dado por la relacion

_:1:2+5x—|-6

= , con P expresado en %.
2+x+1 P Y
sAl menos cudntos gramos deben administrarse para que el porcentaje de plomo sea

menor que 2 %%

Solucion. Como la expresion esta dada en porcentaje, debemos encontrar la soluciéon

de
2> +5x+6

22+x+1
Note que la expresiéon cuadritica 22 + 2 + 1 no es factorizable en R (su discriminante es
A =1-4<0),de hecho 22 + 2 +1 > 0 para todo x € R. Asi, podemos multiplicar la

inecuacién por esta expresion sin que la desigualdad cambie, obteniendo

2% 452 +6 < 2(z® +x+1).
Una manipulacién algebraica de la expresion anterior da
0<az?—32—-40<(z—4)(z+1)

o, factorizando
0<(z—4)(x+1).

En resumen, haciendo una tabla de variacién de signos, obtenemos

T |—00 —1 4 +00
z+1 - 0 + +
r—4 - - |0 +
(z+1)(z—4 + — +
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La solucién de la inecuacién, considerando el planteamiento verbal es |4, +oo[. En base

a este andlisis, podemos afirmar que se deben administrar un poco mas de 4 gramos del
medicamento para que el porcentaje de plomo sea menor que 2 %.

O

2.3 Valor absoluto: Distancia en R

En la seccién anterior vimos la existencia de un orden en los nimeros reales. Ahora estamos
interesados en medir distancia entre ntimeros reales. El siguiente concepto nos serd de gran

ayuda para este proposito

Definicién 2.6 El valor absoluto de un nimero real a, denotado por |a| es

a st a=0
la| = .
—a st a<0.

Geométricamente |a| nos indica la distancia desde el nimero real a al origen de la recta

numeérica.
Por ejemplo, | = 7| =—(=7) =7, |4 =4, |0|=0.

El valor absoluto se puede utilizar para obtener la distancia entre dos nimeros cua-

lesquiera a y b, mediante la expresion
d(a,b) = |a — b|.

Por ejemplo, la distancia entre —3 y 5 es d(—3,5) =| -3 -5/ =|—8| =8.
A continuacién, se listan algunas propiedades del valor absoluto. Para todo a,b,c € R

se verifican
e |a| >0
o |a|=0 siysdlosia=0
e |-al=la
e Sia>0yl|al|=0 entoncesa=1»b
e Sia<O0ylal=0>b entonces —a =10
o fa-b|=lal - |y

e |a+0b| <|a] + |b] (Desigualdad Triangular)
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e Parab>0, |a] <besequivalente a —b<a<b

e Parab>0, |a] > besequivalente a a > b 0 a < —b.

Ejemplo 2.7 Para una poblacion particular de salmon, la relacion entre el numero de hem-

bras x y el niumero de crias y que sobreviven hasta la edad madura estd dada por la formula
y = 4|7—z|—|z—3|
= 2

que sobreviven?

. ¢Cudndo el numero de hembras es menor o igual que el nimero de crias

Solucién. Podemos escribir la inecuacién como |z — 3| < 4|7 — x| — 2z. Resolvemos la

inecuacién por casos.

Caso 1. Siz < 3, entonces |z —3| = —(x —3) y |7T— 2| =7 — 2. Reemplazando en la
inecuacién, se obtiene —(x —3) <4(7—=z)—2z, deaqui, —x+3 < 28 —4x — 2z de donde

x < 5. Intersectando con nuestro supuesto,

tenemos una primera solucién Sy =]oo, 3[.

Caso 2. Si3 < x < 7Tentonces |t —3| =x—3 1y |7T—2z| =7— 2 Reemplazando en
la inecuacién, se obtiene x —3 <4 (7 — ) — 2z, de aqui, z —3 < 28 — 4z — 2z de donde

x < 31/7. Intersectando con nuestro supuesto,

~[© e
e

tenemos una segunda solucién So = [3, 2.

Caso 3. Six > 7 entonces |z —3| =2 —-3 y |7T— x| = —(7— z). Reemplazando en la
inecuacién, se obtiene x —3 < —4(7 —x) + 2z, de aqui, x — 3 < —28 + 4 — 2z de donde

25 < x. Intersectando con nuestro supuesto,

N ¢

tenemos una tercera solucién Sg = [25, +00].

La solucién de la inecuacién es S = S U Sy U S3 =] — 0o, 2] U [25, 4-00].
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En el contexto del problema préctico, la solucién es [0, 3—71] U [25, 4+00], esto nos indica

que cuando el nimero de hembras de salmén esta entre 0 y 4 (aproximadamente) o es al

menos 25, el nimero de crias que sobreviven hasta la edad madura es mayor que el ntimero

de hembras de salmon.

O

2.4 Ejercicios Propuestos

1.

En cierta prueba médica, disenada para medir la resistencia a los carbohidratos, un
adulto bebe 7 ml de una solucién de glucosa al 30%. Cuando se le administra la misma
prueba a un nino debe disminuirse la concentracién de glucosa ;Qué cantidad de una
solucion al 30% de glucosa y qué cantidad de agua deben usarse para preparar 7 ml de

una solucion al 20% de glucosa?

Para preparar la Teofilina, que es un medicamento contra el asma, se usa un exhilir
con una concentracién de farmaco de 5 mg/ml, y un jarabe con sabor a cereza que se
agrega para disimular el sabor de la medicina ;Qué cantidad de ambos debe usarse para

preparar 100 ml de solucién con una concentracién del medicamento de 2 mg/ml?

Un quimico tiene 10 ml de una solucién que contiene 30% de concentracién de dcido
,Cuantos mililitros de acido puro deben agregarse para aumentar la concentracion a
50%7

Una mezcla contiene 8 ml de agua y anticoagulante. Si 49% de la mezcla es anticoagu-
lante jqué cantidad de mezcla debe eliminarse y reemplazarse por anticoagulante para

que la mezcla resultante contenga un 60% de anticoagulante?

La ley de Dalton de las presiones parciales se aplica con frecuencia en fisiologia respi-
ratoria. La presién parcial para un gas seco es P, = Pp - I’ y para un gas htmedo es
Px = (PB — PHQO) . F, donde

P, : presién parcial del gas (mmHg).

Pp : presién barométrica.

Pp,0 : presion del vapor de agua a 37°C (47 mmHg).

F' : concentracién fraccional del gas.

Calcule la presién parcial de Oy, Pp, en el aire inspirado seco (con presién barométrica

de 760 mmHg) y compare ese valor con la Pp, en el aire traqueo himedo a 37°C, si la

concentracion fraccional de Oy en el aire inspirado es de 0,21.
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6. Los tres parametros siguientes describen la funcién de los ventriculos

e Volumen latido (VL): volumen de sangre que el ventriculo puede expulsar en un

sélo latido, esto es
VL = volumen al final de la didstole - volumen final de la sistole
e Fraccion de expulsion (FE): eficiencia de la expulsion, esto es

FE - Volumen latido

volumen al final de la diastole
e Gasto Cardiaco (GC): volumen total que el ventriculo expulsa por unidad de

tiempo, esto es

GC = (volumen del latido) - (frecuencia cardiaca), donde

Volumen del latido: volumen expulsado del ventriculo en un latido (ml).

Frecuencia cardiaca: latidos por minuto.

De acuerdo a lo anterior, determine el volumen del latido, gasto cardiaco y fracciéon de
expulsion para un paciente que tiene un diastolico final de 140 ml, un volumen sistolico

final de 70 ml y una frecuencia cardiaca de 75 latidos por minuto.

7. El flujo plasmatico renal (FPR) se obtiene como

[Ulpan -V
[RA]pan — [RV]pan
donde [Ulpag = [PAH] en la orina, [RA|pag = [PAH]| en la arteria renal,
[RV]papr = [PAH] en vena renal y V = tasa de flujo urinario.

PR =

(2.1)

Despejar a partir de (2.1) el [PAH] en vena renal.

8. Encontrar el conjunto solucién de las siguientes inecuaciones

4
(a) 10 — 7w < 4+ 2z (h) _1<393_+ <1
xr+1 x—7
(b)m<0x 2 2-2
(¢) (z—2)(a+3) > a(x—1) O T
(d) VI—z<8 a2 —3r+2

L () T <0
(e) xT 3CC

r—2 x+1 2

1 (k):c 4:c+3\_1
(f)x—4<2 x2 — 6z +8

4 3 2?2 —3x 42

_ 1 17

(g)x—l—l x+2> ():1:2+2:1:—|—6<
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10.

11.

12.

13.

14.

15

Resolver las siguientes ecuaciones e inecuaciones con valor absoluto

(a) lz—1]=2 (8) 12z +1] — 2z <4+ 3|z
(b) |z +1|+]z—1=0 (h) |1 —z|+ 3z <4z +5/+2
(©) 32—al +3+a]=1—2 0 >0
d) 2 5—Tx| =5
(d) 2z + 5 —Tx| = 5+ [«] ) xis‘<5
(e) 8lz| + 1[5z +1] <2
1) 2 2+x 3
(£) lo+1] < |2+ 32] N

Se ha establecido que el virus sinsicial respiratorio que ataca preferentemente a los
nifios se debe a dos factores que son: la posibilidad de contagio C' = 2z? — 5x + 4, la
disminucién de ciertas vitaminas en el organismo V = 22 4+ 6z — 8. Ambas expresiones
dependen de la edad x. Si se estima que los mayores trastornos producidos por este
virus se producen cuando la diferencia entre ambos factores es menor que 12 ;Cudles

son las edades de mayor riesgo para contraer esta enfermedad?

Se han sugerido varias reglas para modificar las dosis de medicamento para adulto y
asi encontrar la dosis para ninos pequenos. Sea a la dosis para adulto (en mg), y ¢ la
edad del nino (en anos). Algunas reglas tipicas son las siguientes

_t+1
24

i, Para qué edad aproximadamente la dosis segiin Regla de Friend es menor que la dosis

2
a (Regla de Cowling) y=g ta (Regla de Friend)

segin Regla de Cowling?

Se espera que la poblacién P de una ciudad (en miles) crezca de acuerdo a P =
15 4+ /3t + 2, en donde el tiempo t estda medido en anos ;Después de cudnto tiempo la

poblacion sera de al menos 20 mil personas?

En biologia existe una regla aproximada, llamada regla bioclimatica para zonas tem-
pladas, que establece que en primavera, y a principios de verano, fendmenos periddicos
tales como la aparicion de insectos y la maduracién de la fruta, se retardan alrededor
de 4 dias, por cada 1500 metros de altura sobre el nivel del mar. Esta regla bioclimética
se resume en la expresion d = 4 _h donde d es el cambio en dias y h es el cambio
de altura medido en metros. Si esta regla es valida para 0 < h < 4000, determinar el
minimo y la maximo retardo para un fruto que florece entre los 1600 y 2300 metros

sobre el nivel del mar.

En sicologia el C'I de una persona se encuentra al dividir la edad mental por la edad

cronolégica y luego esta relacién se multiplica por 100.
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Si el intervalo de variacién de C'I de un grupo de estudiantes de 20 afios de edad es

70 < CTI < 120. Determinar el intervalo de variacién de la edad mental del grupo.

Un determinado farmaco que se usa para controlar la temperatura se inyecta via intra-
T4z

+3
., Qué cantidad de dosis se debe inyectar para que el farmaco tenga efecto méas de 4

muscular. Su efecto (en horas) es dado en funcién de = (mg de dosis) por £ =

horas y menos de 8 horas?

5
Use la relacién C = §(F — 32) para determinar el intervalo en la escala Fahrenheit que
corresponde a 20 < C' < 30.

LA qué rango de temperatura en la escala Celsius corresponde el intervalo 50 < F' < 957

Para que cualquier medicamento tenga un efecto benéfico, su concentracion en el tor-
rente sanguineo debe exceder un cierto valor llamado nivel terapéutico minimo. Suponga
que la concentraciéon C' de un farmaco al transcurrir ¢ horas después de que se ha in-

gerido es

_ 20t [@}
244 Llto

Si el nivel terapéutico minimo es 4?’ determine cuando se ha excedido este nivel.
)

Pasados t minutos después de introducir un bactericida experimental en cierto cultivo,

el nimero de bacterias esta dado por N = ig(f{) 4+ 2000 . Determine el momento en que

el nimero de bacterias estd por debajo de 4000.

Se realizard un scaner a enfermos crénicos del pulmén. Para esto se suministra a cada
paciente un liquido de contraste, cuyo porcentaje residual en el cuerpo en funcién del
tiempo medido en horas es p = —2t2 + 8t. Se requiere una concentracién minima de
un 6% para poder realizar el examen. Si se le administra el contraste a las 12:00 horas

A.M jentre qué hora es posible realizar el examen?

Un nutricionista recomienda que una dieta balanceada es aquella donde la diferencia
entre las calorias aportadas por carbohidratos y proteinas, no excede a 5 calorias por dia.
Si 1 gramo de proteina aporta 4 calorfas y 1 gramo de carbohidratos aporta 9 calorias,
j,qué cantidad de carbohidratos debe consumir una persona que ya ha consumido 80

gramos de proteinas?

Una persona se ha intoxicado al ingerir accidentalmente un medicamento vencido.
Se estima que el porcentaje de sangre contaminada ¢ horas después de ocurrida la
intoxicacién es P = 18t — t2 4 6. Se considera el paciente en riesgo vital cuando el
porcentaje de sangre contaminada es méds de un 62% ; En qué intervalo de tiempo

ocurre esta situacion?



Capitulo 3

Funciones de Variable Real

3.1 Definicion, propiedades y ejemplos

El concepto de funcion fue formulado en el siglo XVIII por Gottfried Wilhelm Leibniz, es
uno de los conceptos mas basicos en matemaéticas y es esencial para el estudio del calculo.
En muchas situaciones practicas, el valor de una cantidad puede depender del valor
de una o mas cantidades. Por ejemplo, la reaccién de un organismo frente a un farmaco
depende de la dosis del medicamento; el crecimiento de una poblacién depende del niimero de
individuos y de depredadores. Con frecuencia tales relaciones pueden representarse mediante
funciones. En términos generales, una funcién relaciona los elementos de dos conjuntos

mediante una determinada regla de asociacién.

Definiciéon 3.1 Sean A y B conjuntos no vacios. Una funcion de A en B es una corres-

pondencia que asocia a cada elemento de A un unico elemento en B.

Si A C R y B C R diremos que la funcién es real de variable real. En este texto,

trabajaremos sé6lo funciones reales de variable real.
Notacién: Escribiremos una funcién f de A C R en R como

fi AcCR — R
r = fla)=y

Observaciones 3.2 1. El conjunto A se denomina dominio de la funcion f y se denota

por Dom(f) = A.

2. En la igualdad f(z) =1y, llamamos a y imagen de x, a x una preimagen de y.

17
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Definicion 3.3 Sea f: A CR — R una funcion .
(i) El recorrido o imagen de f es el conjunto
Rec(f)=Im(f)={y€R : eziste x € A, tal que f(z)=1y}.
(ii) El grifico de f es el conjunto
graf(f) = {(z. /() ER xR : v €A}
Ejemplo 3.4 Sean A={1,2,3,4} y B={4,5,6,7,8}.

(i) Se define f de A en B como f(1) =4, f(2) =7, f(3) =5y f(4) =7. Note que f

es funcién. Vemos esto en la figura siguiente

f
A—" B
1 4
5 5
6
3 7
4 8

(ii) Se define g de A en B como g(1) =4, g(2) =7 y g(3) =5. Note que g no es funcién,

ya que 4 no tiene imagen. En un diagrama se ve como sigue

g
A—" ——B
1 4
) 5
6
3 7
4 8

(iii) Se define h de A en B como h(l) =5, h(2) =8, h(3) =7, h(4) =6 y h(l) =4.
Note que h asi definida no es funcién, ya que 1 tiene dos imagenes distintas. Esto se ve como

sigue

h
A—" B
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Existe una manera sencilla para determinar si una curva es o no la grafica de una funcién.
Si una recta vertical en el plano cartesiano, intersecta a la curva en dos o mas puntos, entonces

la curva no es la grafica de una funcion de zx.

Ejemplo 3.5 Las siguientes curvas no son funciones de x.

S
N

Y, Y,

AN N x

N
/

Ejemplo 3.6 Las siguientes curvas son funciones de x.

Y, Y, Y

AN AL D

VA A Y

Ejemplo 3.7 Funcion Constante.

Se define la funcién constante f : R — R por f(z) = ¢, dénde ¢ es un numero real fijo.
Observe que Dom(f) =R y Rec(f) = {c}. La gréfica de la funcién constante es una recta

horizontal a la altura de c.
Y

C

Figura 1
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Ejemplo 3.8 Funcion Lineal.

La actividad fisica produce a largo plazo un aumento del peso del higado y volumen del
corazén. Suponga que que se tiene un higado de 280 gramos cuyo volumen cardiaco es de
850 ml, y que para un higado de 350 gramos el volumen cardiaco es de 990 ml. Suponiendo
que existe una relacién lineal entre la masa hepética y el volumen del corazén, determine la

funcion del volumen cardiaco en términos de la masa hepética.

Solucién. Recordemos que la ecuacién de la recta que pasa por los puntos (xg,yo) y
(LEl, ?/1) €s
Y1 — Yo

y=-—=—(—x0)+yo, ToFx.
T1— o

Aqui, de acuerdo al planteamiento del problema, y depende linealmente de la variable

independiente x .

En el problema, x es la variable independiente que indica la masa hepética (en gramos)
e y la variable dependiente que corresponde al volumen del corazén (en ml). Tenemos los

puntos (280, 850) y (350,990) que, reemplazados en la ecuacién anterior nos dan

990 — 850

De donde y(z) = 2x + 290.

Este tipo de funciones son conocidas como funcion lineal.
O
La expresion general de una funcién lineal es f(z) = ax + b, con a y b constantes,
a # 0. Note que f : R — R, por consiguiente Dom(f) =R y en este caso Rec(f) =R. La
grafica de f es una recta oblicua, cuya inclinacién respecto al eje X, depende del signo de

a, ilustramos esto en las siguientes figuras.

Y Y

N

—— : \X

Figura 2a Figura 2b

a>0 a<0

Note que en la Figura 2a, tenemos lo siguiente, si x1 < xo entonces f(z1) < f(z2). Las

funciones que tienen esta propiedad se denominan funciones crecientes. En la Figura 2b
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ocurre lo contrario, en otras palabras si 1 < x2 entonces f(z1) > f(x2). A este tipo de

funciones se les llama funciones decrecientes.
Veremos que, en general, una funcién puede ser creciente en una parte de su dominio y

decreciente en otra o bien constante, ver Figura 1.

Observacion 3.9 Si en la definicion de funcion lineal se tiene a =1 y b = 0 obtenemos la

funcion I(x) = x, llamada funcion identidad. Su grdfica es

Y

Ejemplo 3.10 Funcion Cuadrdtica.

Un investigador en fisiologfa establece que la funcién r(s) = —s? + 125 — 20 es un modelo
matematico que describe el nimero de impulsos emitidos por una persona, después que se
ha estimulado un nervio. La variable s es el nimero de segundos transcurridos desde que es

estimulado el nervio. Graficar la funcién e interpretarla en el contexto del problema.

Solucion. La siguiente figura corresponde al gréfico de la funcién r.

r

16

Desde la gréafica, podemos obtener informacién concreta del problema. La funcién r es
creciente para s €]2,6[, y esto nos indica que el nimero de impulsos emitidos va en aumento
cuando el tiempo transcurrido, desde que es estimulado el nervio, esta entre 2 y 6 segundos.

A partir de ese momento el nimero de impulsos emitidos empieza a disminuir hasta ser
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practicamente cero después de 10 segundos. La cantidad maxima de impulsos emitidos es de
16 y ocurre pasados 6 segundos desde que es estimulado el nervio. Es claro, en el contexto del
problema, que sélo nos interesan valores positivos de la funcién, estos ocurren precisamente
en el intervalo ]2, 10[.

O

Una funcién, como la del ejemplo anterior, es conocida como funcidon cuadrdtica, en
general, una funcién cuadrética tiene la forma g(z) = ax® + bz + ¢, con a y b constantes,
a # 0. Se tiene que Dom(g) = R y la grafica es una parabola, cuya concavidad (esto es,
conocer si se abre hacia arriba o hacia abajo) depende del signo de a. Ilustramos esto en las

siguientes figuras.

a>0 a<0

Figura 3a Figura 3b

Note que si a > 0 el recorrido de g es el intervalo |g(—b/2a),+oc[. En este caso la
funcién es creciente en el intervalo | — b/2a,+oo[ y decreciente en | — 0o, —b/2a], luego g
alcanza la menor imagen al evaluar en —b/2a (punto minimo). Si a < 0 el recorrido de g es
el intervalo |—o0,g(—b/2a)[. En este caso la funcién es creciente en el intervalo |—oo, —b/2a|
y decreciente en | —b/2a, 400, luego g alcanza la mayor imagen al evaluar en —b/2a (punto

maximo).

Ejemplo 3.11 Funcion Polinomial.

La generalizacién de las funciones dadas en los ejemplos anteriores son las funciones poli-
nomiales. Estdn definidas para todo = € R por p(z) = apz™ + ...+ a1z + ag, con a, # 0,

dénde n € N es llamado el grado de p.
Ejemplo 3.12 Funcion Racional.

Una funcién racional es definida como la division de dos funciones polinomiales. Esto

p(x)

es, la escribimos como r(z) = ﬁ ,dénde p y ¢ son funciones polinomiales. Tenemos que
q(x
Dom(r) ={z €R : g(xz)#0}.
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En el siguiente ejemplo, estudiamos una aplicacion de funciones racionales.

Ejemplo 3.13 A menudo los fisioterapeutas descubren que el proceso de rehabilitacion se
caracteriza por un efecto de rendimientos decrecientes. FEs decir, la recuperacion de la fun-
ctonalidad suele aumentar con la duracion del programa terapéutico, pero con el tiempo el
mejoramiento es cada vez menor en relacion con los esfuerzos adicionales del programa. Para
una incapacidad particular, los terapeutas han ideado una funcion que describe el costo C de
un programa terapéutico en términos del porcentaje de la funcionalidad recuperada = dada

por

B 5%
100 — =z

donde C' se mide en miles de ddlares. Hallar dominio, recorrido y grdfico de la funcion.

C(x)
Finalmente, interprete los resultados en el contexto del problema.

Solucion. El dominio de la funcién es Dom(C) = R\ {100}, lo cual se determina por
inspeccion de C. Para determinar el recorrido, por definicién de la funcién se tiene que los

5 100
o Despejando x se obtiene = = —y, de
100 — z y+5

donde Rec(C) =R\ {—5}. La grafica de la funcién es mostrada en la figura siguiente

puntos imagenes tienen la forma y =

Y

,,,,,,,,,,,,,,,,

En el contexo del problema, nos interesan valores de x entre 0 y 100. En este tramo
la funcién es creciente, y esto nos indica que si el porcentaje de la funcionalidad recuperada
aumenta, también aumenta el costo de la terapia. Note desde la grafica, que cuando hay un
alto porcentaje de recuperacién (cercano al 100%) el costo aumenta indefinidamente sin que

el paciente mejore sustancialmente.

O
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3.1.1 Ejercicios Resueltos

A continuacién se estudian ejemplos que involucran funciones presentadas en la seccién an-

terior.

1. Un paciente con cancer recibira terapia mediante farmacos y radiacion. Cada centimetro
cubico de medicamento que se usaré contiene 200 unidades curativas, y cada minuto de
exposicién a la radiacién proporciona 300 unidades curativas. El paciente requiere 2400
unidades curativas. Si d centimetros cibicos de la droga y r minutos de radiaciéon son
administrados, determine la funcién lineal que relaciona d y r. Grafique e interprete

resultados.

Solucion. De los datos aportados en el problema se tiene que 200d + 300r = 2400. A
partir de esta igualdad, expresamos d como funcién lineal de r por d(r) = 12 — %r.
El grafico de d es

d

N

N\

De la figura se desprenden algunos datos interesantes. Por ejemplo, si no se usara

radiacién en el tratamiento, se deben administrar al paciente 12cm? de droga. Por otra
parte, si no se usa drogas en el tratamiento, son necesarios 8 minutos de radiacién.
Observe que la funcién es decreciente, esto nos indica que mientras més minutos de
radiacién se apliquen al paciente, se administrara menos droga. El problema tiene

sentido para r entre 0 y 8.

O

2. En cierto experimento de aprendizaje involucrando repeticién y memoria, se estimo
que la proporcion p de elementos recordados se relacionaba linealmente con un tiempo
de estudio efectivo ¢ (en minutos). Para un tiempo de estudio efectivo de 5 minutos,
la proporcion de elementos recordados fue de 0.32. Por cada minuto mas en el tiempo
de estudio, la proporcion recordada aumentaba en 0.059. Encuentre la funcion lineal

de p en términos de t. Grafique e interprete resultados.

Solucion. Un punto en la grafica de la funcién p tiene la forma (¢, p(¢)). De la infor-

macién entregada en el problema, tenemos que los puntos (5,0.32) y (6,0.379) estan
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sobre dicha grafica. Como el modelo es lineal se obtiene

0.379 — 0.32

t)—0.32 =
p(t) 65

(t—5)

de donde p(t) = 0.059¢ 4 0.025. Claramente es una funcién creciente, esto nos indica
que mientras mas minutos de estudio efectivo, la proporcién de elementos recordados

también aumenta. Para efectos del problema, ¢ debe ser mayor o igual a cero.

0

Se estudiaron los efectos nutricionales sobre ratas que fueron alimentadas con una
dieta que contenia un alto contenido de proteina. La proteina consistia en levadura
y harina de maiz. Variando el porcentaje p de levadura en la mezcla de proteina,
se estimo6 que el peso promedio ganado en gramos de una rata en un periodo fue de

flp) = —5—10102 + 2p + 20. Encontrar el maximo peso ganado.

Solucion. El vértice de la gréfica de la funcién cuadrética es (50, 70), ver pagina 17.
Como la pardbola se abre hacia abajo ya que —1/50 < 0, la funcién f tiene un punto
maximo en x = 50. Esto nos indica que el médximo peso ganado por la rata se obtiene

cuando el 50% en la mezcla corresponde a levadura y es de 70 gramos en un periodo.

Y

70+

o

. El consumo de oxigeno, en mililitros por minuto, para una persona que camina a =

kilémetros por hora, estd dada por la funcién f(x) = %xQ + gx + 10, mientras que el

consumo de oxigeno para una persona que corre a x kilémetros por hora, estd dada
por g(z) = 1lz + 10.

0

(a) Trace las gréficas de f y ¢ (en un mismo plano cartesiano).

(b) (A qué velocidad es idéntico el consumo de oxigeno para una persona que camina

y para otra que corre?

(¢) {Qué sucede con el consumo de oxigeno para ambas personas a velocidades mayores

que la determinada en la parte (b)?
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Solucion. (a) La grafica de ambas funciones es

f Y

i

Para responder (b), igualando las funciones %xQ + %x + 10 = 11z + 10 obtenemos
x (5bx —28) =0, de donde = = % o z = 0. En el contexto del problema, los consumos
de oxigenos son iguales, a una velocidad de % kilémetros por hora.

De la grafica, claramente a una velocidad mayor que % kilémetros por hora, el consumo
de oxigeno para una persona que camina es mayor que el de una persona que corre,

esto responde (c).

O

La funcién de crecimiento de Monod se utiliza frecuentemente para describir la ve-
locidad de crecimiento per cépita de un organismo (velocidad de crecimiento dividida
por el tamano de la poblacién), cuando la velocidad de crecimiento depende de la con-
centracion de algin nutriente. Si se denota por N la concentracién del nutriente, la

funciéon de Monod es
N

N)=qg——
r(V) ak+N’

donde k (constante de semisaturacién) y a (nivel de saturacién) son constantes posi-

N >0.

tivas {Qué le sucede a r cuando N crece? Utilizando esta idea, explique porqué a a se

denomina nivel de saturacion.

Solucidn. Es claro, del planteamiento del problema, que Dom(r) = RTU{0}. Ademés
Rec(r) = RT U {0} y la gréifica de la funcién es

a/2}
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Podemos observar que cuando N crece indefinidamente, la grafica de la funcién se
acerca a la recta horizontal y = a . En el problema, esto nos indica que si aumentamos la
concentracién del nutriente N, la velocidad de crecimiento per cépita de un organismo
se estabiliza en un valor muy cercano a a, esto explica el porqué del nombre de la
constante a. Por otro lado la imagen por r de k es a/2, debido a esto su nombre de

constante de semisaturacion.

0

3.1.2 Ejercicios Propuestos

1. Indique el dominio, recorrido y grafico de las siguientes funciones

_ a5 ¢) h(t)=1|t—1
() f) =25 (c) h(t)=[t—1|

(b) g(z) = Vbx —1 (d) flx)=vV22—-9+5

2. Calcule los valores indicados de la funcién dada

1’2
(a) f(=2), f(0), f(1/2) si f(z) = %

(b) 9(=5), g(a), 9(2) si g(z) =z — |z — 1|

(c) 9(=3/5), 9(2/3), g(4) si g(t) = V[t —1]

r—3 . 0

733 ST
(d) f(=5), f(0), f(16/4) si f(z) =

Vi si x>0

r+1

3. Investigaciones cardiovasculares han mostrado que a un nivel de colesterol superior a
210, cada aumento del 1% por encima de este nivel aumenta el riesgo en un 2%. Se
encontré que para un grupo de edad particular el riesgo coronario en un nivel de 210

de colesterol es de 0.160 y a un nivel de 231 el riesgo es de 0.192.

(a) Encuentre una ecuacién lineal que exprese el riesgo R en términos del nivel de

colesterol C.

(b) ;Cuél es el riesgo para un nivel de colesterol de 2607
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4. En un estudio de paciente VIH que se infectaron por el uso de drogas intravenosas, se
encontrd que después de 4 anos, 17% de los pacientes tenfan SIDA y que después de 7

anos 33% lo tenfan.

(a) Encuentre una funcién lineal que modele la relacién entre el intervalo de tiempo

y el porcentaje de pacientes con SIDA.

(b) Pronostique el nimero de afios para que la mitad de esos pacientes tenga SIDA.

5. En los dltimos afios se ha detectado un incremento lineal en el porcentaje de la poblacién
de alcohdlicos en una ciudad. En 1990 el porcentaje era de 10% y en el ano 2002 se
elevo a 14%. Si p(t) es el porcentaje de alcohdlicos en la poblacién y ¢ representa el
tiempo en anos desde 1990, determine la expresién para la funcién p(t), considerando
que t = 0 en 1990.

6. La evolucién de tratamiento aplicado a cierto paciente que sufre alteraciones en la
regeneracién de tejidos sigue un comportamiento lineal, cuya variable independiente
corresponde al nimero de dias en que el organismo regenera en milimetros cuadrados
sus tejidos. Segun antecedentes clinicos, al primer dia no hay tejidos regenerados, sin
embargo al cabo de 10 dias se comprueba que, hay 4.5 milimetros cuadrados de tejidos

regenerados. Determine

(a) La funcién lineal que describe el problema.
(b) La cantidad de tejido regenerado, cuando han transcurrido 30 dias.

(¢) El tiempo aproximado para obtener una evolucién en el tejido de 100 milimetros

cuadrados.

7. La regla de Cowling es un método para calcular dosis pediatricas. Si a denota la dosis

para un adulto (en mg) y t es la edad del nifo (en anos), entonces la dosis infantil esta

Dt) = (%) a

(a) Grafique la funcién para distintos valores de a. ; Cémo influye este valor en el

dada por

comportamiento de la funcion D ?

(b) Si la dosis de un adulto es de 500 mg, ; cudl es la edad de un nifio cuya dosis

pedidtrica alcanza los 125 mg?

8. La temperatura (medida en grados celcius), que experimenta cierto cultivo de bacterias,

varia de acuerdo a
T(x)=—(z—2)*+1

donde x, representa el tiempo de exposicién a fuentes de energia caldrica.
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(a) Senale el intervalo de tiempo en que la temperatura del cultivo se mantiene posi-

tiva.
(b) ; Después de cuanto tiempo la temperatura es maxima?

(¢) Realice la gréfica de la funcién e interprete en el contexto del problema.

. El efecto de la anestesia bucal en un paciente (en porcentaje), luego de ¢ minutos de

ser inyectado un farmaco es modelado por la funcién

2512
G(t) = —=—— + 25¢.

JEn qué instante se produce el grado maximo de adormecimiento? ;Después de cuanto

tiempo no hay efecto de la anestesia?

En una prueba para metabolismo de azticar en la sangre, llevada a cabo en un intervalo
de tiempo, la cantidad de aziicar encontrada estd dada por A(t) = 3.9 + 0.2t — 0.1¢2,
donde t es el tiempo medido en horas. Grafique la funcién y obtenga, a partir de ella,

informacién relevante del problema (crecimiento, decrecimiento, ceros, etc).

La concentracién de cierto calmante suministrado mediante suero, varia en su efectivi-

dad en el tiempo segun

C(t) = —t* + 6t

donde C' es la concentracion del calmante en el suero medida en miligramos por litro
para que haga efecto durante t horas. ; En qué instante la concentracion es de 8
miligramos por litro? Grafique la funcién e interprete resultados en el contexto del

problema.

Los bidlogos hallaron que la velocidad de la sangre en una arteria es una funcién de
la distancia de la sangre al eje central e la arteria. De acuerdo con la ley de Poiseuille,
la velocidad (en centimetros por segundos) de la sangre que estd a r centimetros del
eje central de una arteria estd dada por la funcién S(r) = C(R? —r?), donde C es una
constante y R el radio de la arteria. Suponga que para cierta arteria, C' = 1.76 x 10°

y R =1.2 x 1072 centimetros.

(a) Calcule la velocidad de la sangre en el eje central de esta arteria.

(b) Calcule la velocidad de la sangre equidistante de la pared arterial y el eje central.

Las vitaminas A-C-E se encuentran naturalmente concentradas en el organismo en un
0.06% por e¢m? de liquido corporal. Si se ingieren vitaminas A-C-E de manera adicional

debido a algiin tratamiento, el porcentaje de concentracién por ¢m? de liquido corporal,
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t+6
estd dado por f(t) = ﬁ

meses. Graficar la funcién, indicar dominio y recorrido e interprete en el contexto del

, donde t representa el tiempo de tratamiento medido en

problema.

Para una relacién particular huésped-parasito, se determiné que cuando la densidad de
huéspedes (nimero de huéspedes por unidad de drea) es x, el nimero de parasitos es

p, donde
900z

P) = o e

Realize la grafica de la funcién. Indique dominio, recorrido, intervalos de crecimiento
y decrecimiento, estudie existencia de puntos maximos, minimos de la funcién p. A
continuacion interprete estos resultados en el contexto del problema. ; Que sucede con

el nimero de parésitos cuando la densidad de huéspedes es muy grande?

Los experimentos realizados por A. Clark sugieren que la respuesta R(x) (en %) del
musculo del corazén de una rana al inyectar z unidades de acetilcolina queda aproxi-

mada por la funcién

100z
b4z

R(x)

(a) Calcule el valor de la constante b de modo que una concentracién de 40 unidades

de acetilcolina produzca una respuesta del corazén de 50% para una cierta rana.

(b) Grafique la funcién R para b < 0, b > 0 y obtenga informacién concreta del

problema.

Para estudiar la tasa a la que aprenden los animales, un estudiante de psicologia realizd
un experimento, de modo repetido se enviaba una rata de un extremo a otro de un
laberinto de laboratorio. Suponga que el tiempo requerido por la rata para atravesar

el laberinto en la n—ésima prueba es aproximadamente f(n) =3+ — minutos.
n

., Cudl es el dominio de f?

(a
(

b) ;Para qué valores de n tiene sentido la funcién en el contexto del experimento?

(d
(e

)
)
(¢) {Cuanto tiempo le tomé a la rata cruzar el laberinto en la tercera prueba?
) ¢En qué prueba atravesé la rata por primera vez el laberinto en 4 minutos o menos?
)

Podré la rata atravesar alguna vez el laberinto en menos de 3 minutos?
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3.2 Algebra de Funciones y Funcién Inversa

Existen diferentes formas de combinar dos funciones para obtener una nueva funcién, por
ejemplo las podemos sumar, multiplicar o componer. Respecto a las operaciones algebraicas,

tenemos el siguiente resultado

Proposicién 3.14 (Algebra de Funciones). Sean f,g: A C R — R funciones y o € R.
Entonces (o f), (f£g), (f-g) son funciones con dominio A. Si g(x) # 0 para todo x € A

entonces g también es una funcion con dominio A. Ademds, para x € A, se tiene

(i) (@ f)(w) =0 f(2)

(i) (f £0)(x) = F(2) + g(a)
(i) (£ 9)(z) = £(x) gla)
i) (1) =12

g(z)

Ejemplo 3.15

Dadas las funciones
20— 3

si <1
p— ix

23 —522 +1 si 2>1
g(z) = Va* + 1, hallar

2f(=1) +49(0) £(2)
f)—g(=2)+3 ~

Solucion. Evaluando las funciones anteriores en los valores indicados, tenemos

Reemplazando obtenemos

2f(—1) +4g(0) f(2) 2-5/2—4-1-11 39
f)—g(-2)+3 ~  —3-17T+3 17

0

También podemos combinar dos funciones aplicando primero una funciéon a un nimero
y después la otra funcion al nimero resultado. Esto se conoce como compuesta de funciones

y su definicién es como sigue.
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Definicién 3.16 Sean f: ACR —=R y g: B CR — R funciones tales que Rec(f) C B.
Se define la funcion compuesta go f: ACR —R como (go f)(z)=g(f(x)).

En un diagrama

A f g9 R
\_/
gof

Note que la condicién Rec(f) C B es fundamental para poder dar un sentido a la funcién

compuesta go f.

Ejemplo 3.17 Un estudio sobre prevencion de enfermedades broncopulmonares, sugiere que
el nivel medio diario de mondzido de carbono en el aire serd c(p) = 0.5p + 1 partes por
millon cuando la poblacion sea p miles. Se estima que dentro de t anos la poblacion de la
comunidad serd p(t) = 10+ 0.1t> miles. Exprese el nivel de mondxido de carbono en el aire

como funcion del tiempo.

Solucion. Como el nivel de monéxido de carbono esta relacionado con la variable p, y

esta a su vez estd relacionada con la variable ¢, se deduce que la funcién compuesta
c(p(t)) = ¢(10 + 0.1¢*) = 6 + 0.05¢*

expresa el nivel de mondxido de carbono en el aire como una funcién de la variable ¢.

O

Ejercicio 3.18 En una poblacion de 5 mil personas se estd transmitiendo una infeccion
5000t

t+ 100
del comienzo de la epidemia. Los estudios indican que la tasa con la cudl se propaga la

¢ (5000 — ¢)
10000

estomacal por bacterias. Sea p(t) =

el numero de personas infectadas t dias después

epidemia es r(q) = donde q es el numero de personas.
(a) Hallar r op e interprete el resultado en el contexto del problema.

(b) ¢&Cudntas personas estardn infectadas después de una semana?

(c) ¢&Cudl es la tasa de propagacion después de una semana?

Definicion 3.19 Diremos que una funcién f: A CR — B C R es invertible si existe una
funcion f7': BCR — ACR tal que

flof=1y fof =1, (3.1)
donde I denota la funcion identidad I(x) = x .
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El efecto que tiene la inversa de una funcién f es que revierte el efecto de f, es decir,
si f transforma x en y = f(z), la funcién inversa toma y y lo transforma de nuevo en x .
Geométricamente, la condicién (3.1) nos indica que la gréfica de la funcién inversa se obtiene

como reflexién de la grafica de funcion sobre la recta diagonal y = x.

Ejemplo 3.20 La funcion lineal f(x) = ax + b, con a # 0, tiene como funcion inversa a

Fl@) = =2,

Note que no toda funcién tiene inversa. Como la inversa debe ser funcion, es necesario
que todo valor y en el recorrido de f se transforme sélo en un valor de z. Por ejemplo,
si consideramos la funcién cuadritica g : R — R dada por g(z) = 22, reflejando su grafica

sobre la recta diagonal obtenemos una curva que no es la grafica de una funcién.

La pregunta natural es entonces jbajo qué condiciones una funcion es invertible? Para

responder esto, necesitamos algunos conceptos previos.

Definicion 3.21 Diremos que una funcion f : A C R — R es inyectiva si a imagenes

iguales se tienen preimagenes iguales, esto es, si f(x1) = f(x2) entonces x1 = xo.

Geométricamente, una funcién real es inyectiva si cada recta horizontal que intersecta su

grafica lo hace en un sélo punto. Por ejemplo, la funcién lineal f(x) =ax+0b, con a #0 es
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inyectiva, ver Figuras 2a, 2b y trazar rectas horizontales. Por otro lado la funcién cuadratica

no es inyectiva, ver Figuras 3a, 3b y trazar rectas horizontales.

Definicién 3.22 Diremos que una funcion f: A CR — B C R essobreyectiva (o epiyec-

tiva) si cada elemento del conjunto B tiene al menos una preimagen, esto es, si Rec(f) = B.

Geometricamente, una funcion real es sobreyectiva si cada recta horizontal por puntos de
B, intersecta su grafica en al menos un punto. Por ejemplo, la funcién lineal f(z) =ax+0,
con a # 0, es sobreyectiva (ver Figuras 2a, 2b) y la funcién cuadratica no es sobreyectiva
(ver Figuras 3a, 3b).

Una funcién que es inyectiva y sobreyectiva se denomina funcién biyectiva. En base a
los conceptos anteriores, tenemos la siguiente caracterizaciéon que nos indica las condiciones

que debe cumplir una funcién para tener inversa.

Una funcion real f tiene funcion inversa st y solo si f es biyectiva

Ejemplo 3.23 En una poblacion de 5 mil personas se estd transmitiendo una infeccion es-

5000t
tomacal por bacterias. Sea p(t) = T+ 100 el numero de personas infectadas t semanas después
del comienzo de la epidemia. Nos preguntamos ;después de cudntas semanas el numero de

infectados es aproximadamente 400 personas?

Solucion. La funcién p nos indica el nimero de personas infectadas pasadas ¢ semanas,
sin embargo se nos estd preguntando la situacién inversa. Para saber si es posible responder
a esto, veremos si la funcién p es biyectiva.

Estudiaremos la funcién desde el punto de vista algebraico. Primero nétese que Dom(p) =

5000¢

t+ 100
sigue que Rec(p) = R\ {5000} . Luego para que p sea sobreyectiva debe estar definida de

R\ {100} en R\ {5000}.

R\ {—100}. Para obtener el recorrido, a partir de la igualdad y = despejamos t y se
Para estudiar inyectividad, sean t1,t2 € R\ {—100} tales que p(t1) = p(t2), esto es,

5000t;  5000ts
t1 +100  ty + 100’

de donde 5000¢; (t2 + 100) = 5000tz (¢; + 100). Desarrollando se sigue que t; = to y por lo
tanto p es inyectiva. Como la funcion p es biyectiva, existe su funcion inversa definida de

100
R\ {5000} en R\ {-100} por p~'(z) = # Las graficas de las funciones p y p~! se
—x
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muestran en las siguientes figuras

Y

funcion p funcién p—!

En el sentido del problema inicial, nos interesan sélo los valores ¢ > 0. Note que
p=1(400) = 100 -400 40000

~ 5000 — 400 4600 o .
tadas deben transcurrir cerca de 9 semanas. La siguiente figura nos muestra las funciones p

yp!

~ 8,69. Esto nos indica que para tener 400 personas infec-

en el contexto del problema.

5000 |
v

Funcién p Funcién p~!

En la siguiente seccidon veremos un importante ejemplo de funcién inversa.
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3.3 Funcién Exponencial y Funcién Logaritmica

3.3.1 Funcién Exponencial

La funcién exponencial tiene un rol importante no sélo en matematica, sino también en areas

de la economia, de las ciencias y de la salud.

Definicién 3.24 La funcion a : R — R definida por a(x) = a®, donde a >0 ya # 1, es

llamada funcion exponencial de base a.

Vamos a estudiar algunas caracteristicas importantes de estas funciones. La grafica de

una funcién exponencial depende de la base a. Tenemos

Y Y
a>1 O0<axl1
- ~
X X
Figura 4a Figura 4b

En base a las gréaficas anteriores obtenemos informacién relevante de la funcion exponencial.

e El dominio de la funcién es R y su recorrido es R .

Sia > 1 la funcién es creciente para todo = € R.

Si0 < a<1lafuncién es decreciente para todo = € R.

En ambos casos la funcion no tiene ni maximos ni minimos locales.

Es inyectiva.

Considerando el conjunto de llegada como R la funcién no es sobreyectiva.

De la definicién, obtenemos las siguientes propiedades

2. a(z1 + x2) = a(z1) alxs), esto es, a® T2 = g1 g2,

1
a(xl)’ esto es, a®'7* = e
a(xsy) a2
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Uno de los niimeros mas importantes para base de una funcién exponencial, es el nimero
irracional e = 2.71828... , denotado asi en honor del matemaético suizo Leonardo Euler. La
funcién exponencial de base e surge naturalmente en el estudio de crecimiento y decrec-
imiento de poblaciones. Supongamos que Ny es el nimero de individuos presentes en una

poblacién en un tiempo t =0 y A es un numero real fijo, el modelo
N(t) = Ny M

nos indica el niimero de individuos que tiene la poblacién en un tiempo t. Note quesi A > 0 la
funciéon N es creciente y por lo tanto estamos frente a un modelo de crecimiento poblacional.

Si A < 0 la situacion se invierte y tenemos un modelo de decrecimiento de poblacion.

Ejemplo 3.25 Una bacteria en el oido medio se incrementa a razén del 2% cada hora.
Suponga que al inicio de una infeccion bacteriana estaban presentes 120 bacterias. Determine
el nimero de bacterias N (t) presentes después de t horas. ;Cudntas bacterias estdin presentes

en el organismo después de 2 horas?

Solucion. Es claro del planteamiento del problema, que la funcién exponencial resul-
tante debe ser creciente. Utilizando el modelo N(t) = Noe*!, y con los datos aportados,
obtenemos que N(t) = 120e%2¢. Pasadas 2 horas el niimero de bacterias presentes sera de
N(2) ~ 125.

O

Ejemplo 3.26 FEI desarrollo de cierta epidemia se caracteriza por tener un comportamiento

dado por la funcion

250
t) = ———
f() 1+€_2t7

que representa la cantidad de personas que la adquieren en un determinado tiempo t medido

en semanas. ;Cudntas personas habrdn sido contagiados en tres semanas?

Solucion. La grafica de la funcion es
Y

2504
B ﬁ_

— .
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La funcién f en el contexto del planteo del problema, tiene sentido para ¢ > 0. Observe que
cuando parte la epidemia 125 personas estan contagiadas, esto se obtiene de f(0). Como la
funcién es creciente, sabemos que a medida que pasen las semanas el niimero de contagiados

aumenta. Sin embargo después de muchas semanas el nimero de personas con la enfermedad

250 o
1+e—6 ™

tiende a estabilizarse en 250. Pasadas 3 semanas el nimero de contagiados es f(3) =
249.

3.3.2 Funcion Logaritmica

Vimos en la seccién anterior que la funcién exponencial definida a R no es sobreyectiva.
Ahora la vamos a considerar definida a RT, asi obtenemos que la funcién exponencial es
biyectiva y por lo tanto tiene funcién inversa. Llamaremos a la funcién inversa funcion

logaritmica en base a. Tenemos la siguiente definicién.

Definicién 3.27 Sea a > 0,a # 1. La funcion logaritmica log, : RT — R se define por la

relacion

loge(x) =y  siysdlosi a¥=u.

Como las funciones exponencial y logaritmica son inversas una de la otra se verifican las

siguientes propiedades

log,(a®) = x alo9a@) = g

A partir de la grafica de la funcién exponencial (ver Figuras 4a y 4b), por reflexién sobre la

diagonal obtenemos la grafica de la funcién logaritmica

a>1 O<a<l1

Figura 5a Figura 5b
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Destacamos algunas propiedades de la funcién logaritmica.

El dominio de la funcién es R y su recorrido es R.

Si @ > 1 la funcién es creciente para todo x € RT.

Si 0 < a <1 la funcién es decreciente para todo x € RT.

En ambos casos la funcion no tiene ni maximos ni minimos locales.

Ademds, a partir de la definicién se verifican

1. loga(1) = 0.

2. logg(a) = 1.

3. loga(z122) = l0ga(21) + l0ga(22)
1 loga(2) = loga(e1) — loga(as)

5. loga(2¥) = yloga() .

Si la funcién logaritmica tiene como base al niimero irracional e, se denomina funcion

logaritmo natural y escribimos In(z) := log.(z). Si la base es el numero 10, escribimos

log(x) := logio().
Ejemplo 3.28

Una bacteria estomacal debe ser tratada con un determinado tratamiento antibiético antes
que esten presentes 10000 de ellas en el organismo, de lo contrario el tratamiento sugerido
es otro. Si se sabe que su numero se incrementa a razén del 5% cada hora y que al inicio
estaban presentes 400 bacterias, determine el nimero de bacterias N (t) presentes después

de t horas. j De cudnto tiempo se dispone antes de cambiar el tratamiento?

Solucién. Utilizando el modelo N(t) = Npe*t y reemplazando los datos entregados,
obtenemos N (t) = 400”9, Por otro lado, para estimar el tiempo del cual se dispone antes

de cambiar el tratamiento, resolvemos
10000 = 400”9 " de donde €”%" = 25

aplicando la funcién inversa [n, se tiene 0.05¢ = [n(25), de donde ¢ =~ 64. Luego, se disponen

de aproximadamente 64 horas para comenzar con el primer tratamiento.

0
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Se ha determinado experimentalmente que la mayoria de las sustancias radioactivas se
desintegran exponencialmente, de manera que la cantidad de una muestra de tamano inicial
Ny que permanece después de t anos estd dado por la funcién N(t) = Ny e k. La constante
positiva k mide la tasa de desintegracion, pero esta tasa generalmente estd dada al especificar
la cantidad de tiempo t necesario para que se desintegre la mitad de una muestra. Este
tiempo se denomina periodo radiactivo o vida media de la sustancia. Podemos calcular

explicitamente el periodo radiactivo, tenemos

1 In(2
5]\/'0 =Ny e * de donde t= n )

Ejemplo 3.29

El yodo radioactivo tiene un periodo radioactivo de 20.9 horas. Si se inyecta en el torrente

sanguineo, el yodo se acumula en la glandula tiroides.

(a) Después de 24 horas un médico examina la gldndula tiroides de un paciente para de-
terminar si su funcionamiento es normal. Si la glandula tiroides ha absorbido todo el

yodo, ; qué porcentaje de la cantidad original deberia detectarse?

(b) Un paciente regresa a la clinica 25 horas después de haber recibido una inyeccién de yodo
radiactivo. El médico examina la glandula tiroides del paciente y detecta la presencia
de 41.3% del yodo original. ; Cuanto yodo radiactivo permanece en el resto del cuerpo

del paciente?

Solucion. Como el yodo tiene un periodo radioactivo de 20.9 hrs, se sigue que 20.9 =
In(2)
k

y de esto k£ = 0.03316. El modelo de desintegracién radioactiva nos queda
N(t) = Ny e~0:03316¢,

Para responder (a), evaluamos N (24) ~ 0.45Np. Como la glandula tiroides absorbi6
todo el yodo, concluimos que la cantidad presente es el 45% de la cantidad inicial.

Para contestar (b), evaluamos N (25) ~ 0.4364Ny. Como la glandula tiroides absorbe el
41.3% del yodo original, en el resto del cuerpo hay un 2,34% de la cantidad de yodo inicial
Np.

O

La determinacion y prescripcion de las dosis de medicamentos son aspectos muy impor-
tantes en el area de la salud. Suponga que se quiere analizar el caso en que dosis iguales
son administradas a un paciente cada I unidades de tiempo hasta que se alcance un nivel
terapéutico y después la dosis es reducida lo suficiente para mantener el nivel terapéutico. La
razon para mantener dosis reducidas esta relacionada frecuentemente con los efectos toxicos

de las drogas. Supongamos que hay n dosis de P unidades cada una, una dosis se da en los
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tiempos t =0,1,2I,...,(n— 1)I, y que el nivel terapéutico T', es alcanzado en nl. Se sabe
que en el instante ¢t = 0 el paciente recibe las primeras P unidades de modo que la cantidad
de droga en el cuerpo es P. En el instante ¢ = I la cantidad presente de la primera dosis es
Pe k> 0, ademés en ese momento las segundas P unidades son suministradas. Asf la

cantidad total de la droga presente es
P+ Pe M

Continuando de esta manera, la cantidad 1" de medicamento presente, un intervalo de tiempo

después de la tltima dosis (t =nl) es
T=Pe M pe ... pemkl (3.2)
Multiplicando esta igualdad por e *! obtenemos
e HT = pe 2l f pe=3kl ... 4 pem(nHDR (3.3)

Restando a (3.2) la igualdad (3.3), se tiene que T —e T = Pe=# — pe~("+Dk Despejando

1— e—knl

T= PW
obtenemos el nivel terapéutico en términos de la dosis P, los intervalos de tiempo I, el ntimero
de dosis n y la vida media.

Ahora el objetivo es mantener el nivel terapéutico en el paciente suministrando una
dosis reducida R en los instantes nl, (n+ 1)1, (n+2)I, y asi sucesivamente. En el instante
t = (n+1) I pero antes de suministrar la segunda dosis reducida, la cantidad de medicamento
en el sistema proveniente de la primera dosis reducida es Re™*, y la cantidad que permanece
del nivel terapéutico es T e~* . Suponga que se requiere que la suma de estas cantidades sea el

nivel terapéutico, esto es, T = Re * +T e % . Despejando R y reemplazando T obtenemos
R=P(1—e ).
Ejemplo 3.30

La Teofilina es una droga utilizada en el tratamiento del asma bronquial y tiene una vida
media de 8 horas en el sistema de un paciente relativamente sano y no fumador. Suponga que
se dispone de 20 dosis para alcanzar el nivel terapéutico deseado cuando 100 miligramos le
son administrados cada I horas. Determine el nivel terapéutico y la dosis reducida en funcién

del tiempo I.

Solucion. Aqui n = 20. Como la droga utilizada tiene una vida media de 8 horas, se

sigue que k = @ ~ 0.0866. Obtenemos que el nivel terapéutico en términos los intervalos
de tiempo I es
1 — L7321

T(I) = 100—rgzar
() 20.08661 _ |
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La gréafica de la funcién T es

T

2000\

A partir de la gréfica de la funcion, podemos deducir que si aumentamos los intervalos de
tiempo en los cuales son administradas las dosis, el nivel terapéutico logrado es menor. Note
que si I = 0 esto es, todas las dosis son administradas juntas, el nivel terapéutico es un valor
maximo igual a 2000, sin embargo en un gran porcentaje de casos el organismo no tolera altas
dosis de un medicamento. Note ademas que el nivel terapéutico éptimo, no necesariamente
ocurre en el valor maximo.

0

3.3.3 Ejercicios Propuestos

1. Los registros de salud publica indican que ¢ semanas después del brote de cierta clase

de gripe, aproximadamente f(t) = miles de personas han contraido la en-

1+ 3¢ 08
fermedad. Bosqueje la grafica de la funcién, responda

(a) ; Cudntas personas estaban infectados al comienzo del brote?

(b) Después de un nimero grande de semanas, jcudntas personas estaran infectadas?

2. Elisotopo radiactivo del galio, utilizado en el diagnéstico de tumores malignos, tiene un
periodo radiactivo de 46.5 horas. Sise comienza con 100 miligramos de isdtopo, jcudntos

miligramos quedaran después de 24 horas? ;Cuando quedaran sélo 25 miligramos?

3. La ley de Fick establece que la concentracién de soluto en una célula en el tiempo t
es f(t) = C (1 —e ), donde C es la concentracién constante del soluto que rodea la
célula y k es una constante positiva. Suponga que para cierta célula, la concentracion
en el interior de la célula después de 2 horas es 0.8% de la concentracién del exterior

de la célula. Determine f(t). ;Qué representa k7

4. Un bidlogo realizé un estudio sobre los factores que influyen en el crecimiento o decre-
cimiento de una poblacion de parasitos presentes en el intestino delgado. El cientifico

lleg6 a la conclusion que producto de una infeccién la cantidad de pardsitos presentes
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en el intestino se modela por
f(t) =4+te ™

donde ¢ es el tiempo medido en dias (t=0 es el primer dia) y f(¢) es el nimero de
parasitos en miles. Establezca el modelo en forma precisa (encuentre el valor de k),
si se sabe que después de una semana hay 4.600 pardsitos en el intestino. ;Cuédntos

parasitos hay después de 15 dias?

. La concentracién de un medicamento en un érgano al instante ¢ (en segundos) estd
dada por
z(t) = 0.08 4 0.12 - ¢~ 0%

donde z(t) son gramos/centimetros ciibicos (gr/cm?)

(a) ;Cuadl es la concentracién pasado 1 minuto?

(b) ;Cudnto tiempo tardaré en alcanzar 0.18 gr/cm?® de medicamento en el 6rgano?

. Un decibel, llamado asi en honor de Alexander Graham Bell, es el incremento minimo
del volumen del sonido detectable por el oido humano. En fisica, se demuestra que
cuando se dan dos sonidos de intensidades I7 e I (vatios/cm?), la diferencia en volumen
es D decibeles, donde

D =10logio(I1/12)

Cuando el sonido se clasifica en relacién con el umbral de audicién humana (Ip = 10712),
el nivel de conversacién normal es aproximadaente 60 decibeles, mientras que en un

concierto de rock puede ser 50 decibeles mas alto.

(a) ; Cudnto mas intenso es un concierto de rock que una conversacién normal?

(b) El umbral de dolor se alcanza cuando el nivel de sonido es aproximadamente 10
veces tan alto como el de un concierto de rock. ; Cudl es el nivel del umbral de

dolor en decibeles?

. Después de que un estudiante con un virus gripal regresa a un campo universitario
aislado de 3000 estudiantes, el nimero de estudiantes infectados después de t dias, se

pronostica por

B 3000
1+ 2099¢—0-895

N(t)

(a) ;Cuantos estudiantes estaran infectados después de 10 dias?

(b) ¢{En qué periodo de tiempo se estima que los infectados lleguen aproximadamente
a 1000 estudiantes?
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. Una ley de curacién de las heridas es A = Be™ 10 | siendo A ( en mts? ) el 4rea danada

después de n dfas, y B (en mts?) el drea original dafiada. Hallar el nimero de dfas

necesarios para reducir la herida a su tercera parte del area danada.

. El valor de reventa V' de un equipo radiogréfico se comporta de acuerdo a la ecuacién

V = 750.000e %% en que t son los afios transcurridos desde el momento de la compra.

(a) ;Cual es el valor original del equipo radiografico 7
(b) {Cuaél es el valor esperado de reventa después de 5 anos 7

(¢) {Después de cuantos anos el valor de reventa sera de $250000 7

De un elemento radiactivo quedan N gramos después de ¢ horas, donde

N(t) = 100e"%

(a) ;Cudantos gramos permanecen después de 10 horas 7 ;y después de 50 horas?

(b) {Es posible estimar la cantidad de horas necesarias para que el elemento radiactivo

ya no esté presente ?
La funcién definida por

1
1 + e—(b+ma)

f(z)

se denomina funcién logistica y fue introducida por el bidlogo mateméatico alemén Ver-
hulst hacia el anio 1840 para describir el crecimiento de poblaciones con recursos ali-

mentarios limitados. Demuestre que

1n(1f(7jf()x)> =b+max

Los peces crecen indefinidamente durante toda su vida. Su crecimiento se puede modelar

mediante la funcién de Von Bertalanffy

L(z) = A(1 — e )
donde L(z) es la longitud a la edad de x afios, con k y A constantes positivas.

(a) Para k = 1, obtenga la edad del pez para que la longitud sea el 90% de A.

(b) ;Puede el pez alguna vez alcanzar la longitud A? Justifique su respuesta.



Capitulo 4

Trigonometria

El origen de la trigonometria data de hace mas de 2000 anios, cuando los griegos necesitaron
métodos precisos para medir dngulos y lados de tridngulos.

En este capitulo se estudian algunas funciones que son muy utilizadas en las ciencias
naturales para analizar fenémenos peridédicos o ritmicos, como las oscilaciones, el ciclo respi-

ratorio y los latidos del corazon de los animales.

4.1 Angulos

En geometria un angulo se determina por dos rayos con un mismo punto inicial.

B

@)

A

El punto O es llamado vértice del angulo AOB, denotamos también los dngulos por letras
griegas «, 3,7, 0, etc.

Una de las unidades de medida para angulos es el grado. Consideremos un circulo de
centro O y radio r, y dividamoslo en 360 partes iguales. Cada una de estas representa un
grado, luego 1 grado (1°) es, por definicién 1/360 partes de un circulo. Cada grado se divide
en 60 partes iguales llamadas minutos (1° = 60'), y cada minuto se divide en 60 segundos
(1" = 60"). Para medir un dngulo ubicamos el vértice de este en el centro del circulo y
contamos los grados o fraccion de ellos que hay entre los dos rayos. Para denotar la medida

de un angulo « escribimos £a.

Las medida de los angulos en grados se usan en algunas dreas de aplicacién como nave-
gacion, topografia e ingenieria. En aplicaciones cientificas, lo usual es emplear medidas en

radianes. Un angulo tiene una medida de 1 radian si al colocar su vértice en el centro del

45
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circulo, la longitud del arco interceptado es igual al radio.

La=1 radian £fB=2 radian 360° = 27 radianes
r r

AN =Y

Para encontrar la medida correspondiente a 360° es necesario determinar el nimero

<

de veces que un arco circular de longitud r puede colocarse a lo largo del circulo. Como
el perimetro del circulo mide 277, el nimero de veces que este arco de longitud r puede

colocarse es 2m. Esto nos da la siguiente relacion.

180° = 7 radianes.

De esto, para cambiar de radianes a grados se multiplica por 180/7. Para cambiar de grados

a radianes se multiplica por 7/180.

4.2 Funciones Trigonométricas de angulos agudos

Consideremos un angulo 6 tal que 0 < 6 < 7 . De la geometria clasica, sabemos que dado este
angulo agudo, podemos formar tridngulos rectangulos que lo contienen como angulo interior.

Anotemos AABC a uno de estos tridngulos.

B

A 0 C
b
Note que dados dos tridngulos rectangulos que contengan a 6 como angulo interior, por
Teorema de Thales, ellos son semejantes y por lo tanto sus lados proporcionales. Esto nos

permite definir, para 0 < 0 < 7, las siguientes funciones trigonométricas.

cateto opuesto  a
[ ] Seno . 867’2(9) = W = z

cateto adyacente b
e Coseno: cos(f) = hipotenusa =

cateto opuesto  a

e Tangente : tg(f) = =—.
& 9(6) cateto adyacente ¢
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Utilizando el Teorema de Pitdgoras, se obtiene la siguiente relaciéon entre las funciones
Seno y coseno.
sen?(0) + cos*(0) = 1. (4.1)
Ademas de la definicién de tangente, seno y coseno se tiene que

sen ()

tg(0) = cos(0)” (4.2)

Ejemplo 4.1 Vamos a calcular las funciones trigonometricas anteriores, en algunos dngulos

notables.

™ . . . .y
Sea 0 = R consideremos el tridngulo rectangulo isésceles

De la definicién, se obtienen sen(%) = @, cos(§) = @, tg() = L.
Sea ahora 6 = % Este valor, es la medida de cada angulo interior de un tridngulo
equilatero.
2 2

A partir del tridngulo rectangulo formado por dos lados y la altura del tridngulo equilédtero,

se obtienen
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Para diversas aplicaciones, es util conocer los términos dngulo de elevacion y dngulo de
depresion. Consideremos un observador A y un objeto B, sea C' un punto tal que el trazo

AC es horizontal, como en la siguiente figura

B c Ai

EA c B

« angulo de elevacién [ éangulo de depresion

Ejemplo 4.2 La enfermedad cardiovascular se asocia a ateroescleorosis o enfermedad atero-
matosa de los vasos sanguineos, que se produce por un exceso de colesterol en la sangre, la
que se deposita e inflama las paredes de las arterias, reduciendo su didmetro y terminando
por dificultar el flujo sanguineo. Desde un punto A cercano a la pared de la arteria se observa
el punto extremo de una masa de colesterol (B) con un dngulo de depresion de 25°, también
desde A es posible ver con un dngulo de depresion de 40° el punto extremo de otra masa de
colesterol (C') en el lado opuesto de la arteria. Si la distancia entre A y C' es de 0,2mm y se

estima que el dngulo ZABC' es 105°, hallar la distancia entre B y C.

Solucion. La siguiente figura, muestra una vista frontal de una arteria y su deformacion

producto de la acumulaciéon de colesterol

Trazando la altura desde el vértice B al lado AC y observando que ZCAB = 15° se

tienen las siguientes relaciones
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d
B " oy _ ¢
g(60°) .

d
02—=x

o Lo [, tg(15°) =

—x it 0.2

De esto se obtiene que x = 0.026mm y d = 0.045mm, por Teorema de Pitadgoras se sigue
que CB = 0.052mm.
O

4.3 Funciones Trigonométricas de niimeros reales

Note que en la definicién de las funciones seno, coseno y tangente, se esta considerando como
.
a todos los nimeros reales manteniendo las identidades (4.1) y (4.2)?. En el caso de las

dominio el intervalo ]0, %[, nos preguntamos ;es posible extender este dominio de definicién

funciones seno y coseno, su dominio serd efectivamente todo el conjunto R, pero para la
tangente deberemos quitar algunos valores. Para hacer esta extensién, sea S' el circulo de

centro en el punto (0,0) y radio 1. Definimos la funciones seno y coseno como sigue

e Para 6 > 0, partiendo del punto (1,0), en sentido antihorario, recorremos sobre el

circulo S! una longitud 6, determinando un punto sobre el circulo de coordenadas
(z,y) = (cos(0), sen(0)) .

Sl

N
&/ (1.0)
(z,y) = (cos(0), sen(0))

e Para 0 < 0, partiendo del punto (1,0), en sentido horario, recorremos sobre el circulo

unitario S! una longitud ||, determinando un punto sobre el circulo de coordenadas
(z,y) = (cos(8), sen(9))

Sl
(z,y) = (cos(0), sen(6))

f

I
Nz
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De este modo las funciones seno y coseno estan bien definidas y tienen como dominio a

R. A partir de la extension anterior, obtenemos la siguiente informacion

1. Si 8 > 27 6 6 < —27 entonces recorremos el circulo mas de una vez, repitiéndose los

valores de seno y coseno, esto significa que las funciones son periodicas de periodo 27.
2. Como (cos(0),sen(f)) es un punto del circulo de radio 1, se sigue que
sen?(0) 4 cos* () = 1,
manteniéndose verdadera la identidad (4.1) para todo 6 € R.
3. El recorrido de la funcién seno y coseno es el intervalo [—1,1].
4. Si 6§ =0 entonces (cos(0),sen(0)) = (1,0), luego cos(0) =1 y sen(0) = 0.
5. Si 6 = 3 entonces (cos(%),sen(3)) = (0,1), luego cos(5) =0y sen(F) = 1.

6. Si @ =7 entonces (cos(m),sen(m)) = (—1,0), luego cos(m) =—1y sen(m) = 0.

7. Si 0 =37 entonces (cos(3f),sen(3f)) = (0,—1), luego cos(35) =0y sen(3f) = —1.
8. La gréfica de la funcién seno es
1
/
=] % T 377‘. 27 Am
1
9. Desde la grafica vemos que sen(—x) = —sen(x), esto significa que la funcién seno es
mpar.

10. La gréfica de la funcién coseno es

4w

(M)
3
|wo

oy
[V
3
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11. Desde la gréfica vemos que cos(—x) = cos(x), esto es, la funcién coseno es par.

sen(x
Definimos la funcién tangente como tg(z) = ( ) El dominio de la funcién tangente
c

os(x)

€S

(2h+1)

Dom(tg) ={z €R : cos(x) #0} ={z R : = # m, kel}

y su grafico es

[VE

Desde la grafica, observamos que el recorrido de la funcién tangente es R, es una funcién

periddica de periodo 7, es una funcién impar.

Las siguientes expresiones son llamadas funciones trigonométricas reciprocas.

1
e Secante: sec(x) = . El dominio de la funcién secante es
cos(x)
2k +1
Dom(sec) ={z € R : x # %W, keZ}
1 .. iy
e Cosecante: cosec(x) = . El dominio de la funcién cosecante es
sen(x)

Dom(cosec) ={x €R : z#kr, keZ}

e Cotangente: cotg(x) = ——. El dominio de la funcién cotangente es

tg(x)
Dom(cotg) ={z € R : = #km, kecZ}.

Ejercicio 4.3 Bosquejar la grdfica de las funciones reciprocas, a partir de ellas, determinar

recorrido, paridad, imparidad, periodo, etc.
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Muchos problemas practicos involucran funciones trigonométricas, especialmente las fun-
ciones seno y coseno. A continuaciéon, estudiaremos un modelo mas general de dichas fun-
ciones.

Se definen

f(x)=A+ Bsen(Cx+ D) y g(x)=A+ Beos(Cx+ D)
dénde A, B, C, D son nimeros reales, C' # 0, que denotan

° %” es el periodo de las funciones.

o A es la traslacién vertical.

e |B| es la amplitud de la onda.

° —g es el desplazamiento de fase (o desface).

La gréafica de las funciones f y g se basa en la grafica de las funciones seno y coseno respec-

tivamente, veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.4 Al inyectar un determinado farmaco a una rata de laboratorio se observa que
el animal presenta variaciones de temperatura en su sistema interno. Se logra establecer que

dichas variaciones de temperatura, en grados Celsius, se modelan mediante la funcion
1
flx)=3-— 58671(221? — )

donde x es el tiempo transcurrido desde que se inyecta el farmaco (en minutos). Graficar
la funcién f indicando amplitud, periodo y desplazamiento de fase. A partir de la grdfica,

indique informacion relevante del problema.

Solucion. En este caso, tenemos que el perfiodo de f es 27” = 7, la traslacion vertical

es 3, la amplitud es % y el desface x = 5. Haremos la grafica de la funcién en varias étapas.

Primero, graficamos la funcién auxiliar y = sen(2z — 7) en el intervalo principal. Para
determinar dicho intervalo, ubicamos en el eje X el desface (punto inicial del intervalo), a
dicho valor le sumamos el periodo obteniendo el punto final del intervalo y graficamos con

ese dominio la onda bésica de la funcién seno. Asi

ﬂ y = sen(2z — m)
-1 U

(M)
ol




53

En una segunda étapa, graficamos la funcion auxiliar y = —§sen(2x — ) en el intervalo

principal, obtenemos

y = 7%56”(21‘ — )

TN
o
2
—1/2

Finalmente, trasladamos verticalmente la curva anterior y recordando que f es periddica,

[=]
w3

obtenemos la grafica de la funcién:

E U -

5/2
flz) =3 — %scn(Q:t — )

(=}
N

3
o

En el contexto del problema, debemos considerar x > 0. Note que al inyectar el farmaco

hay una variacién de temperatura de 3 grados Celsius, luego esta variacién comienza a au-
minutos, este valor corresponde a un maximo

mentar hasta llegar a 3.5 grados pasados 7
relativo. A partir de ese instante, la variaciéon de temperatura decrece, obteniéndose un valor

minimo relativo pasados ??Tﬂ minutos. En ese momento la variacién de temperatura aumenta
de 2.5 a 3 grados cuando han pasados m minutos. Este comportamiento comienza a repetirse

a intervalos de longitud 7. Observe que existen infinitos extremos relativos.
O

Ejemplo 4.5 Un paciente en reposo inspira y expira 0.5 litros de aire cada 4 seqgundos. Al
final de una expiracion, le quedan todavia 2.25 litros de aire de reserva en los pulmones.

Después de t sequndos de iniciado el proceso, el volumen de aire en los pulmones (en litros),

en funcion del tiempo es
t
V() = 2.5 — 0.25 cos (%) .

Graficar la funcién volumen. ;En qué instante el volumen es maximo? ;minimo? ;cudl es el

valor del volumen maximo y minimo?
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Solucion. Como el periodo es 7?—72 = 4 y el desface ocurre en t = 0, el intervalo principal
del grafico es [0,4]. Hay una traslacién vertical de 2.5 unidades y una amplitud de la onda

0.25 unidades. La porcién del grifico acorde al enunciado es

V(t) =2.5—0.25 cos(%t)

2.75.
2.5 / \
/

/' \\\
2.25 - >

Comentemos informacién que nos entrega el grafico de la funcién volumen. Observe que
un periodo completo de inspiracién y expiracién ocurre cada 4 segundos. En los primeros dos
segundos el pulmon recibe aire, llegando a un volumen méaximo de 2.751, luego comienza a
disminuir el volumen llegando al minimo de 2.25[ a los 4 segundos.

Si para tomar una radiografia, el volumen éptimo de aire en el pulmén es 2.51, ;cuantos
segundos hay que esperar desde que comienza la inspiracién para tomar el examen?

O

4.4 Identidades Trigonométricas

Una identidad es una ecuacién que se cumple para todos los valores de una o més vari-
ables. Las identidades relacionadas con funciones trigonométricas se denominan identidades
trigonométricas y pueden emplearse para simplificar ciertas expresiones.

Las férmulas siguientes para hallar el coseno y el seno de la suma y resta de dos angulos
son particularmente utiles. Las demostraciones de estas identidades pueden encontrarse en
la mayor parte de los textos de trogonometria y, por tanto, se omiten aqui. Para «, 3 en R

se verifican

sen(a £ (3) = sen(a) cos(3) £ cos(a) sen(3)

cos(a £ ) = cos(a) cos(B) F sen(a) sen()
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Si los angulos « y 3, en las formulas de adicién anteriores, son iguales, las identidades

pueden rescribirse como sigue

sen(2a) = 2 sen(a) cos(a)

cos(2a) = cos?(a) — sen?(a)

Ejemplo 4.6 Demuestre que 1+ tg?(0) = sec?(0), para todo 6 € R.

Solucion.

20)  cos*(0) + sen*(0) 1
. 20y — 1 4 5" ( _ _ ~ ec0,
+tg7(0) * cos?(0) cos?(0) cos?(0) sec’d

tg(e) + tg(B)
1 —tg(a)tg(B)

Ejercicio 4.7 Demuestre que tg(a + ) = Utilice esto para probar que

tg(2a) = %.

4.5 Ejercicios Propuestos

3
1. Dado que sen(f) = — y que 6 estd en el primer cuadrante, hallar los otros valores

5
funcionales.
2
2. Dado que tg(0) = -3 y que 6 estd en el segundo cuadrante, hallar los otros valores
funcionales.
1
3. Sisen(f) =—= y que 6 esta en el tercer cuadrante, hallar el valor de

3

sen(26) + cos(0)
4+ 3tg*()

4. Demuestre las siguientes identidades

(a) sen(a)+sen(b) =2 sen(%L2) cos(%5

=

) (d) cos(a)—cos(b) = 2 sen(“L) sen(%52)
) (e) [sen(t) + cos(t)]? =1+ sen(2t)

1 — sen(t)
) (f) [tg(t) — sec(t)]* = T+ sen(t)

w‘

=
=

(b) sen(a)—sen(b) = 2cos(*52) sen(
3

a—

w‘

(=
(=

(c) cos(a)+cos(b) = 2cos(2E2) cos(%5

w‘
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5. Un impacto de bala perfora el pulmén. Los puntos A y B estdan situados en lados
opuestos de la herida. El punto C' estd a 50mm de A. Se determina que la medida
de LBAC es 112° y que la medida del LACB es de 42°. ;Cudl es el didmetro de la
herida?

6. Al analizar la imagen de las fibras del cuerpo calloso tras eliminar la corteza cerebral
suprayacente se observa una masa, que podria corresponder a un tumor, que estd situado
al oeste de los forceps mayor que estan a 3cm de distancia uno del otro en una horizontal.
Los angulos de elevacién a la masa desde los dos forceps son 17° y 78°. ; A qué distancia

del eje que une los forceps mayor esta el tumor?

1. Forceps menor
2. Fibras comisurales del
cugrpa calloso (radiacién)

6. Estria longitudinal medial
7. Estria longitudinal Iateral

7. En el esqueleto humano, el muslo sélo lo constituye el fémur, el hueso mas largo del
cuerpo. Se ha detectado en una persona una diferencia entre el largo del fémur izquierdo
y derecho. Para que el didmetro transversal de la pelvis y el fémur formen un angulo
recto es necesario ubicar en el fémur una prétesis de longitud z. Si la situacién se

describe en la figura

eje transversal

N

— 40 —— x —

Hallar el valor de .

8. Dadas las siguientes funciones indique periodo, amplitud, desface, traslacion vertical

y realice la grafica.
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(a) f(z) =2+ sen(4x). (d) f(z) =1 —3sen(2z +m).
(b) g(t) = =3+ bcos(z — 1) (e) g(t) =—1—4cos(2x — )
(c) h(z)=4—3sen(dz + ) (f) h(z) = 2cos(3x + 4r)

9. Dadas las siguientes graficas de ondas seno y coseno, en cada caso, indique la funcién

que las origina.

(a) (b)

[SE]
]

ARV

—2

10. Las ondas cerebrales empezaron a identificarse a raiz de los estudios del suenio. Par-
tiendo de estas investigaciones se dividen las posibles ondas cerebrales en cuatro grupos
diferentes: beta, alfa, zeta, delta. La siguiente figura muestra un encefalograma de las
ondas producidas durante el suefio (tipo alfa) en el cerebro humano. Si la grafica de la
funciéon W (t) = asen(bt + ¢) + d, con t tiempo medido en segundos, representa a estas

ondas jcudl es el valor de a,b,cy d?

14

11. La accién de bombeo del corazén consiste en la fase sistélica en la que la sangre pasa
del ventriculo izquierdo hacia la aorta, y la fase diastélica durante la cual se relaja el
musculo cardiaco. Para modelar un ciclo completo de este proceso se usa la funcion
y = asen(bt) cuya grafica se muestra en la figura. Para un individuo en particular, la
fase sistdlica dura 1/4 de segundo y corresponde a una intensidad méxima de flujo de

8 litros por minuto. Obtenga a y b e interprete en el contexto del problema.
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13.

14.

15.

o8

Yy Flujo(l/m)

Sistole Diéstole

Un espirograma es un instrumento que registra en un grafico el volumen del aire en los
pulmones de una persona en funcién del tiempo. Un trazado de este gréafico estd dado
por la funcién V(t) = 3 + % sen (1607rt — %), el tiempo estd medido en minutos y el

volumen en litros.

(a) Dibuje la porcién del grafico que tiene relacién con el problema.

(b) {Cuaél es el volumen para el tiempo cero?

(c) (Para qué valor de ¢ el volumen es de 3,025 litros?

(d) ¢{En qué instante el volumen es méximo? ;Cudl es el valor del volumen maximo?

(e) ¢En qué instante el volumen es minimo? ;Cudl es el valor del volumen minimo?

Para una persona en reposo la velocidad, en litros por segundo, del aire que fluye en
un ciclo respiratorio es v(t) = 0,85 sen (%t) , donde t se mide en segundos. Grafique
la funcién e indique la parte del grafico acorde con el enunciado. A partir del gréfico,
obtenga informacién relevante del problema, por ejemplo maximos, minimos, duracién

del ciclo respiratorio, etc.

La cantidad de biéxido de azufre, obtenido de la combustion de combustible liberados
hacia la atmoésfera de una ciudad varia estacionariamente. Suponga que el nimero de
toneladas del contaminante liberado en la atmésfera durante cualquier semana después
del primero de Enero es A(n) = 1.5+ cos (%) , para 0 < n < 104. Grafique la funcién

en el intervalo indicado y describa el problema a partir de ella.

En cierto trabajo de investigacion se estudié la adaptacién fisiolégica y bioquimica del
caballo mestizo de tiro al realizar trabajos de labranza en suelos arroceros. Se utilizaron
caballos clinicamente sanos durante una jornada de 5 horas. Se registro la frecuencia
cardiaca y respiratoria. El siguiente grafico indica el nimero de latidos por minuto de

un caballo
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Si se sabe que la curva se describe por funciones seno y/o coseno, hallar funcién que
la origina. A partir de la grafica anterior, obtener la mayor informacién posible del
problema, por ejemplo, nimero méximo (minimo) de latidos, jse recupera el ritmo

cardiaco?

Por otra parte, en esta investigacion, se encontré ademds que la frecuencia respiratoria
se modela por la funcién r(t) = 50 + 45sen(nt). Graficar la informacién e interpretar

en el ambito del problema.

Se cree que el bienestar emocional de una persona varia periédicamente con el tiempo ¢,
de manera que el patron se repite cada 28 dias. Suponiendo que su estado emocional era
neutral en el momento de su nacimiento, que Ej es el nivel emocional maximo, hallar
la funcién que describe el bienestar emocional si esta se define por seno y/o coseno.

;, Cudl sera su nivel emocional en su vigésimo primer cumpleanos?

En la misma persona, se cree que su estado de bienestar fisico sigue un patrén periddico
similar, s6lo que esta vez el patrén se repite cada 23 dias. Si Py es el nivel maximo
de bienestar fisico, hallar una funcién para establecer su estado fisico en el momento ¢
y determine el nivel en su vigésimo primer cumpleanos. ;En que dias coincidiran los

niveles maximos de sus ciclos fisicos y emocional?



Capitulo 5

Limites y Continuidad

5.1 Limites

Los antiguos griegos utilizaban procedimientos basados en limites para calcular areas. Por
ejemplo, cubrian una regién de forma tan completa como fuera posible utilizando tridngulos,
sumando las dreas de los tridngulos obtenian una aproximacion al area de interés. Sin embargo
no fueron los griegos quienes dieron una definicién rigurosa del procedimiento. El matematico
francés Augustine-Louis Cauchy (1789-1857) fue el primero en desarrollar una definicién
formal de limite. La definicién que usamos en nuestros dias se remonta al matematico aleman
Karl Weierstrass (1815-1897).

Consideremos una funcién real f definida en algtin subconjunto de R. Veamos un ejemplo

que motivard la posterior definicién de limite.

Respecto al crecimiento de poblaciones, en individuos con apareamiento estacional con-
tinuo, no existe una escala de tiempo fija para la generaciéon de nuevas crias. En este caso, es
necesario modelar como cambia el tamano de la poblacién en intervalos de tiempo pequenos.
Suponga que la tasa de crecimiento media de una poblacién en un intervalo de tiempo [1, 1+h]

es )
(I1+h)"—1
h)=——F——
1) -
Para algunos valores de h cada vez mas préximos de cero, utilizando una calculadora, obten-

emos los valores de la funcién f

h | f(h) h | f(h)
—-0.1 1.9 0.1 2.1
—0.01 1.99 0.01 2.01
—0.001 1.999 0.001 2.001
—0.0001 1.9999 0.0001 2.0001
—0.00001 | 1.99999 0.00001 | 2.00001

60



61

Note que mientras h tiende (se aproxima) a 0 , la funcién f(h) tiende a 2. Para esta
idea de accién-reaccién, diremos que el limite de f(h) cuando h tiende a 0 es 2. Formalmente

tenemos la siguiente definicion

Definicién 5.1 Sea f: A C R — R una funcion y ¢ € R. Diremos que el limite de f(x)
cuando x tiende a c es L, si para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que para x € A con 0 < |[x—c| < 0

se tiene que |f(x) — L| < e.

Tr cx

Notacién: lim f(z) = L, se lee el limite de f(z) cuando x tiende a c es L.
Tr—cC

Observaciones 5.2

1. El limite lim f(x) puede o no existir. Si el limite existe, esto es, L es finito se dice
que f(x) convergex;CL, si no existe, se dice que f(x) diverge cuando x tiende a c.

2. El hecho que lim f(z) = L, significa que f(x) puede tomar valores arbitrariamente
cercanos a L siempre aﬂé T esté suficientemente cerca de c.

3. Es conveniente tener en cuenta que se ha dicho que = estd cercano a ¢, pero no es

igual a ¢, de hecho, no necesariamente ¢ pertenece al dominio de la funcién f.

Ejemplo 5.3 Sea p(r) = apz" + ap12" 4+ -+ a1z +ag,n €N, a; € R, una funcion

polinomial, entonces

lim p(x) = anc” 4 ap_1c" "
r—cC

+ - +aic+agp.

En particular:

(i) lim ag = ag, esto es, el limite de una constante es la constante.
r—c

(i1) lim(a1x + ap) = arc + ap.
r—c
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sen(x)

Ejercicio 5.4 Utilizando una tabla de wvalores o la grdfica de la funcion f(x) =

compruebe que

lim sen(x)

x—0 T

=1

5.1.1 Propiedades de los limites

A continuacion se presentan ciertas leyes de limites de funciones.

Sea a una constante en R y supongamos que

lim f(x) y limg(z)

Tr—cC r—cC

existen. Entonces se verifican las siguientes propiedades

1. limaf(z) =alim f(x)

r—cC Tr—cC

2. lim[f(z) + g(x)] = lim f(z) + lim g(z)

r—cC

3. lim[f(z) - g(x)] = lim f(x) - lim g(x)

r—cC Tr—cC

4 lim 1@ A 1)

e g@)  Tmgla)’

supuesto que lim g(z) # 0.
r—cC

Ejemplos 5.5 Calcular los siguientes limites

1. limb5z® — 22+ 32 +5

r—2

Solucion. Aplicando las propiedades 1 y 2, o alternativamente el ejemplo 5.3, se tiene

lim 522 — 22 + 32 + 5 = 47.

x—)2

4
2. lim 2
z—1x%+1
Solucion. Utilizando las propiedades 4 y 2, se obtiene
x+4 ilel z+4 5)
im = =—,
e=la2 41 lima?41 2
r—1

suponiendo que existen los limites del numerador y del denominador y que el limite del

denominador no es igual a 0.

O
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. 2 —16
xliril .’E—4

Solucion. Note que en este caso no podemos usar la propiedad 4 ya que el limite del

denominador es 0. Manipulando algebraicamente la funcién obtenemos

2 _ _
lim 16 lim (x —4)(x +4)

=1 4) =8.
r—4 x —4 r—4 xr—4 acl—%(x—i— ) 8

Solucion. También en este caso, el limite del denominador es 0. Es necesario simpli-

ficar la funcién. Tenemos
2—2x—-3 . (z-3)(z+1)

lim ————— = lim

r—3 r—3 r—3 x—3 :}EI}S(‘T—’_l):ZL

. vr+5-—2
lim ————

rz——1 2 —1
Solucion. Para resolver este limite racionalizamos la expresién del numerador y fac-
torizamos el denominador,

vVr+5—2 . vVr+5—2 vVr+5+2

lim Y225
oo 22 1 -z +1) Vrtb+2

. r+5—4
= lim

2——1(z — 1)(z +1)(vVz + 5 +2)

~ lim r+1
e—-1(z—1)(z+1)(Vz+5+2)
. 1 1
= lim =—=
-1 (z—-1)(Vz+5+2) 8
O
3 _
lim (24+h)° -8
h—0 h

Solucion. Desarrollando el cubo de binomio presente en la funcién, obtenemos

. (2+R)3P-38 . 8+ 12h +6R%*+h3 -8
lim ————— = lim
h—0 h h—0 h

12 2
g PUZEORERD) 1o eh =12
h—0 h h—0
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1_
7. lim LT005(®)

z—0 x

Solucion. Para calcular este limite vamos a utilizar el resultado del ejercicio 5.4 y la

propiedad 3 de limites.

lim 1 — cos(x) — lim 1 —cos(x) 1+ cos(x)
7—0 x =0 T 1+ cos(x)
1 — cos? 2
i cos®(x) ~ lim sen®(x)

z—0 z (14 cos(x)) =0 z (14 cos(x))

. sen®(z) x

= lim .
e—0 22 1+ cos(x)

— lim sen(z) lim sen(z) m T
z—0 z—0 z—0 1+ cos(x)

5.1.2 Limites laterales

Como se hizo notar en la observacién 5.2 un limite puede o no existir. En esta seccion
estudiaremos un importante criterio que nos permite concluir al respecto. Para introducir el

tema, veamos el siguiente ejemplo

Ejemplo 5.6

Consideremos la funcién f(z) = — , x # 0. Nos preguntamos jexiste lin%] f(x)?
x e
Como |z| =2 para x >0 y |z| = —z para x < 0, se obtiene que
|| 1 sixz>0
flz)=—= :
z -1 si <0

La siguiente figura muestra la grafica de f,
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Puede verse que f(z) converge a 1 cuando x tiende a 0 por la derecha y que f(x) converge a -1
cuando x tiende a 0 por la izquierda. Como los valores del limite son distintos, dependiendo
si x tiende a 0 por la derecha o izquierda, se concluye que ;13(1) f(x) no existe.

Las frases x se aproxzima a c por la derecha y x se aprorima a c por la izquierda expresan

el significado de los siguientes conceptos, llamados limites laterales.

Definicién 5.7 (Limite lateral derecho) Sea f: A C R — R wuna funcién y ¢ € R. Diremos
que el limite de f(x) cuando x tiende a c por la derecha es L, si para todo € > 0 existe § > 0

tal que para x € A con 0 < x — ¢ < 6 se tiene que |f(x) — L| < e.

Notacion: 1irn+ f(x) =L, se lee el limite de f(x) cuando x tiende a ¢ por la derecha es L.
Tr—cC

Definicién 5.8 (Limite lateral izquierdo) Sea f : A C R — R una funcién y ¢ € R. Diremos
que el limite de f(x) cuando z tiende a c por la izquierda es M, si para todo € > 0 existe

d >0 tal que para x € A con 0 < c—x < § se tiene que |f(z) — M| < e.

Notacion: lim f(x) = M, se lee el limite de f(z) cuando z tiende a ¢ por la izquierda

r—c—
es M.

Dados estos conceptos, podemos establecer el siguiente criterio de convergencia de limites

Existe lim f(x) siy sélo si existen lim+ f(x), lim f(z) y son iguales.
r—cC Tr—C xr—c—

Ademas, si lim f(z) = lim f(x)= L entonces lim f(z) = L.

r—ct r—c— r—cC

Ejemplo 5.9 Dada la funcion

Vaz+9-3

5 st £ <0
T
flz)=
sen(z) st x>0
6x

¢Eziste lim f(z) ?
z—0

Solucion. Para utilizar el criterio anterior, es necesario calcular los limites laterales.

Obtenemos el valor del limite lateral izquierdo, usando técnica de racionalizacién como sigue
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lim f(z) = lim

x—0— r—0—

- V2 +9—-3 Va2 4+9+3

Va2 +9-3
2
T

=1
w—0- 2 Va2 +9+3
. 224+9-9
= lim
z—0~ 22 (Va2 + 9+ 3)
1 1

lim — =
e—0- V22 +9+3 6

Para calcular el limite lateral derecho utilizamos el ejercicio 5.4 y obtenemos

1 1
lim sen(x) 1 sen(z) 1
z—0t 6z 6 z—0+t 6

Como existen los limites laterales y son iguales se sigue que existe lirr%) f(z) yvale 1/6.
Tr—
O

5.1.3 Limites en el infinito

En muchos problemas préacticos nos interesa saber el comportamiento de una funcién, cuando
la variable de la cual depende, crece o decrece indefinidamente. Consideremos el siguiente

ejemplo,

Ejemplo 5.10 Suponga que el tamano de una poblacion t anos después de iniciado un estu-

dio es
at

N(t) =10 +

donde a y k son constantes positivas y N(t) es medido en miles de individuos.

Una pregunta natural, en relacion a este modelo, es jcuantos individuos tendré esta poblacion

cuando pasen muchos, muchos anos?

., 4 . . . .
Note que la expresion ; es equivalente a , es claro que si t crece indefinida-

a
k/t+1
mente, t — +o00, la funcién N (t) tiende a 10 + a miles de personas. Esto se puede verificar

observando la grafica de la funcion.
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104+a 1

10

En el andlisis anterior, tiene sentido hacer tender ¢t a +o00 porque t arbitrariamente grande
pertenece al dominio de la funcién. En relacién a esto, tenemos la siguiente observacion.

0

Observacion 5.11 Un subconjunto A de R es acotado superiormente si existe M € R tal
que x < M para todo x € A. Andlogamente A es acotado inferiormente si existe N € R tal

que N < x para todo x € A.

Ejemplo 5.12 El conjunto de los numeros naturales N es acotado inferiormente pero no

superiormente. Por otro lado, todo intervalo de extremos finitos es acotado.

La definicién de limite al infinito nos dice

Sea A C R un conjunto no acotado superiormente. Dada la funcién f : A — R, diremos
que
lim f(z)=1L

T— 400

si para todo € > 0 existe M > 0 tal que |f(z) — L| < e siempre que x > M .

Anélogamente se dice que
lim f(z)=1L

Tr— —00

si para todo € > 0 existe M > 0 tal que |f(z) — L| < e siempre que = < —M .

Ejemplo 5.13 El desarrollo de cierta epidemia se caracteriza por tener un comportamiento

dado por la funcion

250
0= 1w

que representa la cantidad de personas que adquieren la enfermedad en un tiempo t medido

en semanas.
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¢ Cudntas personas estdn contagiadas al comienzo de la epidemia? ;Qué nos indica el

i ?
valor tl}inoo f(t)

Solucion. Al comienzo de la epidemia, consideramos ¢ = 0, reemplazando este valor
en la funcién obtenemos f(0) = 125. Este valor nos indica que al comienzo de la epidemia
habian 125 personas enfermas.

1
Por otro lado, si ¢ — +00 entonces la expresién e 2 = —; tiende a 0. Luego,
e

. 250
Ao Tem — 2

Esta cantidad nos indica que cuando pase una cantidad indefinida de tiempo habran 250

personas contagiadas con la enfermedad.
O

5.2 Funciones Continuas

La nocién de funciones continuas es uno de los puntos centrales en algunas areas de la

matematica. En esta seccién estudiaremos sus aspectos mas basicos.

Definicion 5.14 Sean A CR y f: A — R wuna funcion. Diremos que f es continua en
a € A cuando, para todo £ > 0 se puede obtener 6 >0 tal que para x € A con |x —a| <6
implica que |f(x) — f(a)| <e.

Veamos algunas observaciones respecto a la definicién de continuidad

Observacion 5.15 1. Sila funcion f no es continua en a € A diremos que f es discon-

tinua en a.

2. En la definicion de continuidad, el punto a debe pertenecer necesariamente al dominio

de la funcion.

3. La continuidad es un fenomeno local, esto es, si f es continua en un punto no nece-

sariamente lo es en otro.
4. Si f es continua en todo a € A diremos que f es continua.

5. Si calcular lim f(zx) tiene sentido, diremos que f es continua en a € A si
r—a

lim f(z) = f(a)

r—a
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Ademas, si f,g: A — R son continuas en a € A entonces también es continua en dicho

punto las funciones f +g¢g, f-g, asi como la funcién f/g, en el caso que g(a) # 0.

Ejemplo 5.16 Todo polinomio p : R — R es una funcion continua. FEn particular, las

funciones lineales y cuadrdticas son continuas.

x
Ejemplo 5.17 Toda funcion racional M es continua en su dominio, que es el conjunto
q(x

de valores x tales que q(x) # 0.
Ejemplo 5.18 Las funciones trigonométricas seno y coseno son continuas en todo a € R.

Ejemplo 5.19 La funcion exponencial es continua en a € R y su inversa, la funcion logar-

itmica, es continua en a € RT.

Ejemplo 5.20 La funcion f:R — R definida por

(1 32> —z-—2 1
St T
5v3 z—1
= V2 — /3
r—1
2 st x=1

\

es continua en R — {1} y discontinua en x = 1.

En efecto, para x # 1 la funcién f es continua por ser divisién de funciones continuas.
Asi definida f, podemos usar la observacién 5.15(5) para estudiar la continuidad de f en

x=1.

Debemos probar que lim1 f(z) = f(1). Para probar la existencia del limite, calculamos
T—
los limites laterales.

Veamos el limite lateral izquierdo

1 2_x—-2 1 N(xr —1
lim f(z) = lim st = lim Bz +2)@=1)
z—1— z—1— 5\/§ r—1 5\/§ r—1— x—1

1 1
- lim 3 42— —
5\/§ x—1— \/§

Ahora, calculamos el limite lateral derecho



Como lo limites laterales existen y son iguales, se concluye que lim1 flx) =
Tr—

lim f(x) = lim
r—1t f( ) r—1+
= lim
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V2r+1-+3 V22 +1+3

= lim

2(x —1)

r—1

2

V2 +1++3

1

I I T e T RE

1
f)y=2+# 7 de donde f no es continua en x = 1.

5

5.3 Ejercicios Propuestos

1.

Calcular los siguientes limites.

(a)

3+ 1
:ELIEI.’EQ-l-l
22 —3x—10
x2 — 25
x?—1
lim ——
x—>—1x2+3x+2
-1
limﬁ

z—1 x —1

lim
r—5

h

(x + h)3 — 23

S

. Sin embargo

223 — 1422 + 122

. Vr+1-2
lim ——
r—3 r—3
Vaz—23¢ 1
i V2 Jx +
r—1 (1‘—1)2
o Vr+1-—1
lim ————
z—0 1 +x—1
oaxm -1
lim
z—1 v —1
V14 ax—1
lim ——
x—0 x
lim vz +a— vz
r—00
. ud + 4u® + 4u
Iim ——————
u——2 u2—u—6
o 222 —3x—14
lim ———
T—00 xd+1
22 —2-6
lim
r—3 x—3
lim Ve
e+ T+
x

2o 73 — 1022 + 272 — 18



2. Considerando que lir% en(z)
xr— X
(a) lim sen(3x)
z—0 x
(b) Tim sen(x?)
z—0 X
(© lim 22
z—0 X

1
lim x sen(—)

T—00 €T
(¢) lim sen(r — )
zoa g2 — 2
() Tim 1 — cos(x)
z—0 X
. sen(azx)
lim 222/
(g) xg% ﬂx
. sen(2x —2)
h) lim —=
( ) xgg, $3——1
(i) Tim tan (7 x)
r—2 T —2
1 x
3. Dado que lim (1 + —> = e, determine
T—00 T

1 xT
lim (1——)
T—00 €T

1 3x—2
A (”3?)

22+ 22+ 2 vi 2l

lim
z—oo \ 2 + 2z + 1
m (£53)
lim
z—o0 \ & — 2
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=1, calcular los siguientes limites.

™

xl—r% cotg(x)  2cos(x)
sen(2x — 1)

4z — 2
2sen(z — 2)

22 —4

sen(m?x)

lim

1
14’2

lim
rz—0
lim
rz—0 €T
1 — cos
li £ 08(T)
x—0 X
sen(x — a)

lim 5

r—a

2 —a
1 — \/cos(x)
22
sen(x) — cos(x)

lim
z—0

lim

e—T 1 —tan(x)

sen(a + x) + sen(a — x) — 2sen(a)

lim

z—0 2

4. Discuta la existencia en R, de los siguientes limites:

(a)

2?2 — |z — 7| — 49

li
11m |x——ﬂ

r—T7




5. Caleular lim 2& M —F(@)
h—0 h

si

(@) f(z)=a? (¢) f(x) = sen(x)
1
(b) flz) == (d) fl2) =57
( 22__11 r<l1
6. Considere la funcién f(z) = ¢ o, r=1

[ 23+ 1 z>1

Determinar (a) lim f(z), (b) lim f(x), (c) ¢ Existe lim f(z)?

z—1+ z—1— r—1
sen(x) £ 40
sen(2x)
7. Sea g(z) =
z2—z+1 =0

2

Determinar (a) lirn+g(x), (b) lim g(x), (c) ; Existe hn%)g(:c)?
z—0 z—0~ T—

8. Estudie la continuidad en R de las siguientes funciones

9. Estudie la continuidad en R de las siguientes funciones

(22— 12-6

po , <3
(a) h(z) = 86771(;{;5) L e>3
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2 —z+1 R )
Vr—1—-+v9—=z
(b) flz) = r—5 » S<rs9
x? — 11z + 18
B

La intensidad de la luz en los lagos disminuye con la profundidad. Si se indica por I(z)

la intensidad de la luz a profundidad z, siendo z = 0 la superficie, tenemos que
I(z) — Ioef%ln(lo)z
. Qué sucede con I cuando la profundidad es muy pero muy grande?

Suponga que el tamainio de una poblacién en el instante t es

N(t)

- at
k4t

siendo a y k constantes positivas. Suponga que el tamano limite de la poblaciéon es

lim N(t) = 1.24 x 10°

t—o00

vy que en el instante ¢ = 5, el tamano de la poblacién es la mitad del tamano limite.

Utilice la informacién anterior para determinar el valor de las constantes a y k.

Los psicologos consideran que cuando se pide a una persona que recuerde un conjunto
de eventos, el niimero de hechos recordados después de ¢t minutos estd dado por una
funcién de la forma Q(t) = A (1 — e™**), donde k es una constante positiva y A es el
numero total de hechos importantes presentes en la memoria de la persona. ;Qué ocurre
a la funcién ) cuando ¢ crece sin limite? Explique este comportamiento en términos

practicos.

Suponga que N(t) = 10 +2e7%3t sen(t), t > 0, describe el tamafio de una poblacién,

en millones, en el instante ¢, medido en semanas.

(a) Utilize una calculadora para graficar N(¢) y describa con palabras lo que ve.

(b) Obtenga tlim N(t) e interprete este resultado.
—00

La siguiente funcién expresa la altura de un &rbol en funcién de su edad f(z) =

132¢=29/% 1> 0. Calcule lim f(zx) e interprete el resultado.

Suponga que un organismo reacciona a un estimulo sélo cuando dicho estimulo supera

un cierto umbral. Suponga que el estimulo es una funcién del tiempo ¢, y que su
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expresion es s(t) = sen(nt), t > 0. El organismo reacciona al estimulo y muestra una

cierta reaccién cuando s(t) > 1/2.

Defina una funcién ¢(t) tal que g(t) = 0 cuando el organismo no muestre reaccién en

el instante ¢, y g(t) = 1 cuando el organismo muestre reaccion.

(a) Grafique s(t) y g(t).

(b) (Es s(t) continua? ;Es g(t) continua? Justifique.

La poblacién ( en miles ) de una colonia de bacterias ¢ minutos después de la intro-

duccién de una toxina estd dada por la funcion

12 i
P(t) = + 7 SI.O
—8t+ 72 sit

(a) ;Cuadl es la poblacién pasados 2 minutos?
(b) ;Cuédndo muere la poblacién?

(c) (Es continua la funcién P(t)?. Justifique.

Duarte y Agusti (1998) investigaron el equilibrio de C'O; en los ecosistemas acuaticos.
Relacionaron las velocidades de respiracion de la comunidad, R, con las velocidades
brutas de produccién primaria, P, de los ecosistemas acuéticos. Hicieron la siguiente
proposicién

Nuestros resultados confirman que la relacion entre la velocidad de respiracion de la
comunidad y la produccion bruta no es lineal. La respiracion de la comunidad es aprox-

imadamente proporcional a la potencia dos tercios de la produccion bruta

(a) Utilice la proposicién anterior para explicar porqué R = aP’ se puede utilizar
para describir la relacion entre R y P. ;Qué valor asignaria a b basandose en la
proposicién anterior?

(b) Larazén R/P de un ecosistema es importante para evaluar la disponibilidad global
de C'O,y. Si la respiracién supera a la produccién, esto es, R > P, el ecosistema
actia como una fuente de diéxido de carbono, mientras que si la produccién supera
a la respiracién , P > R, el ecosistema actiia como un sumidero de diéxido de
carbono. Suponga que b = 2/3. Demuestre que la razén R/P como funcién de P

es continua para P > 0. Ademds demustre que

1' - = 1' — = .
PE8+P oy PiTooP 0

Grafique R/P. ;{Cémo afecta a la gréfica el valor de a?



Capitulo 6

Derivacion

El céalculo diferencial permite resolver problemas béasicos de nuestro entorno. Concretamente,
podemos optimizar una funcién: calcular maximos y minimos de una curva, estudiar la razén
de cambio de una variable respecto a otra. Las aplicaciones del céalculo diferencial en las
ciencias naturales incluyen modelos de crecimiento simple, interacciones entre organismos,

trabajo de neuronas, reacciones enzimaticas, modelamiento epidemiolégico y muchas otras.

6.1 Definicion e Interpretacion Geométrica de Derivada

Sean a,b € R con a < b. Consideremos la funcién f :]a,b[— R. Diremos que f es derivable

en ¢ €la,b[ si existe el limite

(6.1)
df

Otras notaciones para la derivada de f en ¢ son Df(c), d—(c) Cuando f es derivable en
x

todo z €]a, b diremos que f es derivable en a, b|.

Observacion 6.1 Si en la definicion de derivada, hacemos el cambio de variable h = x — ¢

se sigue que h tiende a 0 cuando x tiende a ¢ y obtenemos

£(0) — tim T W) = £

h—0 h

esta definicion de derivada es equivalente a (6.1).

Ahora, vamos a establecer la interpretacién geométrica de la derivada.

()
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Sea f una funcién derivable en c. La siguiente figura nos muestra la grafica de la funcion y

de la recta (llamada secante) que pasa por los puntos (¢, f(c)) y (z, f(z)) con x €]a,b[.

Y

~

(e F(@)

La pendiente de la recta secante que pasa por los puntos (c, f(c)) v (z, f(z))

x)— f(c

@@
T—c

Ahora mantendremos fijo el punto (¢, f(c¢)) y acercaremos z a c, la situacién geométrica se

muestra como sigue

Cuando z estd suficientemente préximo de c¢ la recta secante estd muy préxima a lo

que llamaremos recta tangente al grafico de f en el punto (¢, f(c)). Tenemos la siguiente
definicion

Definicion 6.2 Sea f es una funcion derivable en c. Llamaremos recta tangente en ¢ a la

recta que pasa por el punto (c, f(c)) con pendiente

£(0) 1 1) = 1O

r—c r —cC

De esta forma, geométricamente

f'(c) es la pendiente de la recta tangente al grdfico de f en el punto (c, f(c)).



7

(e, f(e))

/

Conociendo la derivada de f en ¢ y el punto (¢, f(c)) es posible usando la forma punto-

pendiente establecer la ecuacion de la recta tangente:

RT: y—fle)=f(c)(@—0)

Definicion 6.3 Sea f es una funcion derivable en ¢ con f'(¢) # 0. Llamaremos recta normal

en ¢ a la recta que pasa por el punto (c, f(c)) y es perpendicular a la recta tangente. Su
ecuacion es

1
f'()

En la siguiente figura se ilustran las rectas tangente y normal.

RN : y—flo)= (x—¢)

RN RT

/

Ejemplo 6.4 Derivada de una funcion constante.

Consideremos la funcién f(x) = b cuya grafica es una recta horizontal pasando por el punto
(0,b) . Usando la definicién de derivada obtenemos
R (GO

= lim —— = lim =1lm0=0.
T—C T —c T—Cc I — C T—Cc I — C T—C

f(e)

Luego para todo = € R se tiene f/(x) =0.
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Ejemplo 6.5 Derivada de una funcion lineal.

La grafica de la funcién f(x) = ax + b es una recta de peniente a que pasa por el punto
(0,b) . Usando la definicién de derivadase puede confirmar que f’(z) = a, para todo = € R.

En efecto,

70 = tim LD =IO _p avtboacmb o alw—c)

=lima=a.
T—cC T —cC T—cC €T —C T—c T — C T—cC
Ejemplo 6.6 Encuentre la derivada de g(x) = 22.
Solucion. Utilizando la definicién tenemos
. gz +h)—g(x)  (x+n)?—22 2?2+ 22h+ h? - 2?
/ — 1 — 1 _— = 1
g(w) B h B h hm h
h(2x + h
= limM = lim 2z + h =2z
h—0 h h—0

2

Asi la derivada de g(z) = z* es ¢'(z) = 2.

Ejemplo 6.7 Encuentre la derivada de s(x) = sen(x).

Solucion. Usando la definicién de derivada, la identidad trigonométrica de la suma

para seno y algunos limites fundamentales vistos en el capitulo anterior, tenemos

h) — B) —
J@) = lim s(z+h)—s@) . sen(w+h) = sen(z)
h—0 h h—0 h

sen(x)cos(h) + sen(h)cos(x) — sen(x)
h—0 h

sen(z) (cos(h) — 1) + sen(h)cos(x)
h—0 h

sen(h)

h)—1
= sen(x) lim cos(h) — 1 + cos(z) lim

lim N lim = cos(x).

Luego la derivada de la funcién sen(z) es cos(z). O
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Ejemplo 6.8 Calcule la ecuacion de la recta tangente y normal a la curva y(z) = /x en el
punto (4,2).

Solucion. Derivamos la funcién por definicién

imy(:z:—kh)—y(yc):h \/:c+ f — lim Vx+h—+z Vr+h+z
h—0 h h—0 h—0 h v+ h —|—\/_

r+h—x h 1 1
li = i = i =
o0 BV Fht vE) 0 h(VEthtvE) he0vzthi vz 2

1
obtenemos que la derivada de y(z) = /z es y/(z) = ——=. Evaluando en = = 4, tenemos

2\
1
la pendiente de la recta tangente y'(4) = 1 Se sigue que la ecuacion de la recta tangente al

grafico de la curva en el punto (4,2) es

y la ecuacién de la recta normal es

O
En forma similar a los calculos anteriores, se obtienen las siguientes derivadas elementales
1. (") =ra"! con reR
2. (sen(z))" = cos(x)

3. (cos(x)) = —sen(x)



80

6.2 Calculo de Derivadas

6.2.1 Algebra de Derivadas

Conocer las técnicas de derivacién sera de gran utilidad en la comprensién del resto del curso.

En esta seccién veremos como derivar operatorias algebraicas de funciones derivables.

Teorema 6.9 Sean a una constante, f y g funciones derivables en x. Entonces se verifican

las siguientes igualdades

1. (af(x)) =a f(z)
2. (f(x) £g(x)) = f'(x) £ g'(x)
3. (f(x)-9(@)) = f'(x) - g(z) + f(x) - g'(x)

f@)Y ) g@) - fa@) g ()
4 ( >‘ (@)

Las formulas anteriores facilitan el manejo de derivadas de expresiones algebraicas.

Ejemplo 6.10 Calcular la derivada de las siguientes funciones
1. h(x)=2%+4z -3

Solucion. Utilizando la regla de derivacion para la suma y la derivada elemental de

potencias, se obtiene que h'(z) =2z +4. O
2. p(z) = (x+e€")-sen(x)
Solucion. Por la férmula de derivacién para el producto se sigue

p'(z) = (1 +¢") sen(x) + (z + €%) cos(z).

cos(x) +4

3. fla) = Tx + 29

Solucion. Usando la férmula de derivaciéon para la divisién y la suma se obtiene

(cos(z) +4) (Tz + 2°) — (cos(x) + 4)(Tz + 2°)’
(Tz 4 x9)?

f'@) =

—sen(z) (Tz + 2%) — (cos(x) + 4)(7 + 928)
(Tz 4 x9)?
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4. glx) = In(x) (V& - 429)

Solucion. Usando la férmula de derivaciéon para el producto y la suma se tiene

J(z) = i (VT — 425) + In(x) (ﬁ e

6.2.2 Regla de la Cadena

En el capitulo 2 vimos que no sélo podemos sumar o multiplicar funciones, tambien es posible
bajo cietas condiciones, componer funciones. En esta seccion veremos como derivar funciones

compuestas.

Teorema 6.11 Sean g: I CR—R y f:J CR — R funciones tales que Rec(g) C J. Si
g es derivable en x y f es derivable en y = g(x) entonces fog es derivable en x y su derivada

€S

(fog)(z) = f(g(x)) ¢'(x)

El teorema anterior establece que al derivar la expresion f o g obtenemos f’(g(z)) ¢'(z)
que significa que se debe calcular la derivada de la funcién externa evaluada en g(z) multi-

plicada por la derivada de la funcién interna evaluada en .

Ejemplo 6.12 Calcular la derivada de las siguientes funciones

1. h(x)= (425 —1)8

8

Solucién. En este caso identificamos f(z) = 42°% — 1y g(y) = y®. Por regla de la

cadena resulta

B (x) = 8(4a® — 1)7 242° = 1922° (42° — 1)7

2. p(t) = /sen(t)

Solucion. Ahora escribimos f(t) = sen(t) y g(y) = /y. Por regla de la cadena
tenemos )
sen(t) cos(t) = 3 tg(t)
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3. f(x) =€ In(z? +1)

Solucion. Escribimos la férmula de derivadas para el producto

f(z) = [64‘”]' ln(x2 +1)+ et® [ln(x2 +1)]

Al momento de derivar, usando regla de la cadena se sigue

1

fl(x) = 4" In(z? + 1) 4 * P

2z

0

4. Calcular la derivada de la funcién de desistegracion radioactiva, que modela la canti-
dad de material restante tras ¢ unidades de tiempo N(t) = Nye ", donde k es una

constante positiva fija.
Solucion. Derivamos utilizando regla de la cadena

N'(t) = —k Noe ™™ = —k N(t)

Este resultado significa que la velocidad de desintegracion es proporcional a la cantidad

de material restante. O

5. Un bidlogo realizé un experimento sobre la cantidad de individuos en una poblacién
de paramecium en un medio nutritivo y obtuvo el modelo g(t) = In(t? — 2t +5) donde
t se mide en dias y g(t) es el nimero de individuos en el cultivo. Hallar la derivada de

la funcién g.
Solucion. Aplicando directamente regla de la cadena a la funcién, obtenemos

% — 9
/
=%
90 =555

6.2.3 Derivadas de Orden Superior

La derivada de una funcién f (supuesto que existe) es también una funcién que se denomina
primera derivada y se anota f’. Si la derivada de f’ existe definimos f” como la segunda
derivada de f. La segunda derivada es también una funcion, si existe su derivada defin-
imos f” como la tercera derivada de f. Se puede continuar este proceso y anotaremos

f@fG) o f) g cuarta, quinta, n—ésima derivada de f siempre que existan.
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Ejemplo 6.13 Calcular la derivada n—ésima de f(z) = k=,

Solucion. Derivando f(x) se obtiene que la primera derivada es f'(z) = k eF*.
Derivando f/(z) se obtiene que la segunda derivada es f”(x) = k? eF*.
Derivando f”(z) se obtiene que la tercera derivada es f(z) = k> eF*.
Podemos ver que la derivada n—ésima de f es f(")(z) = k" b?.
g

Ejemplo 6.14 Supongamos que f(x) es una funcion dos veces derivable. Se define g(x) =
f(x). Caleular la seqgunda derivada de g(x).

Solucién. Escribimos la funcién g(z) = [f(x)]"/? y derivamos usando regla de la

1
cadena. Obtenemos ¢'(z) = g[f(x)]_2/3 f'(z). Ahora derivando ¢'(x) mediante regla de la

multiplicacién y nuevamente aplicando regla e la cadena, se tiene

2

g"(z) = —§[f(93)]’5/3 [f'(@)]* +

1

@I (@),

6.2.4 Funciones Implicitas y Derivaciéon Implicita

Hasta ahora hemos calculado la derivada de funciones del tipo y = f(z), en este caso se
dice que y estd explicitamente definida a partir de x, esto es, y es una funcién conocida de
x. Ahora vamos a definir y implicitamente como funcién de z, esto significa que y es una
funcién de x pero no conocemos su expresion.
Por ejemplo la ecuacién
e + sen(zy) = y> + 1

aparecen dos variables x que supondremos la variable independiente e y que es la variable
dependiente. No hay forma evidente de despejar y en términos e x. Estamos interesados en
encontrar la derivada de y sin intentar un despeje de la variable.
L . . , _ dy
A continuacién se indican los pasos a realizar para obtener y' = T cuando en una
x

ecuacion se define y implicitamente como funcién derivable de .

1. Derivar término a término los miembros de la ecuacién, respetando las reglas de
derivacién y teniendo en cuenta que y es una funcién de x, asi cada vez que derivamos

y por regla de la cadena aparece multiplicando /.

d
2. Despejar en la ecuacién resultante y = d—y .
x
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d
Ejemplo 6.15 Calcular 3’ = d—y si eV + 2y = — 3y.
x
Solucion. Se derivan los términos de la ecuacion respecto a x

() + («*)y* + 2°(y°) = (2) — (3y)

tenemos

/

Yy + 2z + 2?3y%y =1 — 3y

Agrupamos a un lado de la igualdad los términos que tienen 7/

Yy + 3y + 32%y%y =1—2zy3,
1—2z93

factorizamos por 4’ v despejamos obteniendo 9/ = ——MF—— .
? Poryy aespa) 4 e¥ + 3 + 32 y?

O

Ejemplo 6.16 Calcular la recta tangente y normal a la curva xy —y> = 1 en el punto
(07 _1)~

Solucion. Derivamos término a término la igualdad dada, usando las correspondientes

reglas de derivacion,

y+ay —3y*y = 0.

Despejamos 3’ y obtenemos 5.2 . Reemplazando los valores dados z = 0 e y = —1 se
Y —x
tiene y'(0,—1) = —3 La recta tangente a la curva en el punto (0,—1) es
+1 L
=——=x
Y 3

y la recta normal es

y+1=3z
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1. Calcular la derivada de las siguientes funciones.

(a) flz)=¢® ot — 723 +1
(b) g(x) = In(x* + 1)
(¢) f(x)=2e"+In(z)
(@ =+ 1)
(d) hiw) = cos(3x)
_ senx + cos(x)
(e) 9(x) = sen(x) — cos(x)
(f) h(z) = 3cos(x) + 2sen(z)
1
(8) flz) = Vo - 7
~e” cos(z)
. r+1
() plz) = ——

() r(x) = 22

(k) g(z) =™ 2

) p(z) = (2 — 1)~ 6sen(5z)
(m) 9(t) = (V& +5)°

() h(t) = 2 In(cos(2t))

(0) g(x) =1/1—+ (22 +1)
() fla) = L)

(q) c(x) = sen?(2z) + cos?(2x)

ni{sen x2
() 1(x) = etz + 1)

2. Determine la pendiente de la recta tangente a la curva dada, en el valor especificado

de x.
(a) 22=9y3, =28

1 1 1
b) = == _
) 1=1 5=
(c) zy=2, z=2
(d) 2%y —22y=6x+y+1, =0
() l—z+yP=az+7, z=1
(f) (22 —2y)3 =22y*>+64, 2=0
(g) ey’ +1)P=22-y°, =0

3. Pruebe que [tg(z)] = sec®(x) y [sec(z)]’ = sec(x)tg(x).

4. Hallar la ecuacion de la recta tangente y normal a la gréafica de la funcién dada en el

punto que se indica.

() f@)=——5, a=2

(b) g(@) = (& —1)(>-2), z=0

(© hz)=(—3c+1)(x+2), v=1
@ t@)=2"2 2=

Cr+1]
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(f) t(z)=sec(z), ==

wl

2
T
2

x—1"

., En qué puntos tiene recta tangente horizontal la gréafica de f(z) =

.’E2

. En qué puntos tiene recta tangente horizontal la gréifica de f(r) = — 1 ?
T

Suponga que f(z) y g(z) son funciones derivables. Calcular la derivada de

) o= (18 1)
9(x)
© v =1 (o)
y(x) = f | —=
9(x)
. bN -
Derivar y(N) = m con respecto a N. Asuma que by k son constantes positivas.

Demuestre que

22

(a) y = ze” 7, satisface la ecuacién zy’ — (1 — 22)y = 0.

(b) y = xsenx, satisface la ecuaciéon x2y” — 2xy’ + (22 + 2)y = 0.
(c) y = ze”, satisface la ecuacién zy' =y — xy

(d) y = e*, satisface la ecuacién y” 4+ xy' —y = xe®

Hallar f (3), si f(z) = sen®(z — cos x).

Pruebe que [a*] = a”in(a), a € R, a # 1.

2, x
satisface la ecuacion

Demuestre que la funcién y =

Encuentre la ecuacién de la recta tangente a la curva x? +y? — 3z +4y — 31 = 0, en el
punto (—2,3).

9 ,,0

(a) La ecuacién sen(x + y) = zseny define implicitamente ”y” como una funcién de
x. Encuentre y' en el punto (0,0).

(b) Encuentre y' para y = In(223) + sen(1 — x) — ze32.
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Encuentre la ecuacién de la recta tangente a la curva 22y — 6 = 5¢% + 2 cuando = = 2

ey =—2.
dy . 3 ,
Hallar e + 2y° = 3x + 2y y evaltela en (2,1).
x

Verificar que la funcién y = sen(Inz) + cos(ln z) satisface la ecuacién

1

2y +ay' +y=0
Calcule un polinomio de segundo grado p(z) = ax? + bxr + ¢ con p(—1) =6, p'(1) =8
y p"(0) =4

Sea f(x) = 22 +ax+b. Hallar los valores de a y b tales que la recta y = 2z sea tangente

a la grafica de f en el punto de coordenadas (2,4).

Suponga que la concentraciéon de nitrégeno en un lago muestra un comportamiento
periddico del tipo

T

c(t)y =2+ sen(§ t

)

donde ¢ es el tiempo en minutos. Calcular los valores positivos de ¢ tal que ¢/(t) = 0.

En el siguiente modelo de poblacién, la velocidad de crecimiento en el instante ¢ depende
del niimero de individuos en el instante t — T', siendo T" una constante positiva, esto
nos indica que el modelo incorpora un retardo temporal en la velocidad de nacimientos.

Sea N(t) el tamano de la poblacién en el instante ¢ y suponga que

s

Nt = 57

(K - N(t—T)), (6.2)
siendo K y T constantes positivas.

t
(a) Demuestre que N(t) = K + Acos(;—T) es una solucién de (6.2).
(b) Dibuje N(t) para K =100, A =50 y T' = 1. Explique con palabras cémo varia

el tamano de la poblaciéon con el tiempo.

Suponga que N(t) indica que el tamano de una poblacién en un instante ¢ y N(t)

satisface la ecuacion

N'(t) = 3N (1 — %)

Grafique N'(t) para N > 0, e identifique todos los puntos de equilibrio, esto es, aquellos
0.

valores en que N'(t) =
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6.3 Aplicaciones de Derivadas

En esta seccién vamos a utilizar el cdlculo de derivadas visto en la secciéon anterior en prob-
lemas de optimizacién y razén de cambio.

6.3.1 Valores Extremos, Crecimiento y Decrecimiento

A continuacion se definen algunos conceptos necesarios para el trabajo en optimizacién.

Sea f una funcién definida en un intervalo A de R. Diremos que zp € A es un maximo
relativo (o local) de f si existe un intervalo abierto I C A tal que f(z¢) > f(z) para todo
el

Andlogamente, diremos que xy € A es un minimo relativo (o local) de f si existe un

intervalo abierto I C A tal que f(xo) < f(z) para todo z € I.

Observacion 6.17 Para referirnos en forma colectiva a un mdximo o minimo relativo hablare-

mos de extremo relativo.

Definicién 6.18 Diremos que xg es un punto critico de f si f'(xg) no esta definida o

f’(.’Eo) = O

La condicién f'(zg) = 0 nos dice, que en este tipo de puntos criticos, la recta tangente

es horizontal.



89
Al observar las figuras anteriores podemos notar que los extremos relativos son puntos
criticos. Esto se conoce como el teorema de Fermat:
Si f tiene un extremo relativo en xy entonces xy es un punto critico de f.

En la siguiente figura vemos la grafica de una funcién donde, en los extremos relativos xg y

1, la derivada vale cero.

La siguiente figura ilustra una funcién con un maximo relativo en zg y la derivada no esta

definida en el punto.

Observacion 6.19 FEl reciproco del teorema de Fermat en general no es cierto, esto es, si xg
es un punto critico no necesariamente es extremo relativo, ejemplo f(x) = 2. Esta funcidn

tiene un punto critico en x =0 y en este valor no hay un extremo.

Consideremos una funcién f derivable en un intervalo abierto ]a,b[. En el capitulo 3,
estudiamos los conceptos de funciones crecientes y decrecientes. La siguiente figura es la
grafica de la funcién f, vemos que f es creciente en | — oo, z9[U]x1, +o0[ y decreciente en

o, z1[. {Qué puede observar de la derivada en estos conjuntos?
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/s

Podemos ver que la pendiente de las rectas tangentes son positivas cuando x pertenece a

| — 00, xo[U]z1,+00], por lo tanto la derivada es positiva en el conjunto donde la funcién
crece. En el intervalo ]zg,z1[, la funcién decrece y la derivada es negativa para x en este

conjunto. Escribimos este analisis en la siguiente propiedad de monotonia.
Sea f una funcién derivable en ]a, b[ entonces
f'(x) > 0 para todo = €]a,b] siy sélosi f es creciente en |a,b].
f'(xz) < 0 para todo = €]a,b| siy sélosi f es decreciente en ]a,b|.

Podemos utilizar esta propiedad de las funciones derivables para determinar si un punto

critico es extremo relativo. Supongamos que f’(zg) =0 para algin z( €|a, b[.

Si la funcién es decreciente a la izquierda de z y creciente a la derecha de x(y entonces la

funcién tiene un minimo relativo en xg.

Lo

Figura 6.1

En términos del criterio de monotonia la funcién f tiene un minimo relativo en zq si la

derivada f’ cambia de negativa a positiva alrededor de z( (de izquierda a derecha).

Si la funcién es creciente a la izquierda de zy y decreciente a la derecha de xy entonces la

funcién tiene un méximo relativo en xg.
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Figura 6.2

En términos del criterio de monotonia la funciéon f tiene un maximo relativo en xg si la

derivada f’ cambia de positiva a negativa alrededor de z( (de izquierda a derecha).

Ejemplo 6.20 Determine los puntos criticos, extremos relativos e intervalos de crecimiento

3 2
y decrecimiento de la funcion f(z) = % + % — 6x + 2.
Solucién. La primera derivada de la funcién es f'(r) = 2% +  — 6. Para encontrar

los puntos criticos resolvemos f/(x) = 0, o equivalentemente 2> +x — 6 = 0, de donde
(x+3)(x—2) =0, asi la funcién f tiene dos puntos criticos = = 2, z = —3. Busquemos los

intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.

El conjunto solucién de la inecuacién (z+3) (x —2) > 0 es | — 0o, —3[U]2, +00[. De esto, f

es creciente en | — 0o, —3[U]2, +00] y decreciente en | — 3,2].

Como la funcién f a la izquierda de —3 es creciente y a la derecha es decreciente, se sigue
que el punto critico —3 es un méaximo relativo de f. Alrededor de 2 la funcién f cambia de

decreciente a creciente por lo tanto 2 es un minimo relativo de f.
O

Supongamos que zp es un punto critico de f del tipo f'(zg) = 0 y que la funcién es
dos veces derivable en |a,b[. Hay una forma muy simple de determinar si xy es un extremo
relativo de f. La grafica de la funciéon f en la Figura 6.1 tiene un minimo relativo en zg. Si
se observa cémo cambian las pendientes de las rectas tangentes cuando se cruza zg desde la
izquierda, puede verse que las pendientes son crecientes, es decir, f”(zg) > 0. Andlogamente,
en la grafica de la Figura 6.2 la funcién tiene un méximo relativo en xg, en este caso las
pendientes de las rectas tangentes cuando se cruza xg desde la izquierda son decrecientes, es
decir, f”(x¢) < 0. La siguiente proposicién es conocida como Criterio de la sequnda derivada

para extremos relativos.
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Sea f una funcién dos veces derivable en Ja,b[ y z¢ €]a, b tal que f'(xo) =0.

Si f"(zg) > 0 entonces f tiene un minimo relativo en .

Si f”(xg) < 0 entonces f tiene un méximo relativo en x.

Ejemplo 6.21 Un bidlogo realizé un experimento sobre la cantidad de individuos en una
poblacién de paramecium en un medio nutritivo y obtuvo el modelo g(t) = In(t? — 2t + 5)
donde t se mide en dias y g(t) es el nimero de individuos en el cultivo. Indique después de

cudnto tiempo el numero de individuos en la poblacion es minimo.

2t —2
Solucion. La derivada de la funcién g es ¢'(t) = 7ot Como la expresion

cuadratica t2 — 2t + 5 no es factorizable en R, la derivada ¢’ existe para todo t € R. De la
ecuacién ¢'(t) = 0 obtenemos como solucién un tnico punto critico ¢t = 2. Usando regla de

la divisiéon para derivadas, tenemos

" —2t2+ 4t +6
g'(t)= @ —2+52

Evaluando ¢” en el punto critico, ¢”(2) = 5= > 0. Por el criterio de la segunda derivada
se tiene que t = 2 es minimo relativo.

Interpretamos este resultado en el contexto del problema. Como pasados 2 dias el niimero
de individuos en el cultivo es minimo, se sigue que para 0 < t < 2 la funcién es decreciente
y para t > 2 la funcién es creciente. A partir de t = 0 el nimero de individuos comienza a
disminuir hasta llegar a una cantidad minima de g(2) = In(5) individuos a los 2 dfas. Pasados
dos dias la poblaciéon aumenta.

O

Ejemplo 6.22 En una investigacion se descubrié que la concentracion y(t) de un medica-

mento inyectado en el organismo via intramuscular estd dada por

c
t — efat o e*bt ,
y(t) =~ )
donde t > 0 es el numero de horas transcurridas después de la inyeccion, a,b y ¢ son

constantes positivas con b > a. sCudndo ocurre la mdzima concentracion?

c
b—a

Solucion. Derivamos la funcién obteniendo y/(t) = (—ae™™ 4 be™") . Igualamos

la derivada a cero para encontrar los puntos criticos.

C

T (—ae™® +be ) =0 —

Yy () =0 <
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Aplicando la funcién logaritmo natural a ambos lados de la tltima igualdad obtenemos

1
In(3) = at — bt, de donde t = P ln(%) es un punto critico de y.
a—

La segunda derivada de y es

c Y _ c a . c —w (O a
y”(t):b_a(a2€ t_b2€ bt):b_ab2 (_e t_ebt>_ er t (ﬁ_e( b)t)

Reemplazando el punto critico

c —a a2 a—b)—L_In(&
y(Gin(3) = b t(b_2_6< muw)

& a2 a C CL2 a
_ pe—at [ 2 _ n(3) | — pRemat (2
b_a’ © <b2 )T ¢\l

2 2
Note que de los datos aportados por el problema 0 < a < b luego (2) <ly (2) g <0,

b b b
de esto y” (=25 In(%)) < 0. Por el criterio de la segunda derivada se tiene que el punto critico
1
t= ln(g) es un maximo relativo.
a—b b )
Asi, la concentraciéon maxima del medicamento ocurre después de ¢ = 5 ln(%)) horas de

. . . 1 a
la inyeccién. Como el punto es maximo tenemos que para 0 < t < —— In(—) la concen-

a—>b b

a
; ln(g) la concentracién disminuye a

tracién del medicamento es creciente y para t >

medida que pasa el tiempo.
O

6.3.2 Razén de Cambio

En las secciones anteriores hemos tratado el concepto de derivada desde el punto de vista
geométrico, es decir, pendiente de la recta tangente al grafico de una funcién en un punto de-
terminado. Sin embargo, también el concepto de derivada puede interpretarse como velocidad

de variacién instantanea, en este caso estamos frente a una interpretacién fisica.
Supongamos que la funcién posicién de un cuerpo es z(t). La velocidad media de la

particula durante un intervalo de tiempo [tg,t] se define como el cambio en la posicién

durante el intervalo dividido por la longitud del intervalo. Consideremos la notacién

Ay : indica el cambio en y

Asi, podemos escribir la velocidad media como
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Az z(t) — z(to)
N
La welocidad instantdnea en el instante ¢ se define como el limite de la velocidad media
cuando At — tg, esto es
dx Az x(t) — x(t
= dm G = g 20—

0 equivalentemente

dx . Ax . x(to + At) — z(to)
— = lim — = lim
dt At—0 At At—0 At
Concretamente, la derivada 2/(t) representa la velocidad instantdnea del cuerpo ¢ unidades
de tiempo después de haber comenzado su movimiento. Esta interpretacién nos permitird
describir una cantidad en términos de su rapidez de variaciéon con respecto a otra cantidad,

esto es, la razén de cambio de una variable respecto a otra.

Ejemplo 6.23 Un equipo de investigacion médica determina que t dias después del inicio
de una epidemia

N(t) = 1063 4 5t + V1
personas estardan infectadas. ;A qué razon se incrementa la poblacion infectada en el noveno

dia?.

dN 1
Solucién. La derivada de la funcién N es — = 30t> +5 + ——

dt 2Vt

dN 14611
En t =9 se tiene -6 ~ 2435, 16. Esto significa que pasados 9 dias la poblacion de
bacterias estd aumentando a razén de % por dia.

O

Ejemplo 6.24 La ley de Fick establece que el porcentaje de concentracion de soluto en el
interior de una célula en el tiempo t es f(t) = C (1—e~*) donde C es la constante positiva
de concentracion del soluto que rodea la célula y k es una constante positiva. Suponga que
para cierta célula, la concentracion de soluto en el interior después de 2 horas es 0.008%
de la concentacion de soluto en el exterior. ;Cdomo estd cambiando f respecto al tiempo?

Interprete este resultado.

Solucion. Como la concentracién de soluto en el interior después de 2 horas es 0.8% la
concentacién de soluto en el exterior, se tiene que f(2) = 0.008C = C (1 — e~ 2¥). De esto,
0.008 = 1 —e~2# | despejando y aplicando logaritmo natural se tiene —2k = n(0.992) , luego
k ~ 0.004.
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Obtenemos el modelo f(t) = C (1 — e%%4). Derivando f respecto al tiempo se tiene

d
que d_]; = —0.004 C "9 Note que la funcién exponencial es positiva asf como también la

d
constante C. Luego —f es negativa. Esto nos indica que en un tiempo g, el porcentaje de

dt
concentracién de soluto en el interior de una célula disminuye a razén de 0.004 C %004 por

cada unidad de tiempo adicional.
O

Supongamos que y = y(z) es una funcién derivable de x y que a su vez x = x(t) es una
funcién derivable de t. Por composicion de funciones tenemos que y depende de t y utilizando
regla de la cadena se sigue la siguiente férmula de derivacién conocida como razén de cambio

relacionadas:

dyidyd_x

dt — dx dt

Ejemplo 6.25 La temperatura de un determinado jarabe en el congelador estd dada por

T(r) = Vr? 4+ 4r + 10, donde r es la concentracion de alcohol del medicamento por cada ml
5000

y estd dada en funcion del tiempo (en minutos) por r(t) = ———. Hallar la razon a la cudl

estd cambiando la temperatura después de 10 minutos.

Solucion. Se pide hallar la razén de cambio de la temperatura respecto al tiempo.

dT dT dr T~ 42

Debemos obtener Usando regla de la cadena nos queda

dt  dr dt’ dr Vi1 dr 110
o de T divisis dr 40000¢
or regla de la division — = ——5—5.
Y POT IS at ~ (42112
5000 5000
Pasados 10 minutos se tiene que r = = ~ 12,47. Luego
4-10%2+1 401
ar ar d 12,47 4+ 2 40000 - 10
= (10) = Z-(12,47) £ (10) = Ralfias

dt dr dt

V12,472 + 412,47 + 10 (4-102 +1)2

6.3.3 Ejercicios Propuestos

1. Un investigador médico estima que ¢t horas después de introducirse una toxina, la

poblacién (en miles) de cierta colonia de bacterias sera

B 600
~ 4+ o001t 1 £0.003t

;,Cuando es maxima la poblacion? ;jCudl es la méaxima poblacién de la colonia?

P(t)

2. Existen varios modelos matematicos en el estudio de enfermedades dinamicas como
la leucemia y otras enfermedades que afectan a las células sanguineas. Uno de estos

modelos de produccion de células sanguineas fue desarrollado por A. Lasota en 1977 e
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involucra la funcién exponencial
plz) = Ax®e /"

donde A, s y r son constantes positivas y z es el niumero de glanulocitos(un tipo de

glébulos blancos) presentes.

(a) Hallar el nivel z de glanulocitos de la sangre que maximizan la funcién de pro-

duccion.

(b) Si s > 1 demuestre que existen dos valores de x tales que p”(x) = 0.

3. Un modelo para la produccién de células sanguineas es la funciéon

Ax

P = g

donde x es el numero de células presentes, A, B y m son constantes positivas.

(a) Hallar la tasa de produccién de sangre R(x) = p/(z) y determine los valores de x

tales que R(x) =0. ;Qué indican estos valores?

(b) Hallar la razon a la cuél cambia R(z) respecto a x. Interprete.

4. La Ley de Boyle establece que cuando una muestra de gas se comprime a temperatura
constante, la presién P y el volumen V satisfacen la ecuacion PV = ¢, donde ¢ es una
constante. En determinado instante el volumen del gas es 600 e¢m?, la presién es 150
KPa y crece a una razén de 20 KPa/ min.; Con qué velocidad disminuye el volumen

en este momento?

5. Un globo esférico diminuto se inserta en una arteria obstruida por un codgulo y se infla
a una tasa de 0.002 7 mm?3/min ;Con qué rapidez crece el radio del globo cuando el

radio es r = 0.005mm?

6. Se introduce una poblacién de 500 bacterias en un cultivo, creciendo en ntmero de
t

acuerdo con la funcién P(t) = 500 ( 1 + W) donde ¢ se mide en horas. Hallar a
que ritmo esté creciendo la poblaciéon cuando han pasado 120 minutos.

7. Se estima que dentro de t anos, la poblacién de cierta comunidad suburbana sera

20

t)=10—- —

p(t) (t+1)2

diario de monéxido de carbono en el aire serd ¢(p) = 0.84/p? + p + 139unidades cuando

la poblacién sea de p miles. j A qué razén porcentual cambiard el nivel de mondxido

miles de personas. Un estudio ambiental revela que el nivel medio

de carbono con respecto al tiempo dentro de 1 ano?
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La reaccién a dos drogas como funcién del tiempo (medido en horas) esta dada por:

Rit)=t-et, Ry(t)=t-e 2"

Debido a las caracteristicas de cierta enfermedad, se optard por aquella droga que tenga

una reaccién maxima mayor ;Qué droga se debe elegir?

Una persona tose cuando hay un objeto extraino en su traquea. La velocidad de la
tos depende del tamano del objeto. Suponga que una persona tiene una traquea cuyo
radio es 20 mm. Si un objeto extrafio tiene un radio ”7”( en milimetros), entonces la
velocidad ”V” ( en milimetros por segundo), necesaria para eliminar el objeto mediante

la tos estd dada por:

V(r) = k(20r* —r®);0 <r < 20

donde £ es una constante positiva. ;Para que tamafio del objeto se necesita la velocidad

maxima con el fin de removerlo?

El flujo de sangre en los vasos sanguineos es mas rapido cuando se dirige hacia el centro
del vaso y més lento hacia el exterior. La velocidad del fluido sanguineo V' esta dada

por:

R s )
V_4Lk(R %)

donde R es el radio del vaso sanguineo, r es la distancia que recorre la sangre desde el
centro del vaso, y p, L y k son constantes fisicas relacionadas con la presién. Cuando
se excava nieve en medio del aire frio, una persona con historial médico de dificultades
cardiacas puede desarrollar angina (dolor de pecho) debido a la contraccién de los vasos
sanguineos. Para contrarrestarlo, puede tomar una tableta de nitroglicerina, que dilata
los vasos sanguineos. Suponga que después de tomar una tableta de nitroglicerina, el
radio de un vaso sanguineo se dilata a razén de 0.0025 mm/ min en un lugar en el vaso
sanguineo donde el radio es R= 0.02 mm, encuentre la razén de cambio de la velocidad

de la sangre.

Un articulo en una revista de sociologia afirma que si ahora se iniciase un programa
especifico de servicios de salud, entonces al cabo de ¢ anos, N miles de personas adultas

recibiria beneficios directos, donde

tS
N:§—6t2+32t; 0<t<8

., Para qué valor de t es maximo el nimero de beneficiarios?



12.

13.

14.

15.

98

Un bidlogo realizé un estudio sobre los factores que influyen en el crecimiento o decrec-
imiento de una poblacién de peces presentes en un lago natural. El cientifico llegé a la
conclusién que en verano producto de la visita humana al lugar la cantidad de peces

presentes en el lago se modela por

ft) =4+te ™

donde t es el tiempo medido en semanas (t=0 es el primer dia de verano) y f(¢) es el

numero de peces en miles.

(a) Establezca el modelo en forma precisa (encuentre el valor de k), si se sabe que de-
spués de una semana de comenzado el verano hay 4.600 peces en el lago ;Cuédntos

peces hay después de 4 semanas?

(b) Para el modelo encontrado en (a) jdespués de cudntas semanas el nimero de
peces en el lago es maximo? ;jCuando la cantidad de peces estard aumentado,

cudndo disminuyendo?

(c) Calcule . liin f(t) e interprete el resultado en el contexto del problema.

En Nueva Escocia se llevé a cabo un estudio de la polilla de invierno. Las larvas de
la polilla caen al pie de los arboles huéspedes a una distancia de x pies de la base del
arbol. La densidad de larvas D (ndmero de larvas por pie cuadrado de suelo ), viene

dada por:

D=593—15z+0.52% 1<z<9

(a) ;Con qué rapidez cambia la densidad de larvas con respecto a la distancia cuando

éstas estan a 6 pies de la base del arbol?

(b) (A qué distancia de la base del arbol la densidad de larvas decrece a razén de 6

larvas por pie cuadrado por pie?

Suponga que t semanas después del brote de una epidemia,

2000

f(t):m

personas la adquieren.

,Cudl es la razén de cambio del crecimiento de f al finalizar la semana 17

Cuando la basura organica se vacia en un estanque, el proceso de oxidacién que se

lleva a cabo reduce el contenido en el estanque; sin embargo, después de cierto tiempo,



16.

17.

18.

19.

99

la naturaleza regresa el contenido de oxigeno a su nivel natural. Supodngase que el
porcentaje de contenido de oxigeno ¢ dias después de tirar la basura orgédnica en el
estanque esta dado por

t2 4+ 10t + 100
P(t):loo-[ Rk }

t2 4+ 20t + 100

con respecto de su nivel normal. ;Qué tan rapido cambia el contenido de oxigeno en el

estanque 20 dias después de vaciar la basura organica?

La fuerza R de reaccion del cuerpo humano a una dosis D de cierto medicamento esta

dada por

donde k es una constante positiva. Demuestre que la maxima reaccion se alcanza cuando

la dosis es k& unidades.

El porcentaje de alcohol en el flujo sanguineo de una persona, ¢t horas después de beber

cierta cantidad de whisky estd dado por
P(t) =023 -t-e 0%

;, Qué tan rapido aumenta el porcentaje de alcohol en el flujo sanguineo de una persona

después de media hora?

Cuando se administra una droga o vitamina intramuscularmente, la concentraciéon en
la sangre (medida en ug/ml) ¢ horas después de la inyeccién se puede aproximar por

medio de la funcién

f(t)=0C (Mt — ek,

donde C', k1 y ko son constantes positivas. ; En qué instante la concentracién de la

droga es maxima?
La concentracién C' de cierto producto quimico en la sangre, t horas después de ser
inyectado en el tejido muscular es

3t
27T+ 43

o(t)

;,Cuando es maxima la concentracién?
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La reaccién del cuerpo a las drogas se puede modelar por la funcién R(D) = D? -

k
(5 - §> , donde D es la dosis y k es una constante que indica la dosis maxima que

puede administrarse. La razén de cambio de R(D) con respecto a D se denomina

sensibilidad. Hallar el valor de D para que la sensibilidad sea méxima.

Una enzima es una proteina que puede actuar como catalizador para aumentar el
ritmo al que se desarrolla una reacién en las células. En una reaccién determinada,
una enzima se convierte en otra enzima denominada producto. Este tltimo actua como
catalizador para su propia formacién. La tasa R a la que se forma el producto (con
respecto al tiempo) estd dada por la funcién R(p) = kp (L —p), donde L es la cantidad
inicial de ambas enzimas, p es la cantidad de la enzima producto y k es una constante

positiva. j Para qué valor de p serd maxima la tasa a la que se forma el producto?

Un agente antibacteriano agregado a una poblacién de bacterias causa disminucion
en el tamano de ésta. Si la poblacién ¢ minutos después de agregado el agente es

Q(t) = Qo 27"/3, donde Qg representa la cantidad inicial. Determine

(a) La razén de cambio de la poblacién al tiempo ¢ si la poblacién inicial es de 10°

bacterias.

(b) ;Después de qué periodo de tiempo la poblacién ha disminuido a 10% unidades?

’ . ’ 7-(-
El volumen de un tumor canceroso esférico estd dado por V(x) = 6:1:3, donde z es el
diametro del tumor el cudl varia en el tiempo ¢ medido en dias. Un médico estima que
el didmetro esta creciendo a razon de 0.4ml por dia en el momento en que el didmetro

es de 10ml. ; A qué velocidad estd cambiando el volumen del tumor en ese momento?

En una comunidad particular, una cierta epidemia se propaga en tal forma que = meses
3022

después de iniciarse el nimero de personas infectadas es P(t) = m medido en
x

miles de personas. ; A qué razén se propaga la epidemia pasadas 2 semanas?

Los ictiosaurios son un grupo de reptiles marinos con forma de pez y comparables en
tamafno a los delfines. Se extinguieron durante el periodo Cretiaceo. Basandose en el
estudio de 20 esqueletos fsiles, se descubri6 que la longitud del crdneo S(x) (en cm)
y la longitud de la espina dorsal B(z) (en cm) de los ejemplares estaban relacionadas
mediante la igualdad S(z) = 1,162 [B(z)]*%% | donde z es la edad del fésil. ;Cémo se

relaciona la razén de crecimiento de la espina dorsal con la del craneo?

Un instituto de salud publica mide la probabilidad que una persona de cierto grupo
muera a la edad 2 y emplea la férmula P(z) = A2 2e™**, donde X es un pardmetro tal

que 0 < A < e. Hallar el valor maximo de P(z) e interprete el resultado.



Capitulo 7
Integracion

En el capitulo anterior nos preocupamos del problema dada una funcion encontrar su derivada.
Sin embargo, muchas aplicaciones importantes del calculo estan relacionadas con el problema
inverso, esto es, dada la derivada encontrar la funcion que la origina. Por ejemplo, un
socidlogo que conoce la razon a la cudl crece la poblacién puede utilizar esta informacion
para predecir futuros niveles de poblacion.

En este capitulo, veremos el concepto de primitiva e integral indefinida, propiedades
y ejemplos bésicos de integrales. Aprenderemos dos importantes técnicas de integracién.

Finalmente, estudiaremos aplicaciones de integral.

7.1 Integral Indefinida

7.1.1 Primitivas

Definicion 7.1 Una funcion F' se denomina primitiva de una funcion f en un intervalo I
si F'(x) = f(x) para todo x € I.

Ejemplos 7.2 1. F(z) = 22 es la primitiva de f(z) = 2x

2. F(x) = sen(z) es la primitiva de f(x) = cos(x)

3. F(z) =In(x) es la primitiva de f(z) =1, para x>0

Una funcién tiene mas de una primitiva. Por ejemplo, una primitiva de la funcién f(x) = 2z
como vimos en el ejemplo anterior es F(z) = 22 pero también los son G(x) = 22 +1, H(z) =
22 — 2, puesto que al derivar estas funciones obtenemos f. En general las funciones con
derivadas idénticas se diferencian sélo en una constante. En resumen:

Si F(x) y G(z) son primitivas de la funcion continua f(x) en un intervalo I entonces
existe una constante C tal que G(x) = F(x)+ C.
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La propiedad anterior nos dice que podemos representar toda la familia de primitivas de
una funcién mediante la adiciéon de un valor constante a una primitiva conocida. Existe una
interpretacion geométrica para el hecho que dos primitivas cualesquiera de la misma funcion
continua f difieran en una constante. Cuando se dice que F'y G son primitivas de f, significa
que F'(xz) = G'(x) = f(x), luego la pendiente de la recta tangente a la gréfica de y = F(z)
para cada valor de z es la misma que la pendiente de la recta tangente a la grafica de y = G(x)
en x. En otros términos la grafica de G(x) es una traslacién vertical de F(x). En la figura

se muestra la grafica de algunas primitivas de f(x) = 2.

y:m2+1

Y )= a?
y=a2-2
X

7.1.2 Integral Indefinida

La familia de todas las primitivas de una funcién continua f(z) se denomina Integral In-

definida y se representan usando el simbolismo
/f(x)dx =F(x)+C
donde C' es una constante y F' es una primitiva de f para todo z en un intervalo I.

Notacién: el simbolo / se lee integral, f(z) es llamado integrando, dz indica la variable

de integracion.

7.1.3 Reglas Basicas de Integracién

Sean f y g funciones continuas en un intervalo I y £ € R una constante. Se verifican las

propiedades

1. /kdm-kx+0
2. /kf(x)da:—k/f(x)d:r

3 /[f(x)ig(:):)] d:):—/f(x) d:):j:/g(x) do |
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El lector puede verificar facilmente las siguientes integrales de funciones comunes

" anrl
1. " dx = +C , n#-1

n+1
1
2. /—dx:ln(:c)+C, x>0
x
3. /e” de =e"+C
4. /cos(m) dx = sen(z) +C
5. /sen(x) dx = —cos(z) + C
6. /5602(30) dr =tg(x) +C
7. /sec(x) tg(x) dx = sec(x) + C

8. /608662(56) dx = —ctg(x) + C

2+ 1
22

Ejemplo 7.3 Calcular/ dx

Solucion. Realizando un trabajo algebraico en el integrando y usando las propiedades

antes vistas obtenemos

241 1 1 1
/:1:—1— d:):—/1+—d:):—/ldx—l—/—dx—/1d:r+/:1:_2dx—:1:——+C
2 2 22 x

Ejemplo 7.4 Calcular/ﬁﬁdw

Solucion. Multiplicando potencias de igual base y de las propiedades anteriores se sigue

que

2
/xQ\/de:/xQxédx:/:cgdx:: ?:c%-i-C
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Ejemplo 7.5 Calcular /4COS(IE) + z(x — 3)% dx

Solucion. Separando la integral con la propiedad de la suma y desarrollando el cuadrado

de binomio tenemos

/4008(:1:) +2(x —3) de = /4cos(x) dx + /x(:r2 — 6z + 9) dx

Aplicando nuevamente las propiedades se tiene

4 2
/4008(1’) +a(x —3)? de =4 / cos(z) dx + / 23 — 622 4 9z do = 4sen(z) + % —22% + 9%

O

Ejemplo 7.6 Un ambientalista descubre que cierto tipo de drbol crece de tal forma que des-
pués de t aios su altura h(t) cambia a razén de h'(t) = 0.2t*/% + \/t, cm/aio.

Si el drbol tenia 20 cm de altura cuando se plantd scudnto medird dentro de 27 anos?

Solucion. Es claro del planteo verbal que se nos indica la derivada de la funcién altura

y se nos pide encontrar dicha funcién. En términos de integral indefinida escribimos

h(t) = /[O.2t2/3 + Vi) dt = 0.2/ 234t + /t1/2 dt — 0,2%t5/3+ gtz/s L

La funcién altura h(t) = 0.2 % #5/3 4 % t2/3 + C depende de la constante C. Sin embargo,
sabemos que h(0) = 20. De esto C'=20.

3 3
Finalmente h(t) = 0.2 5 3 + 3 /3 420, Después de 27 afios la altura del drbol es

h(27) = 0.2 g 27°/3 ; 27%/% £20 = 0.2 g 3%+ 232 + 20.

7.1.4 Ejercicios Propuestos

1. Encuentre una primitiva de las siguientes funciones

(a) h(z) =22% — 22+ 30— 7

(b) f(z) =10z* — 62 + 5y — =z
(c) g(a) = (z — 3)?

(d) p(t) =e*



2.

3.

(e) h(t) = sen(4t)

Sx—xQ
(0 sy = V22

Resuelva los siguientes problemas
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(a) Sea f(x) =622+ x — 5. Encuentre F(z) si se sabe que F(0) =
(b) Sea f(x) = 122% — 62 + 1. Encuentre F(x) si se sabe que F(1) =

(
(

(e) Sea f"(x) =

)
)

c) Sea f'(z) = 922 + x — 8. Encuentre f(z) si se sabe que f(—1)=1.

d) Sea f"(x) = 4z — 1. Encuentre f(x) si se sabe que f'(2) =-2, f(1) =
)

— 5. Encuentre f(z) sisesabe que f'(1) =2, f(1) = —

Calcular las siguientes integrales indefinidas

(a) /4x3+8x—3dx
6
(b) /26”+—+2du
u
22+ 3z — 2

(c) 7 d
(d) /%er-\/idx
() / SCos(x)—idx
(&) / 4cos(5z) da
(h) /x5dx

(i) /x+\/5dx

0 [ -

k) /%ﬁd:r

(1) /(gﬂ + %)2@

(m) / 1+%+%dw
(n) / “’751 do
(o) /sen(?x)dw

2+r+1
(p) Tdﬂs

(q) /(ac +1)(3x — 2) dx

0 ]
o/

t2 + sec?

2

tg*(y) + ldz
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7.2 Meétodos de Integracion

7.2.1 Integracion por Sustitucion

El método de integracién por sustitucién o cambio de variable es la regla de la cadena en

forma integral.

Teorema 7.7 Sean f y g funciones que satisfacen las condiciones del Teorema Regla de la

Cadena para la funcion compuesta y = f(g(x)). Si F' es una primitiva de f entonces
[ o) (@) do = Flg(a)) + ©

Siu = g(z) entonces du = ¢'(z)dx y /f(u) du = F(u)+C (Cambio de Variable).

El teorema anterior nos dice que la técnica de integraciéon por sustitucién la variable u
se sustituye por una funcién de x y la integral original se transforma en una mas simple en

la cual la variable de integracién es u. Veamos los siguiente ejemplos.

Ejemplo 7.8 Calcular / 2x(2? +4)° da

Solucion. Observamos el integrando e identificamos u = g(z) = 22+4, luego du = 2xdx,

reemplazando tenemos

4 2 4 g)4
/2x(w2+4)3d:r—/u3du— UZ—I-C: %—I—C
O
Ejemplo 7.9 Calcular/sen(E)x) dx
Solucion. Sea u = 5z, luego du = 5dx despejando dx = d?“ y reemplazando,
1 1 1
/sen(5:c) dr = /sen(u) d?u == /sen(u) du = —gcos(u) +C = —3005(590) +C
O

2
Ejemplo 7.10 Calcular sec’( dx
Vig(x)

Solucién. Hacemos el cambio de variable u = tg(z) , luego du = sec?(x)dw, integramos

sec? du

¢— Vu

—/u 2du—2u2—|—C—2tg 2—|—C—2\/tg )+C
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Ejemplo 7.11 Cuando una persona comienza por primera vez a estudiar un tema, quizds
no sea muy habil, pero con el tiempo se aprorimard a los limites de su habilidad. Sea T el
tiempo necesario (en dias) para que una persona aprenda una cantidad L de temas. Se sabe

que la razon de cambio del tiempo respecto a la cantidad de temas es

al
— =aVL+b+ ———
dL ¢ 2VL +b

donde a y b son constantes positivas. St para aprender tres temas se necesita un tiempo de

3av/3 + b+ 1 dias, ;cudntos dias se necesitan para aprender 4 temas?

Solucion. Usamos propiedades de la integral indefinida y con la sustitucion v = L+,

obtenemos que du = dL y

T(L) = /a\/L—I— +2\/_ dL

L
- VI +bdL +g/7dL
a/ 2] VL+o

—b
- a/\/adqug/“ﬁdL

= a/ulﬂdu +g/u1/2—bu_1/2dl)

Integrando y volviendo a la variable L, tenemos

2 1
T(L) = za(L + b)3/2 + ga(L+ b)*/? —b(L+b)'/? + C.

Reduciendo términos y factorizando se sigue que T'(L) = aL+/L+b+ C. Como T(3) =
3avV/3+b+1=3a+v3+b+ C, de esto se tiene que C' =1 y la funcién T es

T(L)=aLVL +b+1
Para aprender 4 temas se necesitan 7'(4) =4a+v4+ b+ 1 dias.
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7.2.2 Integracién por Partes

Teorema 7.12 Siu y v son funciones de x, esto es, u =u(x) y v=wv(z), con derivadas

/udv—uv—/vdu

Ejemplo 7.13 C’alcular/xem dx

continuas entonces

Solucion. Debemos elegir en el integrando los términos v y dv. Tomando dv = e* dx
tenemos que v = / dv = / e*dr = €. Siu =2 entonces du = dx y aplicando el

teorema de integracion por partes

/xe‘rdm::cex—/exdx::cex—ex—i—C

O
Ejemplo 7.14 Calcular /x In(x)dz
2
Solucion. Elegimos por dv = xdx y por u = In(z). En este caso, v = =Y du = —dzx.
x
Aplicando el teorema de integraciéon por partes tenemos
2 2 1 2 1 2 2
/:cln(:c)dmzln(:c)%—/%;dm:ln(x)%— §/ﬂcdm:ln(m)%— %—i—C’.
O

Ejemplo 7.15 Suponga que el tamano de una poblacion, denominado N (t), cumple la ecuacion

AN o1y /
b U L2 ) ST
at ( * 35>

para t = 0. Determine N(t) si N(0) =10.

Solucion. Tenemos que

t t
Nt = [ O (24+ — dt:/ 0t (o4 — ) aqt
(t) /e (+35> e +35

Para integrar por partes, elegimos u = (2—1— 3—%) y dv = €%, Derivando e integrando,
0.1t

tenemos du = 35 Y v = oL Se obtiene

t eO.lt 1 t eO.lt 1
®) ( * 35> 0.1 3.5/e T35) 01 03¢ T



109

2 1
Como N(0) = 10 se sigue que 01 03 +C =10, de esto C' ~ —7.14. Luego la funcién
pedida es
t V-1t 1
NO)=(2+—=) — — —=e"" - 7.14.
®) ( + 35> 0.1 035

7.2.3 Ejercicios Propuestos

1. Calcular las siguientes integrales indefinidas por el método de sustitucion:

(a) /1t£dm (n) /\/3:):——1dx
(b) / 3v37 T Tdx (o) / (e® +1)2da
(c) /1;? (p) /(ﬁ\/tlhd
(d) / 2@ + 1) da (@) / 22e%° s

O [ 0 [

®) /axdj—b () /e3$+4

@ ["Or, © [ a6y

(h) i\//_jdx (u) / 3t2\/t3 — 2t
(i) /ex(l—i—ex)d:): (v) /:):sen(xQ)dx
(3) / lnf) dz (w) / G_'E;%):de
(k) / tg(x) da (x) / u? - ut + 2du
1) /:Zz((i)) du (v) /(1+%)3~t12dt

w [P (%)

1 + cos(2x)

/widx
V142t

2. Calcular las siguientes integrales indefinidas por el método de integraciéon por partes:

(a) / we® dx (b) / wln(z) da
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las siguientes integrales:

(a) /sen‘r’(x)cos(:c) dx
()

G
SN~—

— S S S S S
g
T
£
s

() dx

»
)
o)
~
N

sen3(z) cos™(z) dx

2
)
9)
—~
[\
8
SN—
U

(8) [ cos’(5)da
() [ tg*()da
; sen(4x) de
) cos(4x)
() [ sect(G)tg* (5 ) da

1) / e%dx

(m) / sec(x) da

(n) / s sec(u) tg(u) dt
(0) / ¢ sen(z) da
(p) / mgu) du

(@ / 1+(2tti2t1)2d
0 [ e
o [ e

(k) /senQ(wx)cos4(7Tx) dz
sec? (3x) tg

COS x

sen4 (z)

sec(zx)tg(x

sen?(x) — cos?

o/

o |
/ da
o [
/ sec? \/— du
@ [ e

0 [
o/
o/

CcO

QIJ

tg4 — sect

cos® )/ sen®(x) dx

COS@C
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3. Usando integracién por sustitucion e identidades trigonométricas apropiadas, calcular



111

. Se ha determinado que el flujo sanguineo de una arteria a un vaso capilar pequeno esta
dado por una funcién F' que depende del didmetro del vaso capilar D, de la presién de
la arteria A, de la presién del vaso capilar E. Si el cambio del flujo F' respecto a la

presion E es

dF kD?

dE ~ JA-E
donde k es una constante positiva. Hallar la funcién F(FE).

Si el cambio del flujo F respecto a la presion de la arteria A es

dF kD?

dA ~ JVA-FE
Hallar la funcién F(A).
. El coeficiente de dilatacién térmica de una pequena pieza para implantes se define como

_L'(T)
7T L)

donde L(T) es la longitud del objeto cuando la temperatura es 7. A partir de la

definicién de o, encuentre una expresiéon de L(T') que no dependa de L'(T)).

. Se proyecta que dentro de t afios, la poblacion de cierta comunidad estard creciendo

6 - . . - - .

a razon de — = ———— por ano. Si después de un ano la poblacion es de 17 mil
dt (t+1)2

personas, hallar la proyeccion de poblacién cuando pase una cantidad muy grande de

anos.

. Un estudio ambiental indica que dentro de ¢ anos el nivel de monéxido de carbono @
cambiard a razén de 0.1t + 0.1 particulas/millén por afo. Si ahora (¢ = 0) hay 3.4

particulas por millén, hallar la funcién Q(t).

dN
. Una enfermedad se propaga en el tiempo a razén de —— = 4t2(6 —t),0 < t < 8,
personas por dia. Si cuando comienza la enfermedad hay 5 enfermos, encuentre la

funcién N(t) y describala usando la informacién del problema.

. Suponga que la concentracién ¢(t) de un fairmaco en la corriente sanguinea en el instante

t satisface la igualdad

dc
R 1 —0.3t
7 0.1e

para t > 0. Si se sabe que . liin ¢(t) =0, hallar la concentracién c(t).
— T 00
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11.

12.

13.
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Suponga que la longitud de cierto organismo a la edad x estd dada por L(z), que
satisface

% _ e—O.l:v

dx
para x > 0. Calcule L(z) si lim L(z) =25.

r—-+00

Suponga que la velocidad de crecimiento de una poblacién en el instante ¢ sufre varia-

ciones estacionales en su tamano de acuerdo con la ecuacion

dN
= 3 sen(2mt)

donde ¢ se mide en anos e indica el tamano de la poblacién en el instante ¢. Si N(0) = 10
(en unidades de miles), calcule una expresién de N(t). ;Cémo se reflejan las variaciones

estacionales de la velocidad de crecimiento en el tamano de la poblacién?

Suponga que la cantidad de agua que contiene una planta en el instante ¢ se denomina
V(t). Debido a la evaporacién V(t) cambia con el tiempo. Suponga que el cambio de
volumen en el instante ¢, medido en un periodo de 24 horas, es proporcional a t(24 —t)
medido en gramos por hora. Para compensar la pérdida de agua, se riega la planta a

una velocidad constante de 4 gramos de agua por hora.

(a) Explique por qué
W 24—t +4
at —

con 0 <t <24, para alguna constante positiva a, describe esta situacion.

(b) Determine V(t) si V(0) =2.

El ritmo aerdbico de una persona de z afios es una funcién A(x). Se sabe que este
ritmo aerdbico cambia a razén de % = 110 %’é(x), para x > 2. Hallar la funcién

A(x).



Bibliografia

[1] L. Hoffmann, G. Bradley. Cdlculo para administracion, economia y ciencias sociales. Edi-
torial M. Graw Hill.

[2] J. Kitchen.Cdlculo en una Variable. Editorial Addison Wesley.

[3] Larson, Hostetler. Cdlculo con Geometria Analitica. Editorial M. Graw Hill.
[4] E. Lima. Andlisis Real. Colecciéon Textos del IMCA.

[5] C. Neuhauser. Matemdticas para Ciencias. Editorial Pearson.

[6] C. Pita. Cdlculo de una Variable. Editorial Prentice Hall Hispanoamericana.
[7] J. Stewart. Cdlculo en una Variable. Editorial Brooks—Cole Publishing.

[8] M. Spivak. Calculus. Editorial Reverté.

[9] Ian Stewart. El segundo secreto de la vida. Editorial critica.

[10] E. Swokowski. Algebm y trigonometria con geometria analitica

113



